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1 ADATSZERKEZETEK ES TIPUSOK

1 Adatszerkezetek és tipusok
1.1 Az adattipus absztrakcids szintjei
e Absztrakt adattipus (ADT)
— Semmit nem feltételez a belsé szerkezetrdl
— Enkapszulécio
o Absztrakt adatszerkezet (ADS)
— Absztrakt szerkezet
— Iranyitott graf mutatja a rakovetkezéseket:
* Cstcsok - Adatelemek
x Elek - Rékovetkezések
e Reprezentacié
— ADS graf az absztrakt memériaban
— Fontos, hogy a rdkovetkezések megmaradjanak!
— Léncolt, vagy aritmetikai abrézolas
e Implementacid
— Programnyelveken
e Fizikai abrazolds
— Biteken
1.2 A tipus-specifikacio és tipus fogalma
1.3 Tipus-specifikacio
e Egy adat kiils§ jellemzésére szolgdl (interfész)
— tipusérték-halmaz (T)
— tipusmiiveletek (T-n értelmezett feladatok)
e Megadésara tobb lehetoség van:
— Algebrai specifikdcié (axiémak megaddsaval)
— Funkciondlis specifikdcié (elé- és utofeltételekkel)
1.4 Tipus
e Tipus-reprezenticié:
— Abrézols clemek H halmaza. (tipus-szerkezet)
— Az abrézold elemek és a typusértékek kapcsolatat leird lehépezés:
p:H—->T, pCHXT.
e Tipus-implementécié
— Nem a tipusértékekkel, hanem az azokat abrazol6 elemekkel mikodo programok.
2020.09.14. 5. oldal Erdélyi Aron
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az F muvelet specifikacidja

specifikacié Domaing
szintje

reprezentacié
szintje

az F mUvelet implementacidja
az S program

1.5 Absztrakt adattipus és megadasi médjai

e A tipus szemléletének legmagasabb szintje
e Semmilyen feltételezéssel nem éliink a szerkezetrol, vagy a megvaldsitdsrol
e A tipus-specifikdcié megadaséara szolgal

— Nem sziikséges egy konkrét programozasi kornyezetben adbrazolni a tipusértékeket.

— Elég a miiveletek programjainak csak a hatdsat ismerni.

Sziikség van egy 6t kivaltd konkrét tipusra.

A megaddsndl csak tisztdn matematikai fogalmakat hasznalunk.

1.5.1 Az ADT algebrai specifikacidgja

o Részei

— Tipusérték halmaz

Miiveletek (leképezések)

Megszoritdsok (értelmezési tartomanyok)
— Axiémak

o Kérdések
— Helyesség
— Teljesség

— Redundancia

1.5.2 Az ADT funkciondlis specifikacigja

c s

o Részei

— Tipusérték halmaz

— Maveletek

2020.09.14. 6. oldal Erdélyi Aron



Adatszerkezetek és Algoritmusok 1 ADATSZERKEZETEK ES TIPUSOK

— Allapottér
— Paramétertér
— Eléfeltétel
Utofeltétel

1.6 Verem ADT axiomatikus és funkcionalis leirasa
1.6.1 A verem ADT axiomatikus leirdsa
E alaptipus feletti V' verem tipus jellemzése

e Miveletek

empty: — V

isEmpty: V — L
push: VX E >V
—pop: V>V XE
—top: V> F

e Megszoritasok
— pop és top értelmezési tartomanya: V\ {0}

o Axiémik

isempty(()
— isempty(v) = v =10
— —isempty(push(v, e))
— pop(push(v,e)) = (v,e)
— push(pop(v)) = v
— top(push(v,e)) =e
1.6.2 A verem ADT funkcionalis leirasa

e Matematikai reprezentacié
— a verem rendezett parok halmaza
v={(e1,t1), ..., (i, t;)|t; # t;}
— e: a veremben elhelyezett (push) érték
— t: a veremben elhelyezés idopontja
e Megszoritds: az id6 értékek kiilombozoek
e A pop specifikdcidja:

— Allapottér:
(v,e) eV X E

— Paramétertér:
v és v
— Eléfeltétel és utédfeltétel:
* Ef = (v=2v Av #0)
x Uf = ((v = v’\{(ej,tj)}) A(e=ej) A ((ej,tj) € v’) A (Vi((ei,ti) ev Ni# j) ity > tl))

2020.09.14. 7. oldal Erdélyi Aron
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1.7 Absztrakt adatszerkezet megadasa
e A tipus elepvet6 szerkezetét egy irdanyitott graffal abrazoljuk. A graf jelentése:
— Csticsok: adatelemek
— Elek: rékovetkezési reldcié
e A miiveletek ezen a szinten is jelen vannak (élek)

e A miivelet hatdsa szemléltethet6 az ADS-graf véltozasaival.

1.8 Reprezentacié
e Absztrakt reprezentacié - absztrakt memdéridban
e Az absztrakt szerkezet dbrazolhatd

— Pointerekkel (lancolt dbrazolds)
— Cim-/indexfiiggvényekkel (aritmetikai reprezentdcid)

— (vegyes abrazolds lehetséges)

o Mindkét reprezentacié megadja az adatelemek kozotti rakovetkezési reléciot.

1.9 Aritmetikai és lancolt abrazolas
1.9.1 Aritmetikai abrazolas
e Index- és cimfiiggvények megaddasa

— Az adatelemeket folyamatosan elhelyezziik az absztrakt meméridban / egy ugyanilyen alaptipusi
vektorban

— Az elemek kozotti rakovetkezési relaciot egy cim/indexfiiggvénnyel adjuk meg
— A cimfiiggvénybdl tovdabbi rakévetkezések is kiolvashaték, nem csak az ADS-beli

— A miveletek és a feladat-specifikus fiiggvények algoritmusait meg kell adni

e Példa: Kupac

1.9.2 Lancolt abrazolas

e Az ADS-graf éleit pointerekkel dbrdzoljuk

e A miiveletek algoritmusait mar itt meg kell adni

A feladatban bevezetett fiiggvények kiszamité algoritmusait is meg kell adni

Kovetkezmény: Egy feladat megolddsa gazdagabb reprezentédciot igényelhet, mint maga az ADS

e Példa: Fak, kupac

1.10 Az adatszerkezetek osztalyozasa

Az adatszerkezet egy (A, R) rendezett pédr, ahol A az adatelemek véges halmaza, R az A halmazon
értelmezett valamilyen relacié: R C (A x A).

1.10.1 Adatelemek tipusa szerint

e Homogén: Az adatszerkezet mindegyik eleme azonos tipusu.

e Heterogén: Az adatszerkezet elemei kiilonb6z6 tipusuiak lehetnek.

2020.09.14. 8. oldal Erdélyi Aron
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1.10.

1.10

2 R relacio szerint

Struktira nélkiili: Az egyes adatelemek kozott nincsen kapcsolat. Nem beszélhetiink az elemek
sorrendjérél (pl.: halmazok).

Asszociativ cimzésii: Az adatelemek kozott 1ényegi kapcesolat nincs. Az adatszerkezet elemei
tartalmuk alapjan cimezhetdk.

Szekvencidlis: Az egyes adatelemek egymas utan helyezkednek el. Az adatok kozott egy-egy
jellegi kapcsolat van: minden adatelem csak egy helyrol érhet6 el és az adott elemrdl csak egy
masik lathatd. Két kitiintetett elem az els6 és az utolso.

Hierarchikus:

— Olyan (A, R) rendezett pdr, amelynél van egy kitiintetett r elem, ez a gyokérelem, ugy, hogy
* r nem lehet végpont
*x Ya € A\{r} egyszer és csak egyszer végpont
* Ya € A\{r} elem r-bdl elérhetd
— Az adatelemek k6zott egy-sok jellegii kapcsolat all fenn.
— Minden adatelem csak egy helyrdl érheto el, de egy adott elembdl akarhany adatelem lathaté.
Ha4lés: Olyan (A, R) rendezett par, amelynél az R reldciéra semmilyen kik6tés nincs. Az adatelemek

kozott a kapcesolat sok-sok jellegli: barmelyik adatelemhez t6bb helyrdl is eljuthetunk, és barmelyik
adatelembdl elvileg tobb irdanyban is mehetiink tovabb.

.3 Reprezentacié szerint

Folytonos abrazolasiu: A kézponti tarban a tarelemek egymas utdn helyezkednek el. Az adattételek
tarolasi jellemzG6i azonosak. Ismert az els6 elem cime, ehhez képest barmely elem cime szamithaté.

Szétszort aAbrazolasia: A tarelemek véletlenszerlien helyezkednek el. Kozottik a kapcsot az
teremti meg, hogy minden elem tartalmaz mas elemek elhelyezkedésére vonatkozd informaciot.

1.10.4 Adatelemek szama szerint

Statikus: Egy statikus adatszerkezet rogzitett szamu adatelemet alkot. A feldolgozéas sordn az
adatelemek csak értékiiket valtoztatjak, de maga a szerkezet, az abban szerepld elemek szama
valtozatlan. Emiatt az adatszerkezetnek a meméridban foglalt helye konstans.

Dinamikus: Egy dinamikus adatszerkezetben az adatelemek szdma egy adott pillanatban véges
ugyan, de a feldolgozas alatt tetszélegesen valtozhat.Lehetnek rekirziv, vagy nem-rekurziv, linedris,
vagy nem-linedris strukturdk.

Rekurziv, ha definicigjaban sajat magara hivatkozik. Ha egy ilyen hivas van linedris, ha t6bb, akkor
nem-linedris.

Mivel az adatelemek szama valtozik, igy egy-egy teriiletet kell allokalunk, illetve a lefoglalt teriileteket
fel kell szabaditanunk.
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2 Objektumorientalt programozas 1.

2.1 Osztalyok és objektumok
2.1.1 Osztalyok

Objektumminta, vagy tipus, ami alapjan objektumokat hozhatunk létre. Az objektumokat kategéridkba,
osztalyokba soroljuk. A hasonlé tulajdonsiagokkal rendelkez6 objektumok egy osztalyba keriilnek, mig a
kiilonbo6zo, vagy eltérd tulajdonsidgokkal rendelkez6 objektumok pedig kiilon osztalyba kertilnek.

Az objektum-osztalyok hordozzdk a hozzajuk hasonlé objektumok jellemzéit, objektumok mintdinak
tekinthetok.

2.1.2 Objektumok

Egy osztély alapjan létrejott konkrét példany. Az objektumnak bels6 allapota van, informaciot tarol.
Kérésre feladatot hajt végre, metdédusok segitségével. Ezek hatdsara az dllapota megvaltozhat.
Kommunikél més objektumokkal. Minden objektum egyértelmiien azonosithatd.

2.2 Objektum létrehozasa, inicializalasa
Az objektumot létre kell hozni és inicializdlni kell.
e Inicializalas:
— Konstruktor végzi

— Adatok kezs6értékének megaddasa

— Objektum miikddéséhez sziikséges tevékenységek végrehajtasa

Tipusinvarians beallitas

2.3 Osztalydefinicio
2.3.1 Példanyvaltozé

Példédnyonként helyet foglalé valtozo.

2.3.2 Példanymetdédus

Példanyokon dolgozd metddus.

2.3.3 Osztalyvaltozo

Osztélyonként helyet foglald véltozé (static kulcsszd, osztalyon kiviil kell definidlni).

2.3.4 Osztalymetédus

Osztélyokon dolgoz6 metédus (static kulesszd, osztalyon kiviil kell definidlni, csak publik metédus lehet).

2.4 Oroklédés, Feliildefinidlis

Az alapgondolat: a gyerek 6rokli az éseik metddusait és valtozéit. Itt az 6roklés azt jelenti, hogy az
0sosztaly minden metodusa és adattagja a gyermejosztalynak is metédusa és adattagja lesz.

A gyermekosztaly bevezethet Gj miiveleteket és adattagokat, amelyek egyszeriien hozzdadédnak az
orokolt metédusokhoz és adattagokhoz.

Atdefiniglhat/Feliildefinidlhat 6rokolt metédusokat, ezek a hierarchiaban feliilbiraljak az 6rokolt metédusokat.
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2.5 Elfedés

Az egyik OOP elvdrds az informdcié elfedése (information hiding). Az objektum beliigyeit csak az
interfészen keresztiil lehet megkozeliteni. C+-+-ban:

e public: A kiils6 felhaszndldk is elérik.
e protected: Csak az adott osztély, és leszarmazottai érhetik el.

e private: Csak az adott osztdly és ”baratai” szdmara elérheto - alapértelmezett osztdlyoknal.
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3 Objektumorientalt programozas 2.

3.1 Oroklsdés

Az alapgondolat: a gyerek orokli az &seik metédusait és valtozéit. Itt az O6roklés azt jelenti, hogy az
Ososztaly minden metédusa és adattagja a gyermejosztalynak is metddusa és adattagja lesz.

A gyermekosztaly bevezethet 1Gj miiveleteket és adattagokat, amelyek egyszeriien hozzdaddédnak az
orokolt metédusokhoz és adattagokhoz.

Atdefinialhat /Feliildefinialhat 6rokolt metédusokat, ezek a hierarchigban feliilbiraljak az 6rokolt metédusokat.

3.2 Polimorfizmus

A polimorfizmus (t6bbalakisdg) az a jelenség, hogy egy véltozé nem csak egyfajta tipusi objektumra
hivatkozhat (pl.: A Manager Employee is, A Hdromszog Alakzat, stb...).

e Statikus tipus: Deklaracié soran kapja
e Dinamikus tipus: Futasidoben véltozhat, hogy éppen milyen tipusi objektumra hivatkozik.

Statikus, vagy annak leszarmazottja.

Altipusos polimorfizmus: Ha B altipusa az A tipusnak, akkor B objektumainak referenciai értékiil
adhatok az A tipus referencidinak.

3.3 Dinamikus 6sszekapcsolas (példakkal)

Run-time fogalom: Az a jelenség, hogy a valtozé éppen aktudlis dinamikus tipusdnak megfelel
metddus implementacié hajtédik végre.

3.3.1 Példak:

Employee-Manager:

Employee emp (” Jozsef” ;”Fekete”, 3);
Manager m (”Kati”, "Kovacs”, 3, 2);
emp = m;

emp. print ();

m. print ();

Az elsé printnél az Employee class print fliggénye, a mésodikndl a Manager class printje fog lefutni.

3.4 Absztrakt osztaly

o Tervezés eszkoze.

Egy fels6 szinten Osszefogja a kozos tulajdonsigokat.

A metédusok kozott van olyan, aminek csak specifikdcidja van, torzse nincs.
e Nem hozhato létre példanya.

A leszdrmazott teszi konkrétta.

C++-ben fontos kulesszd: virtual

3.5 A tobbszoros oroklédés problémai, lehetséges megoldasai

A t6bbszoros 6roklodés jelentése, hogy egy osztdlynak egynél tobb kozvetlen Gse lehet.
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3.5.1 Problémak
e Adattagok hényszor 6rokl6dnek?

e Melyik 6st6l melyik metddus?
class A{
int a;
public: virtual void £ (); };

a

class B : public A { class C : public A{
public: void f (); }; public: void £ (); };
M

atdefinial \ / atdefinial
class D : public B, public C {
. 1

e Ha egy D-beli f-re hivatkozunk, (ami &t lett definidlva B-ben és C-ben) akkor az melyiket jelentse?
e Az g attributum hany példanyban jelenjen meg D-ben?

o A két kérdés lényegében ugyan az. Ha kétértelmiiség van, hogyan valasszunk?

3.5.2 Megoldasi lehetbségek

e A legtébb esetben az ilyen kddot nem lehet leforditani, a forditd, vagy a futtaté kornyezet kétértelmiiségre
hivatkozva hibajelzéssel ledll.

e Az Ososztaly mondja meg, hogy mit szeretne tenni ilyen esetben.

e A szarmaztatott osztdly mondja meg, hogy melyikeket szeretné hasznalni.

2020.09.14. 13. oldal Erdélyi Aron



Adatszerkezetek és Algoritmusok 4 TOMBOK

4 Tombok

4.1 Definici6 ADT és ADS szinten
4.1.1 Definici6 ADT szinten
e Definicié:
— Az F alaptipusi k(k > 1) dimenziés T tombtipus
— Legyen I =11 x Iy x ... X I, egy indexhalmaz, ahol Vj € [1,k] : I; = [1,n;].

— Az A € T tombnek N = ny * ng * ... * ny, eleme van, {ay, as, ...,an }.

e Mindig van egy f: I — {a1,as,...,an} egy-egy értelmii leképezés.

Jelolés: Aliy,is,...,i;] a tombnek az iy, 49, ..., indexek altal azonositott eleme.

Miiveletek:

— Indexelés: az i1, ig, ..., i indexhez tartozé Aliy,is, ..., 1] elem kivdlasztdsa.
— Elemmodositas - értékadds: Aliy, iz, ...,ik] == a
— Frtékadas: A= B
e Elnevezés:
— k = 1: vektor
— k = 2: méatrix

e Invarians is adhaté - specialis megszoritas

4.1.2 Definici6 ADS szinten
e Nem kotelezd szerkezetet definialni az elemek kozott
e Elfogadott a kov; relacié bevezetése Vj € [1, k]-ra:
— kov;(Alir, ... ij, .. ig]) = Alir, ..., 35 + 1, ..., 4x), ha i; < nj. Egyébként nem definidlt.
— Egy bels6é elemnek minden dimenziéban van rakovetkezdje.

e A legaldbb 2 dimenzids tomboket ortogonalis adatszerkezetnek nevezik.

4.2 Reprezentacio

Egy k dimenziés tombot szeretnénk elhelyezni egy alkalmas méretli egydimenziés témbben, és megadjuk
a leképezés cimfiiggvényét. Az elhelyezés dltaldban sorfolytonos (SF), vagy oszlopfolytonos (OF).

4.3 Sorfolytonos és oszlopfolytonos abrazolas
SF esetben a sorokat rakjuk egymaés mogé, az oszlopfolytonos esetben, pedig az oszlopokat rakjuk kvazi
egymas ala.
4.4 Cim és index fiiggvény
Vi€ [1,711}7Vj € [17712]

Indexfiiggvény:
SF: ind(Afi,j]) = (i —1)*ny + j.

OF :  ind(Ali,j]) =i+ (j — 1) * ng.

Cimfiiggvény:
SF: cim(Ali,j]) =cim(A)+ (i —1)sxnixh+(j—1)xh

OF 1 cm(Ali,j]) =cim(A)+ (j — 1) *naxh+ (i —1)*h
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4.5 Specialis matrixok cim és indexfiiggvényei

Az R invaridns leggyakrabban a tomb alakjat médositja, példaul megadja a 0 elemek helyét, és a nem-
nulla elemek hatdrozzak meg a tomb specidlis alakjat.

Konvencié: A gyakran szereplé elemeket (dltaldban 0) is taroljuk egy példényban az egydimenzids
tombben, és az erre vonatkozd hivatkozast beépitjitk a cimfliggvénybe.

4.5.1 Tridiagonalis

Ha |i — j| < 1:
1 i>j
ind(Afi,j]) = (i—1)*3—-14+2 i=j.
3 i<y

Ha a 0 elemet is taroljuk a vektor elelején:

(i—1)*3+1 i=j+1
(i—1)%x3+2 i=j

i%3 i+1=j"
1 kiilonben

ind(Ali, j]) =

4.5.2 Als6 haromsz6g matrix
Elemeinek szama: m = n * "T“ +1

R
nx 41 i<l

ind(A[i, j]) = {

4.6 Hézagos matrixok reprezentacidja

Lancolt, illetve vegyes abrazolasban egy elemet a koordinatakkal, az értékkel, illetve minden irdnyban a
rakovetkezd elemeire mutaté pointerekkel reprezentaljuk. Elényds, ha

(h+2*i)+ 2xp))xk+(m+n)xp<<mxnxh,

ahol a matrix m X n-es, k a nem-nulla elemek szama, h egy érték helyfoglalasa, p egy mutaté helyfoglalasa
és i egy index helyfoglalasa.
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5 Verem, sor és hasznalatuk

5.1 ADT axiomatikus és funkcionalis specifikacio
5.1.1 A verem ADT axiomatikus leirasa
E alaptipus feletti V' verem tipus jellemzése

e Miveletek

empty: =V

isEmpty: V — L
—push: VX E =V
—pop: V=V XxE
— top: V> F

e Megszoritasok
— pop és top értelmezési tartomanya: V\{0}

o Axiémik

isempty(0)
— isempty(v) = v =10
— —isempty(push(v, e))
— pop(push(v,e)) = (v,e)
— push(pop(v)) = v
— top(push(v,e)) =e
5.1.2 A verem ADT funkciondlis leirasa

e Matematikai reprezentacié
— a verem rendezett parok halmaza
v={(e1,t1), ..., (ei, t;)|t; # t;}
— e: a veremben elhelyezett (push) érték
— t: a veremben elhelyezés id6pontja
e Megszoritas: az id6 értékek kiillombozéek
e A pop specifikacidja:

— Allapottér:
(v,e) eV X E

— Paramétertér:
v és v
— Elé6feltétel és utdfeltétel:
x Ef =(v=2v Av #0)
x Uf = ((U = v’\{(ej,tj)}) A(e=ej)A ((ej,tj) € v’) A (Vi((ei,ti) cv Ai 7&]) it > tb))
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5.1.3 A sor ADT axiomatikus leirasa
E alaptipus feletti S sor tipus jellemzése
e Miiveletek:
— empty: — S
— isEmpty: S — L
—in: SxE— S
—out: S—>SxFE
first: S —» F

e Megszoritasok:
— out és first értelmezési tartomanya S\{0}.
o Axiomék:
— s =empty = isEmpty(s)
— isEmpty(s) = s = empty
— —isEmpty(in(s,e))
— —isEmpty(s) = out(in(s, e))2 = out(s)2
— —isEmpty(s) = in(out(s)1, e) = out(in(s,e));
— isEmpty(s) = out(in(s,e))2 =€
— first(s) = out(s)s

Ahol (s,e)1 = s, (s,€e)2 =e.

5.1.4 A sor ADT funkcionalis leirasa

e Matematikai reprezentacié

— a sor rendezett parok halmaza

v={(e1,t1), ..., (ei, t:)|t; # t;}

— e: a sorban elhelyezett (in) érték

— t: a sorban elhelyezés idépontja
o Megszoritas: az ido értékek kiillombozéek
e A out specifikacidja:

— Allapottér:

(s,e) e SxXE

— Paramétertér:

sés s

— Eléfeltétel és utédfeltétel:
x Ef=(s=8 N5 #10)

 Uf = ((s="\{(e t)}) A (e = ) A (e, 1) € 5') A (Vil(eti) € 8" i £ 5) it < 1))
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5.2 ADS

A sor absztrakt szerkezete elemeinek linearis struktirdjaként jelenik meg. Az 5.2. dbra gy szemlélteti
a sor ADS-t, mint egy specidlis linedris grafot. Az dbran az a megjelenési forma is lathaté, ahogyan a
sor gondolatainkban jelentkezik, ahogyan a szakmai kommunikaciéban hivatkozunk ra. A két absztrakt
szerkezet nyilvanvaléan megfeleltetheté egymasnak. Ez elképzelhet6 veremként is.

S:

g= | 40 |70 | 20 | 50 | 80

5.3 Statikus és dinamikus reprezentacié
5.3.1 Verem statikus reprezentacidja
Aritmetikai abrazolas:

e Egy max hosszu vektor: az elemek témbje

e A verem tetejének mutatdja: head € [1,max]. head = 0 < iires a verem.

5.3.2 Verem dinamikus reprezentacidja

Lancolt reprezenticié. Minden elemben van egy mutatd, ami a kdvetkez6 elemre mutat. A head pointer
a legfels elemre mutat.

5.3.3 Sor statikus reprezentacidja
Aritmetikai abrazolas:
e Egy max hosszi vektor: az elemek tombje
e A sor elsé elemének mutatéja: heqd € [1, max]
e A sor els iires helyének mutatéja: tali € [1, maz]
Ha a tail utoléri a headet, akkor nem tudjuk, hogy iires, vagy tele a vektor. Megoldas:
e Vagy egy jelz6, ami mutatja, hogy tele van-e,

e vagy egy szamldlé, ami szdmolja az elemeket.

5.3.4 Sor dinamikus reprezentacidja

Lancolt reprezenticié. Minden elemben van egy mutatd, ami a kdvetkez6 elemre mutat. A head pointer
a legels6 elemre mutat, mig a tail mutaté az utolséra. Nincs sziikség szamlalora.
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5.4 Miiveletek megvalésitisa (algoritmusok)

5.5 Verem

Pszeudokédban:

v.empty
— uresre allitja a vermet
v.head <— 0

v.isEmpty

— ures—e a verem? Logikail erteket ad vissza
return (v.head=0)

v.isFull

—— Csak statikusnal: Tele van a verem? Logikai erteket ad vissza
return (v.head=max)

v.push(e)

— e—t beteszi a v verem tetejere

if v.isFull
error ”"tulcsordulas”

else
v.head <— v.head + 1
v.elements [v.head] = e<—

end if

V. pop
— kiveszi a legfelso elemet es visszaadja
if v.isEmpty
error ”alulcsordulas”
else
v.head <— v.head — 1

return v.elements|[v.head + 1]
end if

v.top
— lekerdezi a legfelso elemet
if v.isEmpty
error ”alulcsordulas”
else

return v.elements|[v.head]
end if

5.6 Sor
Pszeudokddban:

S .empty
—— uresre allitja a sort
s.head <— 1
s.tail <— 1
s.empt <— true

s.isEmpty
— ures—e a sor? Logikai erteket ad vissza
return s.empt

s.isFull
— Csak statikusnal: Tele van a sor? Logikai erteket ad vissza

2020.09.14. 19. oldal Erdélyi Aron



Adatszerkezetek és Algoritmusok 5 VEREM, SOR ES HASZNALATUK

return ((not s.empt) and (s.head = s.tail))

s.in(e)
— e—t beteszi az s sor vegere
if s.isFull
error "tulcsordulas”
else
s.empt <— false
s.elements[s. tail] <— e

if s.tail = max
s.tail <— 1
else
s.tail <— s.tail + 1
end if
end if

s.out
— kiveszi es visszaadja az s sor elso elemet
if s.empt
error "alulcsordulas”
else
e <— s.elements[s.head]
if s.head = max

s.head <— 1
else

s.head <— s.head + 1
end if

if s.head = s.tail
s.empt <— true
end if
end if

s.first
— vissza adja az s sor elso elemet
if s.empt
error "alulcsordulas”
else
return s.elements[s.head]
end if

5.7 Kifejezések lengyelformara alakitasanak és a lengyelforma kiértékelésének
algoritmusai

A prefix formét hivjuk lenygel formanak, a postfix format pedig forditott lengyel formanak. Az infix
kifejezés atalakithatd postfix kifejezéssé. Ennek két fontos elénye van:

e A miiveleti jelek olyan formaban kovetik egymast, amilyen sorrendben végre kell hajtani azokat.

e A miiveleti jel kbzvetleniil az operandusai utan all.

5.7.1 Lengyelformara alakitas

Az x sorozatot balrdl jobbra dolgozzuk fel egy y sor, és egy s verem segitségével. Az operatorok, és
nyitozardjelek a verembe keriilnek. Az operandusokat irjuk ki.

Talalt operdtornal legfeljebb a nyitézardjelig kivessziik a verembdl az operatornal nagyobb prioritdsi
operatorokat, és kifrjuk azokat, majd berakjuk a verembe a talalt operatort.

Csukozardjel esetén irjuk ki a verem tetejan 1é6vé elemeket egészen a nyitozardjelig. A zérojeleket
elvethetjiik, hiszen postfix formaban nincs ra sziikség.

A kifejezés végére irva irjuk ki a veremben maradt operatorokat.
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5.7.2 Kiértékelés

Az y sorozatot balrdl jobbra dolgozzuk fel, egy v verem segitségével. Az operandusok keriilnek a verembe.
Talalt operator esetén kivesziink a miiveletnek megfelelé mennyiségli operandust a verembol, és ezeken

elvégezziik a miveletet, amit a taldlt operator jelez, majd ennek az eredményét elhelyezziik a veremben.
Az eredmény a verem tetején lesz megtalalhato.
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6 Kupacok és prioritasos sor

6.1 Kupac definicié
Egy majdnem teljes (bindris, balrdl feltlthetd) fa heap tulajdonsigu, ha
o Ures, vagy
e A gyokerében 1évé kulcs nagyobb, mint mindkét gyerekében, és mindkét részfaja is heap tulaj-
donséagn.
6.2 Reprezentacié
e Dinamikusan allokalt csomépontok és mutaték (mint lancolt lista, fék, stb...)
e Haszndljunk egy tombot. A majdnem teljes tulajdonsag miatt:

— a k csomépont gyerekei a 2k, 2k + 1-nél vannak
— k sziilje a £-nél van

— ha k > n a csomépont nem létezik.

6.3 Miiveletek, algoritmusok (besziras, torlés,...)
Pszeudokédban:

empty
—— az ures kupac letrehozasa
T <— E[Maxmeret |
Aktmeret <— 0

isEmpty
—— ures a kupac?
return (Aktmeret = 0)

6.3.1 Beszuras
1. Helyezziik a kovetkezo tires poziciéra e-t

2. Buborékoztassuk folfele, amig nagyobb, mint a sziilei

Maximum h csere, tehdt a hatékonysdg O(log, n).

6.3.2 Torlés

1. Az els6 1épésben a majdnem teljes tulajdonsigot hozzuk helyre: felvissziik a legutolsé elemet a
gyokérbe.

2. A kapott majdnem teljes fa nem kupac. A helyredllitdshoz cseréljiik fel a felhelyezett elemet a
nagyobb gyermekével addig, amig van olyan gyermeke, amely nagyobb sajat maganal.

Osszesen O(log, ).

6.4 Prioritasos sor

Ha a sorban 1év6 elemeknek van valamifajta rendezése, akkor a rendezési szempontot prioritasnak hivjuk,
és ugy kell rendezni a sort, hogy a legnagyobb (legkisebb) prioritdsi elem legyen a legels elem.
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6.5 ADT axiomatikus specifikacio

E alaptipus feletti P els6bbségi sor tipus jellemzése:
e Egyszeriisités: csak prioritdsokat teszlink bele (N)

o Miveletek:

empty: — P

isEmpty: P — L
— insert: P x N — P
— delmax: P - P x N
— max: P—- N
e Megszoritasok: delmaz és maz értelmezési tartomdnya P\{(}
o Axiémék:
— isEmpty(empty)
— isEmpty(p) = p = empty
— —isEmpty(insert(p,n))
— insert(delmaz(p)) =p
— maz(p) = delmaz(p)s
— delmax(p)1 # empty = max(p) > mazx(delmaz(p)1)
— n > maz(p) = delmazx(insert(p,n))1 = p A mazx(insert(p,n)) =n
— n < maz(p) = maz(insert(p,n)) = maz(p)
— delmazx(insert(empty,n)) = (empty, n)

— max(insert(empty,n)) = n

6.6 ADS

Az ADS szint esetiinkben nem mutat egyértelmiien a megfelelé dbrézolds irdnydba. Az ADS szintet,
mivel ott még nem tudunk egyértelmii absztrakt szerkezetet kialakitani, 1ényegében atlépjiik. Mégis,
kiilonleges szerepe és jelentésége lesz az ADS szintnek a kupac adatszerkezet tanulmanyozasaban.

A kupacot mindig tombben taroljuk, de egy fastruktirdban gondoljuk el az elemeit! Nem lenne konnyti
a kupac miuiveleteinek miikodését szigoruan a tombon megtervezni vagy megérteni. A fa adatszerkezet
azonban roppant szemléletes hatteret ad ehhez.

6.7 Reprezentacié

e Rendezetlen tombokkel: a max miiveletigény mindig egy maxkeresés: O(n)

e Rendezett tombokkel: Bar a hely megkeresése gyors: logaritmikus keresés, a minden jobbra léptetése
miatt ez is O(n).

e Heap adatszerkezettel O(log, n)

2020.09.14. 23. oldal Erdélyi Aron



Adatszerkezetek és Algoritmusok 7 LISTAK

7 Listak

7.1 Szekvencidlis adatszerkezetek definicigja

Definicié: A szekvencidlis adatszerkezet olyan (A, R) rendezett par, amelynél R C (A x A) reldcié
tranzitiv lezartja teljes rendezési relacio.

Az R C (A x a) relacié tranzitiv lezartja az a reldcié, mely tranzitiv, tartalmazza R-et, és a lehet8
legkevesebb elemet tartalmazza.

Megadasa:

1. R=RU(RoR)
2. Ha R # R', akkor folytonos 1-nél, kiilonben R’ = Ry, a tranzitiv lezdrt

A szekvencialis adatszerkezetben az egyes adatelemek egymads utan helyezkednek el, van egy logikai
sorrendjiik. Az adatok k6zott egy-egy jellegii kapcsolat van, minden adatelem egy helyrodl érheté el és az
adott elemtdl csak egy masik lathato. Két kitiintetett eleme: az els6 és az utolso.

Ez egy homogén adatszerkezet, azaz azonos tipust véges adatelemek sorozata. Jelolése: L = (a1, as, ..., ay).
Ha n = 0, akkor L = () az iires lista.

Minden eleme tartalmaz egy (vagy t6bb) mutatét egy mésik adatelemre - "kovetkezd” elem logikailag.

A lénc elsé elemének cimét a lista feje tartalmazza. A lanc végét az jelzi, ha az utolsé elem mutatdja
iires.

7.2 Statikus és Dinamikus reprezentacio
7.2.1 Fiy kapacitast abrazolas

Toémbben dbrazoljuk, a logikai sorrendet indexek mutatjak. A szabad helyek is megtalalhatéak a t6mbon
beliil.

7.2.2 Dinamikus, lancolt abrazolas

Az adatok szdma nem ismert elére, igy nem foglalunk feleslegesen helyet a memoridban. A feladat
dinamikusan valtozik.

Minden elem r6bb elembdl 4ll, egy adatrészbél és egy (vagy tobb) mutatébdl. A muatdk szdma szerint
tobb csoportba oszthatjuk a dinamikus lancolt listakat:

Egyiranyu lancolt lista: Minden elem ramutat a kovetkezd elemre.

Kétiranyu lancolt lista: Minden eleme ramutat az el6z6 és a kovetkezd elemre is. A fej elem ramutat
az elsé és az utolsd elemre is.

7.3 Miiveletek és megvalésitasok algoritmusai (besziras, torlés, ...)
L a lista els§ elemének mutatéja, Akt a lista aktudlis elemének mutatéja.

create
— ures lista letrehozasa
L <— NIL
Akt <— NIL

isEmpty
— ures a lista? Logikai ertekkel ter vissza.
return (L=NIL)

first
— elso elemre all
if L = NIL
error
else
Akt <— L

2020.09.14. 24. oldal Erdélyi Aron



Adatszerkezetek és Algoritmusok 7 LISTAK

end if

next
— kovetkezo elemre all
if Akt = NIL
error
else
Akt <— (Akt—Pointer)

isEndOfList
— a lista vegen allunk—e? Logikai ertekkel ter vissza.
return (Akt=NIL)

isLast

— az aktualis az utolso elem? Logikai ertekkel ter vissza
return (not(Akt=NIL) and Akt—>Pointer=NIL)

getValue
— aktualis elem erteke
if Akt=NIL
error
else
return (Akt—>Adat)
end if

setValue
— aktualis elem modositasa
if Akt=NIL
error
else
(Akt—Adat) <— e
end if

7.3.1 Listaelem beszirasa
1. Deklaralas - p valtozd, Node tipussal
2. Létrehozés - new(p)
3. Ertékének megadasa

4. Ijj elem befiizése a ldncolatba:

o Beszuras els6 elemként:

insertFirst (e)
new (p)
(p—>Adat)<—e
(p—=>Pointer)<-L
L<—p
Akt<-L

e Beszuras utolsé elemként:

insertLast (e)
new (p)
(p—>Adat)<—e
(p—>Pointer)<—NIL
if L=NIL
L<—p
Akt<-L
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else
u<-L
v<—(L—Pointer)
while not (v=NIL)
u<—v
v<—(v—>Pointer)
end while
(u—Pointer)<—p
Akt<—p
end if

e Beszuras az aktudlis listaelem elé:

insertBefore (e)
if Akt=NIL
error
else
new (p)
(p—>Adat)<—e
u<-L
v<—(L—Pointer)
while not (v=Akt)
u<—v
v<—(v—>Pointer)
end while
(u—Pointer)<—p
Akt<—p
end if

7.3.2 Listaelem torlése
1. Toérlendd elem megel6zdjének megkeresése
2. Lancolas megvaltoztatasa
3. Memoéridbdl eltavolitas

4. Akt beéllitdsa

removeAkt
if Akt=NIL
error
else
if Akt=L
p<—L
L<—(L—Pointer)
Akt<-L
delete (p)
else
p<-L
while not(p—>Pointer=Akt)
p<—(p—>Pointer)
end while
(p—>Pointer)<—(Akt—>Pointer)
delete (Akt)
Akt<—(p—>Pointer)
end if
end if
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7.4 Rendezés listaval

e Buborék rendezés: A vektor elejétdl kezdve felbuborékoztatjuk a legnagyobb elemet, utdna megismételjiik
ugyanezt az egyel rovidebb vektoron... O(n?)

e Maximum kivalasztasos rendezés: j elindul a max-tdl. Kivélasztjuk a tombbdl a maxot és kicseréljiik
a j. elemmel, majd csékkentjiik j-t egyel. O(n?)

e Besztird rendezés: Egyszerti beillesztéssel egy-egy elemet a helyére vissziiksziink. O(n?) (Rendezett
listdkon O(n))

e Quicksort: pivot rendezések. O(nlogn), de vezethet O(n?)-hez.
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8 Hierarchikus adatszerkezetek és binaris fak

8.1 Definicidék

Definicié: A hierarchikus adatszerkezet olyan (A, R) rendezett par, amelynél van egy kitlintetett r
elem, ez a gyokérelem, gy, hogy

1. r nem lehet végpont: Va € A,—R(a,r).

2. Ya € {A\{r}} elem egyszer, és csak egyszer lehet végpont, azaz Va € {A\{r}}—hez Ab#£a,be A:
R(b,a).

3. Va € {A\{r}} elem r-bél elérhetd.

Egy elemnek akarhany rakovetkezoje lehet, de minden elemnek csak egyetlen megel6z6 eleme van, azaz
az adatelemek kozott egy-sok jellegii kapcsolat all fenn.

Definicié: A faegy hierarchikus adatszerkezet, mely véges szamu csomépontbdl all, és igazak a kovetkezdk:
o Két csomopont kozott a kapcsolat egyirdnyu, az egyik a kezd6pont, a masika végpont.
e Van a fdnak egy kitiintetett csomdpontja, ami nem lehet végpont. Ez a fa gyokere.

e Az Osszes tobbi csomdpont egyszer végpont.

Definicié: A fa rekurziv definiciéja:

e A fa lires, vagy

e Van egy kitlintetett csomépontja, ez a gyokér.

e A gyokérhez 0 vagy tobb diszjunkt fa kapcsolodik. Ezek a gyokérhez tartozo részfak.
Az adatszerkezetben

e A fa csucsai az adatelemeknek felelnek meg

o Az élek az adatelemek egymaés utdani sorrendjét hatarozzak meg

e A gyokérelem a fa els6 eleme, amelynek nincs megelézéje

e Levélelem a fa azon eleme, amelynek nincs rakovetkezéje

e Kozbensd elem az Gsszes tébbi adatelem

e Minden kozbensé6 elem egy részfa gyokerének tekinthetd, igy a fa részfikra bonthatd

o Eldgazasszam: kozvetlen részfak szdama

e A fa szintje a gyokértdl valé tavolsdgot mutatja. A gyokérelem a 0. szinten van.

e A fa szintjeinek a szdma a fa magassiga

e Csomoépontok foka: a csomdéponthoz kapcesolt részfik szdma

e Fa foka: a fadban taldlhaté legnagyobb fokszam

e Sziils: kapcsolat kezdGpontja

e Gyerek: kapcsolat végpontja

e Minimadlis magassagu az a fa, amelynek a magassdga az adott elemszam esetén a lehetd legkisebb

e Egy fa kiegyensilyozott, ha csomépontjai azonos foktiak és minden szintjén az egyes részfdk mag-
assag a nem ingadozik tobbet egy szintnél.

e Rendezett fa: ha az egy sziil6hoz tartozé részfék sorrendje lényeges.
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Definicié: A bindris fa olyan fa, amelynek csticspontjaib6l maximum 2 észfa nyilik.

e Egy binaris fa akkor tokéletesen kiegyensilyozott, ha minden elem bal-, illetve jobboldali részfajaban
az elemek szama legfeljebb egyel tér el.

e Teljesnek neveziink egy bindris fat, ha minden kézbensé elemének pontosan két eldgazasa van.

e Majdnem teljes: ha csak a levelek szintjén van esetleg hiany

8.2 Altalanos és binaris fak reprezentaciéi, bejarasai, miiveletei
8.2.1 Reprezentacié

Altaldnos fa esetén:
e bal gyermek, jobb testvér:
— Minden csoméponthoz tartozik harom mutaté: bal gyermek, jobb testvér, és a sziilo.
e Multilista:
— Minden csomdponthoz tartozik egy linearis lista, amelynek els6 eleme az adat, a tobbi a kapc-

solatok listaja

Korlatos altalanos fa esetén:

e Aritmetikai dbrizolds

e Lancolt, ahol minden csomépontnak pontosan k£ db mutatéja, maximum k gyereke van.

Bindris fa esetén:

e Aritmetikai dbrazolas: szintfolytonosan egy tombben

— ind(bal(c)) = 2 *ind(c)
— ind(jobb(c)) = 2 x ind(c) + 1

e Lancolt: mutaté a bal és a jobb gyerekre, esetenként a sziilére is

8.2.2 F4ak bejarasa

A fa csomépontjaiban altaldban adatokat tarolunk. FEzeket valamilyen sorrendben szeretnénk egymds
utan elérni.

e Gyokérkezdd (preorder): gyokér, majd a részfak bejdrdsa sorban.
e Gyokérvégz6 (postorder): részfak bejardsa, majd a gyokér.

e Gyokérkozeptli (inorder): csak bindris fdkndl, bal részfa, gyokér, majd jobb részfa bejardsa.

8.2.3 Miiveletek
Lekérdezd miiveletek
o Ures-e - logikai értéket ad vissza
e Gyokérelem - visszaadja a gyokér adatelemet

e Keres(e) - adott e adatelemet keres, egy ilyen elem mutatéjat adja vissza.

Moébdosité muveletek

o Ures - létrehoz egy iires fat

Besztir(e) - adott e elem beszirdsa

MoédositGyokér(e) - adott e adatelem lesz a gyokér

Torol(e) - torli az e adatelemet

TorolFa - torli az Osszes elemet
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9 Binaris keresofak

9.1 Definicié

Definicié: A rendezési fa olyan binaris fa adatszerkezet, amelynek kialakitdsa a kiilonbozé adatelemek
kozott meglévd rendezési relaciot koveti.
A fa felépitése olyan, hogy minden cstcsra igaz az, hogy

e a cslcs értéke nagyobb, mint tetszdleges csiicsé a téle balra 1évo leszallé agon,
e a cstcs értéke kisebb, mint tetszoleges csiicsé a tole jobbra 1évo leszallé dgon.

A rendezési fa az Ot tartalmazo elemek beviteli sorrendjét is visszatiikrozi. Ugyanazokbdl az elemekbdl
kiilénb6z6 rendezési fak épithetdk fel.

Fontos tulajdonsdg: inorder bejarassal a kulcsok rendezett sorozatat kapjuk. Egy n cstcsu binaris fa
bejdrdsa O(n) ideig tart.

9.2 Miiveletek és algoritmusok (besziras, torlés, rakovetkezd, megel6z6, stb)
9.2.1 Keresés

A T faban keressiik a k kulcsu elemet. Ha létezik , akkor visszaadjuk az elem cimét, egyébként NIL-t.
Rekurziv:

keres (x,k)
if x = NIL or k=kulcs [x]
return x
end if
if k<kules[x]
return keres(bal[x] k)
else
return keres (jobb[x],k)
end if

Tterativ:

keres (x,k)
while not(x=NIL) and not(k=kulcs[x])
if k<kules[x]
x <— bal [x]
else
x <— jpbb[x]
end if
end while
return x

9.2.2 Minimum keresés

Tegyiik fel, hogy T # NIL. Addig kovetjiik a baloldali mutatékat, amig NIL mutatét nem taldlunk.
Iterativ kéd:

minimum (T
x <— gyoker [T]
while not(bal [x]=NIL)
x <— bal[x]
end while
return x

O(h), ahol h a fa magassaga.
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9.2.3 Maximum keresés

Tegyiik fel, hogy T # NIL. Addig kovetjiik a jobboldali mutatékat, amig NIL mutatét nem taldlunk.

Iterativ kéd:

maximum (T)
x <— gyoker [T]
while not(jobb [x]=NIL)
x <— jobb[x]
end while
return x

9.2.4 Kovetkezd elem

x csucs rakovetkezojét adja vissza, ha van, kiilonben NIL-t.

kovetkezo (T,x)

if not(jobb [x]=NIL)
return minimum (jobb [x])

end if

y <— szulo [x]

while not(y=NIL) and x=jobb [x]
X <=y
y <— szulo [x]

end while

return y

9.2.5 Megel6z6 elem

x csucs megel6z6jét adja vissza, ha van, kiilonben NIL-t.

megelozo (T,x)

if not(bal[x]=NIL)
return maximum(bal [x])

end if

y <— szulo [x]

while not(y=NIL) and x=bal[y]
X <—Yy
y <— szulo [x]

end while

return y

9.2.6 Beszuras

A T bindris keres6fiba a p cstcsot sziurjuk be. Feltételezziik, hogy a fdban még nincs k kulesi cstics.

beszur (T,p)
y <— NIL
x <— gyoker [T]
while not (x=NIL)
y <& X
if kulcs|[p] < kules[x]
x <— bal [x]
else
x <— jobb[x]
end if
end while
szulo [p] <— ¥y
if y = NIL
gyoker [T] <— p
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else if kules[p] < kules|y]
bal[y] <— p

else
jobb[y] <= p

end if

9.2.7 Torlés

A T bindris keres6fabdl a p csicsot toroljiik. Lehetdségek:

e Ha p-nek nincs gyereke: sziiléjének mutatéjat NI L-re allitjuk

e p-nek egy gyermeke van: A sziiléje és a gyermeke kozott épitiink ki kapcesolatot

e p-nek két gyermeke van: atszervezziik a fat. Kitoroljilkk a rdkovetkezo elemet, aminek az értékét

atrakjuk az értékét p-be. fgy az el6z6 két tipusu esetet kapjuk.

torol (T,p)
if bal[p] = NIL vagy jobb[p] = NIL
y<—p
else
y <— kovetkezo (T, p)
end if
if not(bal[y] = NIL)
x <— baly]
else
x <— jobb|[y]
end if

if not(x = NIL)
szulo [x] <— szulo[y]
end if

if szulo[y] = NIL
gyoker [T] <— x

else if y = bal[szulo[y]]
bal[szulo[y]] <— x

else

jobb[szulo[y]] <— x
end if
if not(y = p)

kulcs [p] <— kules[y]
end if

return y
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10 AVL fak

10.1 Definicio

Jelolje az m(f) az f bindris fa magassdgat, ha x az f fa egy csicsa, akkor m(x) jeloli az = gyoker(i részfa
magassagat.
Egy bindris keres6fa AVL-fa, ha minden = cstcséara teljesiil, hogy

|m(bal[z]) — m(jobb[z])| < 1.

Osszefiiggés az AVL fa pontszdma és magasséga kozott: A h szintszamud minimélis cstcsszdmi AVL
fa gyokerének egyik részfaja h — 1, a mésik h — 2 szintli. Rekurzio:

Sh=1+4+85,_1+ 5)_o.
Tétel: Egy h magassidgi AVL fanak legaldbb F}3 — 1 csticsa van. Ahol F' a Fibonacci sorozat.

Bizonyitas: Legyen S; a legkisebb h magassagi AVL fa mérete. Ismert, hogy Sy = 0 és S; = 1,
valamint hogy S, =1+ Sp_1 + Sp—o.
Indukciét haszndlva Sy, = Fp43 — 1:

1+ Fpyo—1+Fpyg —1=Fpyz— 1.

Tétel: Ha F AVL fa, akkor h(F) < 1.44 xlogy(n + 1), ahol n az F pontjainak szdmdt jeloli.

10.2 Miiveletek (AVL fiban besziras utiani kiegyensilyozas, torlés utani ki-
egyensilyozas) megfelel6 esetvalasztissal

10.2.1 ﬁjrakiegyensﬁlyozés besziirasnal

Amikor beszurunk egy elemet az AVL fa elromolhat. 4 kiilonbozé eset lehet, de ebbél 2 tiikrozi a mésik
2-t.
Bevezetiink egy 1j attributumot, a kiegyensulyozési tényezot:

e -1: bal részfa magasabb egyel
e 0: egyforma magasak a részfak

e 1: jobb részfa magasabb egyel

(4+4,+) szabaly: A beszirt elem az eredetileg is nagyobb jobb részfa jobb kiils§ gyermekébe szturédott
be. A megolddshoz a jobb részfa gyokerénél kell balra forgatni.
Ennek a titkorképe a (—-) szabély.

(4++,-) szabdly: A beszirt elem az eredetileg is nagyobb jobb részfa bal gyermekébe szirddott be. A
megoldashoz a jobb részfa bal gyermekén kell egy jobbra forgatast, majd az 1j jobb részfa gyokerén kell
egy balra forgatast végrehajtani.

A két forgatds kozott nincs feltétel vizsgalat. Ennek a tiikorképe a (—,+) szabdly.

A Dbesziras koltsége O(logy n).

10.2.2 Ijjrakiegyensﬁlyozés torlésnél

(+4+,+), (++,0) szabdlyok: Egy + cstics kap mégegy +-t mert a bal részfdjabdl kitoroltek egy
csucsot. Akkor a jobb részfa gyokerét egyel balra elforgatva megysziiletik a megoldas.
Ennek a tikorképe a (—-), (—,0).

(4+++,-) szabdly: A torlés a bal részfdban torténik. Ennek a magassdga h+1 volt és h lett. Az x gyokerii
fa magassaga h+3. A jobb részfa -os, ezért elészor az x gyokér jobb gyermekének a bal gyermekét jobbra
forgatjuk, utdna az x gyokér 1j jobb elemét balra forgatjuk.

Ennek a tiikorképe a (—,+) szabdly.

A torlés utan a torolt elem sziil6jétdl felfelé haladva a gyokér felé djra szamoljuk a csicsok cimkéit
ezen az utvonalon. Ha +4, vagy — jon ki, akkor azt forgatassal helyre allitjuk. SzélsGséges esetben az
adott dtvonal minden pontjaban forgatni kell.
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11 Piros-fekete fak

11.1 Definicio

A piros-fekete fa olyan bindris kereséfa, melynek minden pontja egy extra bit informdaciét hordoz: ez a
pont szine, amelynek értékei: piros vagy fekete.
A pontok szinezésének korlatozasaval biztosithatd:

e piros-fekete faban barmely, a gyokértdl levélig vezetd it hossza nem lehet nagyobb, mint a legrévidebb
ut kétszerese.

o Megkozelitéleg kiegyensulyozottak.

A szokasos bindris fa minden olyan csicsat, aminek kevesebb, mint két gyereke van, kiegészitjiik
tovabbi gyerekekkel. Ezek a specidlis NIL értéket tartalmazé cstcsok lesznek a fa levelei. A valédi
adatot tartalmazo csicsok nem lesznek levelek.

Egy piros-fekete fa

e Minden csics piros, vagy fekete
e A gydkér, és minden levél fekete

e A levelek nem tartalmaznak adatot

Ha egy csics piros, akkor mindkét gyereke fekete
e Minden csicsbol minden Ut egy levélig ugyanannyi fekete cstcsot tartalmaz.

Az x pont fekete-magassdga fm(z), az x pontbdl induld, levélig vezetd tdton taldlhaté z-t nem tartal-
mazd fekete pontok szama.
A fa fekete-magassdga: fm(gyoker).

Lemma: Bdarmely n belsd pontot tartalmazé piros-fekete fa magassdga < 2logy(n + 1).

11.2 Miiveletek (besziiras utani kiegyensiilyozas, torlés utani kiegyensiilyozas)
algoritmusai

11.2.1 Beszuras
A beszirt elemet pirosra szinezziik. Amyg a beszirt elem és sziilje egyarant piros, vagy nem értiik el a
gyokeret, helyreallitasi 1épéseket kell tenni.

1. eset: Ha a nagybdacsi szine piros, cseréljiik meg a nagysziild és a sziil6-nagybécsi szinét.

2. eset: Ha x nagybdcsija fekete, és x és x sziiléje piros és a sziilé ellenkezo oldali gyereke a nagysziilonek,
mint z a sziilének, akkor forgatunk x és sziiléje koriil kifelé, és legyen x x régi sziiléje.

3. eset: A nagybdcsi fekete, x és sziil6je pirosak, és a sziilé azonos oldali gyereke a agysziilonek, mint
x a sziilének. Ebben az esetben kicseréljiik a szineket a sziilé és a nagysziilo kozott és forgatunk egyet a
szilo és a nagyszilé mentén.

Addig megyiink felfelé, amig x sziiléje piros.

11.2.2 Torlés
z csucs torlése egy binaris keres6fabol.

e Ha z-nek maximum egy gyereke van, akkor toroljikk a szilét, és a szilét a gyerekkel kapcsoljuk
0ssze.

e Ha z-nek két gyereke van, akkor a kdvetkezd elem tartalmét atméasoljuk z-be. A kovetkezé elemnek
vagy 0, vagy 1 gyereke van. Ezt kitoroljik.
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Jeloljiik y-al a ténylegesen kitorolt elemet. Ha y piros volt, akkor piros-fekete fa marad. Ha a kitorolt
elem fekete volt, az elveszett fekete csicsot potolni kell.

Ugy képzeljik el, hogy a kitorolt elem gyerekének most van egy extra feketéje. Ha a gyerek szine
fekete, akkor most dupla-fekete. Ha piros, akkor piros-fekete. Ezt az extra feketét vissziik felfelé a faban,
amig:

e 1 egy piros-fekete csicsra mutat. Ekkor ezt feketére szinezziik és kész.

e z a fa gyoOkerére mutat. Ha dupla-fekete, eltavolitunk egy feketét és kész, mert ha a gyokérbol
viszilink el egy extra feketét, akkor egyforma marad a levelekhez vezeté utakon a feketék szama.

e Olyan ponthoz ériink, ahol forgatdsokkal és atszinezésekkel el tudjuk tavolitani az extra feketét gy,
hogy nem sértjiikk meg a piros fekete tulajdonsagokat.

Lehetséges esetek: Csak azokat vessziik figyelembe, ahol = a balgyerek, ahol jobb, az szimetrikusan
adodik.
w jeloli x testvérét.
1. eset: x testvére w piros.
w-nek van fekete fia. fgy w és a x szildjének szinét felcserélve, balra forgatva w és a sziilé mentén,
az x Uj testvére fekete lesz. Igy egy 2., 3., vagy 4. esetet kapunk.
2. eset: x testvére w fekete, és w mindkét gyereke fekete.

w piros lesz, és a szil6 kap egy extra feketét. Ezutdn folytatjuk a helyreallitasi ciklust a sziilétol.

3. eset: x testvére w fekete, w bal gyereke piros, jobb gyereke fekete.

w és bal[w] szint cserélnek, majd ezen a két cstics mentén jobbraforgatdssal elértiik a 4. esetet.

4. eset: x testvére w fekete, w jobb gyereke piros.

w-t szil6 sziniire, a szllét feketére, és w jobb gyermekét feketére szinezve balraforgatunk w és a
sziil6 mentén.
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12 2-3 fik, B fak

12.1 2-3 fak fogalma

Hatékony keresofa konstrukcid, ami a binarisnal bonyolultabb: egy nem-levélnek 2 vagy 3 gyermeke lehet.
A 2-3 fa egy lefelé irdnyitott gyokeres fa, melyre

e A rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint balrél jobbra névekvd sorrendben.
e Egy levél egy rekordot tartalmaz.

e Minden bels6 csticsbdl 2 vagy 3 él megy lefelé.

o Szerkezet: [mq, k1, m2q, ko, ms]

Logikailag a belsé cstics két féle:

e 3 gyerek

— Itt my, mg, m3 mutatdk a csics részfaira, kq, ko pedig U-beli kulcsok, melyre k1 < k.
— Az m, altal mutatott részfa minden kulcsa kisebb, mint k.
— Az mo altal mutatott részfidban minden kules k; és ko kozott van.

— Végil az mo részfaban ko a legkisebb kulcs
e 2 gyerek

- [mla kla m2]
— Itt mq, ms mutatdk a részfikra, és ki pedig U beli kulcs.
— Az m, altal mutatott részfa mindne kulcsa kisebb, mint &1.
— Az my részfaban k, a legkisebb kulcs.
o A két tipus kozotti valtast csak logikalilag kezeljiik.
Megjegyzés:
2" < n < 3" = h <logy(n).

12.2 Miiveletek 2-3 fakban (keresés, besziras, torlés), miiveletek koltsége
12.2.1 Keresés

Osszehasolnitdsok szdma 0,1,...,h — 1 szinten 1 vagy 2, h magassagban 1. Teh&t

T(n) < 2h+1 < 2logy(n) + 1 = O(logy(n)).

12.2.2 Beszuras

Kereséssel meghatarozzuk a helyét. 2 eset:
1. A legalsé bels6 pontnak 2 gyereke van, elfér még egy harmadik is.
2. A legalsé bels6 pontnak 3 gyereke van: Csticsvagasra van sziikség és haladunk felfelé.

e Ha valahol van kétgyermekes belsé cstics, akkor ott megdll a besziras.

e Ha ezen az uton minden bels6 pontnak 3 gyereke volt, akkor a csticsvagas felgylirizik a
gyokérig. Ekkor folfelé egy 1j gyokeret kell tenni, ami megnoveli a fa magasségat.

A miivelet koltsége: T'(n) = O(h) = O(logy(n))
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12.2.3 Torlés

Megkeressiik a torlend6 kulcsot. 2 eset van:
1. Ha a kulcs sziilojének 3 gyereke van: Elem torlése, esetleg sziil6 korrelalasa.
2. Ha a kulcs sziil6jének 2 gyereke van:

(a) Ha a sziilének van 3 gyerekes testvére, akkor az egyet dtad.

(b) Ha a sziilének nincs 3 gyerekes testvére, akkor csticsot vonunk Gssze.
Sziikség esetén csicsosszevondsokat hajtunk végre a gyokérig. fgy a fa magassaga csokkenhet.
A miivelet koltsége: T'(n) = O(h) = O(logy(n))
12.3 B-fak definicidja

2-3 fa altaldnositdsai. Probléma: nem az 6sszehasonlytas idGigényes, hanem az adatok kiolvasdsa. A fa
csucsai legyenek blokkok.

Feltételezés: A kulcshoz tartozé minden kiséré informécié ugyanabban a csticsban, mint a kulcs.
Minden kulcshoz egy pointer arra a lapra, ahol a tobbi informécié megtaldlhaté. Ekkor feltessziik, hogy
ha a kulcsot mozgatjuk, ezt a pointert vissziik magunkkal.

Definicio:
1. Minden z csucsnak a kovetkezo mez6i vannak:

e nx] - az x cstcsban térolt kulesok darabszama
e az n[x] darab kules, a kulcsokat monoton névekvé sorrendben taroljuk.

o z.level egy logikai valtozo, ami igaz, ha x levél.
2. Ha egy x bels6 csiics, akkor tartalmazza a mutatokat x gyerekeire

Az x kulcs értékek meghatarozzak a kulcsértékeknek azon tartomanyait, amelyekbe a részfik esnek.

= W

Minden levélnek azonos a mélysége, ez az érték a fa h magassiga

5. A csicsokban térolhaté kulesok darabszama egy also és fels§ korlat. Ezeket a korldtokat egy ¢ > 2
egész szammal lehet kifejezni, ezt a szamot nevezziik a B-fa minimalis fokszamanak.

Minden nem gyokér csucsnak legaldbb ¢t — 1 kulcsa van, minden belsé csicsnak igy legalabb ¢ gyereke
van. Minden csuicsnak legfeljebb 2¢ — 1 kulcsa lehet, tehat egy belsé csucsnak legfeljebb 2t gyereke lehet.

Egy csucs telitett, ha pontosan 2t — 1 kulcsa van. Cstcs szétvagasnal a kozépso elem koriil ketto ¢ — 1
nagysagu nodeot kapunk. A kozépsé elem felkeriil a sziilébe.

Tétel: Han > 1 akkor minden olyan T' n-kulcsos B-fara, amelynek h a magassaga és minimélis fokszama

t > 2, teljesiil, hogy
1
h <log, nt

12.4 Miiveletek B faban (keresés, beszuras, torlés)
12.4.1 Keresés

Minden cstcsban nfz] + 1 lehetéséget kell megvizsgdlni. Kvézi rekurzivan kikeresés. Keresésnél a
végighaladott blokkokat is megkapjuk (pl.: firebase).
O(t x h) = O(t xlog, n).

12.4.2 Beszuras
Két eset:

1. Kevesebb mint 2t — 1 hely van: sima beszuras

2. 2t — 1 cstics van: Csucs szétvagas.
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12.4.3 Torlés

Kulcsot nem csak levélbdl lehet torolni, hanem teszdleges csiicsbol. Ugyelni kell arra, hogy a csics ne
valjon tul kicsivé. Esetek

1. A k kulcs az x levélben van, akkor toréljiik k& kulcsot z-bol.
2. A k kulcs az = belsé csticsban van:

(a) Ha z-ben a k-t megel6z6 gyereknek (y) legaldbb ¢ csticsa van, akkor megkeressiik az y részfaban
a k-t kozvetlenill megeldz8 k' kulesot. Rekurzivan toroljiik k'-t és helyettesitjiik k-t k'-val az
x-ben.

(b) Szimetrikusan az el6z8h6z, ha z gyerek kovetkezik az z-beli k utdn, és z-nek legaldbb ¢
kulcsa van, akkor megkeressiik a z gyokércstcsi részfdban a k-t kozvetleniil kovetd k' kulcsot.
Rekurzivan toroljik, majd helyettesitjiik k-t k'-vel az x — ben.

(¢c) Ha mind y-nak, mind z-nek csak ¢ — 1 kulcsa van, akkor egyesitjiik k-t és z kulcsait y-ba, gy,
hogy z-bdl toroljiik a k-t és a z-re mutatd pointert. Ekkor y-nak 2¢ — 1 kulcsa lesz. Ezutan
szabaditsuk fel z-t és rekurzivan toroljik k-t az y-bol.

3. Ha a k kulcs nincsen benne az x bels6 csiicsban, akkor hatarozzuk meg annak a részfanak az z.c;
gyOkércsucsat, amelyikben benne lehet a k, ha egyéltalan szerepel.

Ha z.c;-nek csak t — 1 csiicsa van, akkor a 3a, vagy a 3b szerint kell eljarnunk, mivel biztositani kell,
hogy annak a csiicsnak amelyikre 1épilink legalabb ¢ csicsa legyen. Ezutan rekurziéval megyiink
tovabb

(a) Ha z.c;-nek csak t — 1 csticsa van, de van kozvetlen testvére, amelyiknek legaldbb ¢ csicsa van,
akkor gyakorlatilag forgatunk egyet gy, hogy x.c;-nek ¢ csicsa, kozvetlen testvérének ¢ — 1
csticsa legyen.

(b) Ha x.c;-nek és (mindkét) kozvetlen testvérének ¢ — 1 kulcsa van, akkor egyesitsiik z.c;-t az
egyik testvérével, majd vigyiink le egy cstcsot x-bdl, ebbe az egyesitett kupacba, kozépre.
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13 Hasito tablak

13.1 Fogalma

Adott a K kulcsok halmaza. A K elemeivel azonositott rekordok szdma azonban varhatéan jéval kisebb,
mint K szamossaga. Ekkor K-t egy alkalmas h fiiggvénnyel leképezziik az abrazolas alapjat képzé kisebb
tartoményra. Legyen ez a [0, ..., M — 1] intervallum.

A h: K — [0,M — 1] fiiggvényt hash fiiggvénynek nevezzitk. Mivel M < |K|, s6t altaldban M <<
| K|, ezért h nem lehet injekt{v, hanem sziikségképpen fellép a kulcsiitkozés: van olyan k # K/, amire
h(k) = h(kK').

A hasitasos technikék feladata éppen az, hogy megolddst adjanak a kulcsiitkbzésekre.

13.2 Kozvetlen hozzaférésiu tablak

A kozvetlen cimzésii tablak a legegyszerlibb eset. Tegyiik fel, hogy az elemek kulcsai kiillénbozé egész
értékek a [0, m — 1] intervallumon, és m nem til nagy.

Hasznaljuk magukat a kulcsértékeket, hogy kivalasszunk egy helyet a T kozvetlen cimzésti tablazatban,
melyben az elemeket taroljuk.

Minden miivelet (keresés, beszirds, torlés) konstans idejii!

13.3 Hash fiiggvények (egyszerii egyenletestdl univerzalisig)

Megszoritasok:
e Kulcsok egészek kell legyenek
e Kulcsok egyediek kell legyenek
e Kulcsok kis intervallumbdl keriilhetnek ki

e Hatékonysdg miatt a kulcsok siirtin kell legyenek

13.3.1 Egyszerii egyenletes hasitas

Idedlis hash fiiggvény. P(k) annak a valdsziniisége, hogy a k kules el6fordul. Ha van m hely a hasité
tédbldzatban, akkor egy egyenletes hash fiiggvény h(k), biztositani fogja, hogy

o P)y= > Pk)=..= ) Pk) = —.

k|h(k)=0 k|h(k)=1 k|h(k)=m—1

A kulcsok szama minden helyre azonos.

13.3.2 Egyenletes hash fiiggvény

Ha a kulcsok a [0,7)-en egyenletesen szétszort egészek, akkor

h(k) = fzoor<”f>

egy egyenletes has fliggvény. legtobb hash fiiggvény megadhaté oly modon, hogy a kulcsokat valamely
r-re a [0,r)-re képezze le.
Most csokkentsiik le az intervallumot [0, m)-re, ahol m a hash tébla egy elfoglalhaté mérete:

13.3.3 Oszt6é mébdszer
Az intervallum csokkentésre hasznaljuk a mod fliggvényt:
h(k) =k mod m.

M valasztasara: altalaban a 2-hatvanyok nem jé valasztasok, mert akkor az utolsé n bit fog kivalasztddni.
a 2™ kozeli primek jo véalasztasnak tiinnek.
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13.3.4 Szorzdé modszer

Szorozzuk meg a kulcsot egy A konstanssal 0 < A < 1, majd vegyiik ki beléle a tort részt, majd szorozzuk
meg m-el:
floor(m * (kA — floor(kA))).

Most m nem kritikus, és 2-hatvény valaszthaté. A = 3(v/5 — 1) j6 vélasztdsnak tiinik.

13.3.5 Univerzalis hashelés

Legyen H hasité fiiggvények egy véges halmaza, melynek egy adott K kulesuniverzumot a [0,m) tar-
tomanyba képeznek le.

A H-t univerzalisnak hivjuk, ha Vz,y € K,z # y kulcsparra azoknak a h € H hasité fliggvényeknek
a szdma, amelyre h(z) = h(y) = %

Ez azt is jelenti, hogy egy véletleniil vélasztott h € H hasité fiiggvényre Va,y € K, x # y kiilcsok

kozotti kulestitkozési valdszintiség pontosan %

Tervezés:

e Valasszunk egy p > m primszamot.

o Z,={0,1,...,p—1},1s Z; ={1,2,...,p— 1}

Ya € Zz,b € Zp, hap(k) = ((axk+b) modp) mod m.
Az ilyen fliggvények osztalya:
Hym ={hap:a € Z;,be Z,}
Tétel: A hasité fiiggvények fenti egyenldségekkel definidlt H,, ,, osztalya univerzalis.
13.4 Kulcsuitkozések feloldasa: lancolt hashelés, tilcsordulasi teriilet, nyilt
cimzés

13.4.1 Lancolt hashelés

Minden tablaelemhez egy lancolt listat rendeliink.

Keresés: kiszamitjuk h(i)-t, kikeressiik az ¢ kulcsi elemet a T'[h(4)] listdban. Ha NULL-t taldlunk, a
kules nincs a listdban.

Besziras: kiszamitjuk h(z.kules)-t, majd beszirjuk a T[h(x.kulcs)] lista elejére.

Torlés: Hasonléan a T[h(z.kules)] listabol.

Hatékonysdg: « = - az egy lancba flizott elemek atlagos szama. Lehe kisebb, egyenld és nagyobb

mint 1. Legrosszabb esetben minden egy elem helyére képzddik le: O(n).

13.4.2 Tilcsordulasi teriilet

A lancolt listat a tdbla egy specidlis helyén hozzuk létre - ez a tulcsordulési teriilet.

Beszuras: Tegyiik fel, hogy h(k) = h(j), és k lett elészor térolva. A j beszirdsdndl megtalaljuk k-t
a h(j) helyen. Megkeressiik az els6 szabad helyet a tilcsorduldsi teriileten, oda betessziik j értékét és k
"pointerét” erre irdnyitjuk.

Keresés: Ugyan az, mint a lancolt listanal.

Torlés: Lehet a lista els6, vagy utolsé elemét idetenni, de lehet 1j dllapotot bevezetni.
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13.4.3 Nyilt cimzés

Kiterjesztjiik a hash fliggvény értelmezési tartomanyat az igynevezett kiprébaldsi szammal:
h:K x{0,...,m—1} = {0,...,m — 1}.

Megkoveteljiik, hogy Vk kulesra a (h(k,0), h(k, 1), ..., h(k,m — 1)) kiprébalasi sorozat a {0, ...,m — 1} egy
permutéaciéja legyen, Igy elobb utébb minden hely szébajon.

Keresés: Egy elem keresésénél végigmegyilink a tablazaton, amig meg nem taldljuk, vagy el tudjuk
donteni, hogy nincs benne a tablaban.

Beszuras: Kiprobaljuk az 6sszes helyet, amig nem taldlunk egy iireset - ez a beszirandé kulcs fiiggvénye,
nem a 0, ...,m — 1 felsorolas..

Torlés: Egy elem torlése bonyoliltabb, mert ha NIL lenne, akkor megallna a keresés. Ezért egy
TOROLT flaget kap ez a cella. Keresésnél atugorjuk, beszturasnal beszurunk.
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14 A rendezés

14.1 Feladata, definicidja

A rendezés feladata, egy n szamot tartalmazo (a1, ag, ..., an) sorozatat olyan permutéciéjdnak (af, ab, ..., al,)
megtaldldsa, hogy a}] < a) < ... < al, ahol < valamilyen rendezési rel4cid.

Altaldnosabban: Legyen K egy teljesen rendezett halmaz, a kulcsok halmaza. Legyenek T;, i € [1,m]-
k tetszdleges tipusok.

E=KxT; x..xT,,.
A cél egy S € E* rendezése. Legyen n = |S|, S rendezett < Vi € [1,n — 1] : S;.kulcs < S;y1.kulces.
o Eléfeltétel: S =5 € E*

o Utdfeltétel: S rendezett, és S € Perm(S")

14.2 Rendezdk osztalyozasa

1. m = 0: skaldr rendezok

2. m = 1: rekord rendezok
Bels6 rendezdk: kozponti meméria + indexelés
Kiils6 rendezok: hattértarolokon
Osszehasonlitdsos rendezék: kulesok értékét hasonlitjuk
Edényrendezok: kulcsok értéke szerint szétrakjuk
Helyben rendezék: segéd memoria konstans

Nem helyben rendezék

© »® N o o s W

Stabil rendezdék: Azonos kulcst rekordok sorrendje nem valtozik

10. Nem stabil rendezck

11. Elorendezéshez illeszkedd és nem illeszkedd rendezdk: kevesebbet dolgozik-e ha a soroza elérendezett
12. Haszndlt adatszerkezet szerint:

e linearis adatszerkezet

o fa
13. Médszer szerint: példaul dsszehasonlitasos rendezoknél:

o Maximalis elemet kivalasztd
e Csererendezdk
e Egy elemet helyre vivok

o Osszefuttatdsos rendezék
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14.3 Négyzetes rendezés algoritmusa és idéigénye (bubble sort, besziiré ren-
dezés, maximum kivalasztisos rendezés)

14.3.1 Buborék rendezés

A vektor elejétol kezdve felbuborékoltatjuk a legnagyobb elemet. Utdna ugyanezt tessziik az egyel
rovidebb vektorral, stb.

j <—n
while j >=2
<1
while 1 <= j-—1
if A[i]>A[i+1]
Csere (A[i],A[i+41])
end if
i<—1i+4+1
end while
<= j-1
end while

Legrosszabb idébonyolultsdg: O(n?), legjobb idébonyolultsdg: O(n), dtlagos idébonyolultsag: O(n?).

14.3.2 Beszuro rendezés

Egyszerti beillesztéssel egy-egy elemet a helyére visziink a mar rendezett sorozatban. Ha témbben
taroljuk, akkor a mozgatasok szama is fontos.

j <=1
while j<=n-1
w <— A[j+1]
i<—j
while i>=1 and Al[i]>w
Ali41] <= A[i]
i <—i-1
end while
Ali41] <= w
j <= j+1
end wile

Legrosszabb idébonyolultsdg: O(n?), legjobb idébonyolultsag: O(1), 4tlagos idébonyolultsag: O(n?).

14.3.3 Maximum kivalasztasos rendezés

Feltételezziik, hogy a tomb jobb széle mar rendezve van. minden 1épésben kivélasztjuk az A[l...5] résztémb
maximalis elemét és kicseréljiik a j helyén 1évovel, majd j-t csokkentjiik. Kezdetben j értéke n

j <—n

while j>=2
Max(A[1..j],ind)
Csere(Alind] ,A[j])
J<=ij-1

end while

Legrosszabb idébonyolultsag: O(n?), atlagos idébonyolultsdg: O(n?).
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15 Quicksort

15.1 Quicksort algoritmusa
Két fézis:

1. Particiés fazis

2. Rendezési fazis

Vélasszunk egy olyan pivotot, és valasszuk rendezziik a sorozatot gy, hogy minden elem téle jobbra
nagyobb, minden elem t6le balra kisebb legyen.
Ezt az algoritmust alkalmazzuk mindkét félre.

Particionalds: A résztomb amin dolgozunk, az alsé és a fels§ indexek kozott taldlhaté. A tomb két
szélérdl indul szemben a két indexelés, a jobb és a bal.

A két indexet egymaéssal szemben mozgatjuk addig, amig taldlkoznak egymadssal. A bal jelz6t addig
vissziik jobbra, amig nem igaz, hogy bal < pivot. A jobb jelzot addig vissziik, amig nem igaz, hogy
jobb > pivot.

Ha a két index nem keriilte ki egymast, akkor meg kell cserélni a két elemet, mivel a pivot rossz
oldalain allnak. Ezt addig ismételjiik, amig szembetalalkoznak. Utolsé 1épésként berakjuk a pivotot a
jobb és bal értékek kozé.

Ezt rekurzivan folytathatjuk a pivot mindkét oldalan.

Gyorsrendezes (A, also, felso)
if also<felso
g=Feloszt (A, also , felso)
Gyorsrendezes (A, also ,q—1)
Gyorsrendezes (A,q+1,felso)
end if

Feloszt (A, also, felso)
pvt <— Alalso]
bal <— also
jobb <— felso
while bal<jobb
while A[bal] <= pvt and bal<felso
bal <— bal + 1
end while
while A[jobb] >= pvt and jobb>also
jobb <— jobb — 1
end while
if bal<jobb
Csere (A[bal] ,A[jobb])
end if
end while
Alalso| <— A[jobb]
Aljobb] <— pvt
return jobb

15.2 Miveletigénye

Particionalds: O(n), uralkodds: O(log, n), tehdt Gsszesen O(nlog, n). De van egy gond: Ha az adatok
mér rendezettek, akkor a futési id6 n*O(n) = O(n?). De ha megvaltoztatjuk a pivot valasztasi stratégiat

15.3 Pivot valasztasi stratégia jelentosége

15.3.1 Ko6zéps6 valasztasa

Ha a pivotot a kozéps6 elemnek valasztjuk, az j6 a rendezett elemek esetén, de megmutathatd, hogy az
sem mindig j6 vélasztas.
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15.3.2 3-bdl a kozéps6 valasztasa

Valasszunk ki 3 pivotot (példaul az elsét, a kozéps6t és az utolsét), majd azok koziil az érték szerinti
kozépsot hasznaljuk.
Mivel a rendezett adatok elég gyakoriak, ez jé stratégia.

15.3.3 Véletlen pivot

Pivot véletlen kivalasztasa, minden pozicional més. Atlagosan rendezett adatokat jol osztja szét. Fontos
kovetelmény: a kivdlasztas O(1) id6 kell legyen.
Sohasem garantalhaté az (Onlog, n), s6t a tetszéleges stratégia vezethet O(n?)-hez is.
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16 Kupacos rendezés

16.1 Kupac definicié
Egy majdnem teljes (bindris, balrdl feltlthetd) fa heap tulajdonsigu, ha
o Ures, vagy
o A gyokerében 1év6 kulcs nagyobb, mint mindkét gyerekében, és mindkét részfdja is heap tulaj-
donsagu.
16.2 Reprezentacié
e Dinamikusan allokalt csomépontok és mutaték (mint lancolt lista, fék, stb...)
e Haszndljunk egy tombot. A majdnem teljes tulajdonsag miatt:

— a k csomopont gyerekei a 2k, 2k + 1-nél vannak
— k szil6je a %—nél van
— ha k > n a csomépont nem létezik.

16.3 Miiveletek, algoritmusok (besziras, torlés,...)

Pszeudokdédban:

empty
—— az ures kupac letrehozasa
T <— E[Maxmeret ]
Aktmeret <— 0

isEmpty
—— ures a kupac?
return (Aktmeret = 0)

16.3.1 Beszuras
1. Helyezziik a kovetkezo tires poziciéra e-t
2. Buborékoztassuk folfele, amig nagyobb, mint a sziilei

Maximum h csere, tehédt a hatékonysig O(logy n).

16.3.2 Torlés

1. Az els6 1épésben a majdnem teljes tulajdonsigot hozzuk helyre: felvissziik a legutolsé elemet a
gyokérbe.

2. A kapott majdnem teljes fa nem kupac. A helyredllitdshoz cseréljiik fel a felhelyezett elemet a
nagyobb gyermekével addig, amig van olyan gyermeke, amely nagyobb sajat maganal.

Osszesen O(log, n).

16.4 Rendezési algoritmus a kupaccal

Beszurjuk az elemeket a kupacba, majd amig ki nem {iriil kivessziik a kupacbdl a maximalis elemet, és a
rendezett eredménysorba rakjuk.

k.empty

while not(s.isEmpty)
k.insert (s.out)

end while

while not(k.isEmpty)
s.in(k.delmax)

end while
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16 KUPACOS RENDEZES

16.5 Miiveletigénye
A kupacok hatékony rendez6t adnak.

e n elem beszurdsa: O(nlogyn)

e n elem eltdvolitdsa: O(nlog,n)

Gsszesen O(nlogy n), ignordlva a 2-es konstanst.
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17 Osszefuttatasos rendezés

17.1 Algoritmusa
17.1.1 Osszefuttatas:

Alap: két rendezett sorozat Gsszefuttatdsa. Legyen A[l...k] és B[l..m] két rendezett vektor. Ekkor
C[1..k+m)], és két mutatét inditunk a két rendezett vektorban az elejétél. Mindne 1épésben 6sszehasonlitjuk
a két mutaté értékét, és a kisebbet (nagyobbat) belerakjuk az eredményvektorba, valamint a kivélasztott
mutatdt 1éptetjiik egyel.

Ez addig megy, amig mindkét mutatd el nem éri a megfeleld vektordnak a végét.

ai <— 1
bi <— 1
ci <— 1

while ai<=k and bi<=m
if Alai] < B[bi]
Clci] <— Afai]
ai <— ai + 1

else if Af[ai] > B[bi]
Clci] <— B[bi]
bi <— bi + 1

else
Clci] <— Afai]
ai <— ai + 1
ci <— ci 4+ 1
C[ci] <= B[bi]
bi <— bi + 1

end if

ci <— ci + 1
end while
C-be betesszuk a maradekot

17.1.2 Osszefuttatdsos rendezés

Az iires és az egyelem(l sorozat biztosan rendezett. Ha S[l..n],n > 1 t6mbot akarjuk rendezni, akkor
szétvagjuk két részre, és ezeket kiilon-kiilon rendezziik, majd Osszefuttajuk.
Altaldnosan:

MergeSort (S)
if Length(S) > 1
Split (S,S1,S2)
MergeSort (S1)
MergeSort (S2)
Merge (S1,S2,S)
end if

Toémbre:

MergeSort (A, k,v)
if k<v
h <— (k+v)/2
MergeSort (A, k,h)
MergeSort (A, h +1 V)
Merge (A[k,h] ,A[h+1,v] ,A[k,v])
end if

Az egész tombot: MergeSort(A,1,n).
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17.2 Miveletigénye

o Osszefiittatds: O(n — 1), ahol n =k +m

e Egyenld szétvagasndl a bindris fa majdnem teljes, dltaldnosan h = ceil(logy n).
Igy osszesen MOjg(n) < (n — 1) % ceil(logy n) = O(nlog, n).

17.3 Az 6sszehasonlitasos rendezés minimalis 6sszehasonlitas szama a legrossz-
abb esetben (bizonyitas dontési faval)

Az &sszehasonlitdsok tekinthetOk dontési fanak, amik a rendezés soran tortént dsszehasonlitdsokat dbrazoljak.
Tegyiik fel, hogy minden elem kiilonb6z6. Egy bels6 csicsot egy a;, a; parral jelolhetiink, ahol 1 <4, j < n.
A levelek egy-egy permutdciénak feleltethetéek meg.

Tétel: Bérmely n elemet rendezd dontési fa magassaga 2(nlog, n)

Bizonyitas: A fanak n! levele van, ezek a permutdciék. A h mélységli bindris fa leveleinek a szdma
< 20 ezért

felhasznalva, hogy a log fliggvény monoton né.

A stirlig formuldval:
n\" n\"
n! 2 V2mn| — = nl>(—-).
e e

h > log, <(n)n> =nxlogyn — n xlog, e = Q(logy n).
e

Behelyettesitve:

Kovetkezmények:
1. A kupacrendezés és az Osszefésiiléses rendezés aszimptotikusan optimélis 6sszehasonlité rendezések.

2. Nem létezik linedris idejii Gsszehasonlitdsos rendezés.

17.4 Batcher-féle paros-paratlan osszefésiiléses rendezés - algoritmus sz6vegesen

Ha tudjuk parhuzamos processzorokon futtatni a MergeSortot, akkor az felgyorsulna O(log, n)%-re. Ez
lesz a PPMerge. Hasonléan a MergeSorthoz egy tomb két rendezett felébol Gsszefésiiléssel eldallitja a
tomb rendezett tartalmat rekurzivan.

Az j Osszefésiilés:

1. A pératlan és B péros indexii elemeit fésiili 6ssze U-ba,
2. A péros és B paratlan indexii elemeit fésiili 6ssze V-be.

3. Az U és V sorozatokat nem kell méar Osszefésiilni, hanem elég csak az egymas alatti u;, v; parokat
1-1 Gsszehasonlitassal a helyes sorrenbe rakni. Amennyiben az U és V sorozat hossza eltérd, az
utols6 elemet Gsszehasonlitas nélkiil kell attenni.

Parhuzamositas: 1. és 2. parhuzamosan végezhetd.
A 2-2 révidebb sorozat Osszefiiggését ugyanezzel az eljardssal végezziik. Ez rekurziv hivdssal valésul
meg. Ehhez meg kell adni a legkisebb k és m értékeket, amelyekre mar nem hivja meg az eljards onmagat:

e Egy 2 hosszi tombot még szétvagunk, két 1 hosszu tombre, és azokra meghivjuk az Osszefésiilést.
Ekkor k=1,m=1

e Egy egy hosszu tombot azonban mar nem fésiiliink 6ssze, hanem felismerjiik, hogy az mér rendezett,
igy 0 Osszehasonlitast igényel. Ekkor kK =1,m =0
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17.5 Helyességének belatasa
Belatjuk, hogy a leirt eljaras azt a helyes rendezett sorozatot eredményezi, amelyet
C=c <ca<...<Chym
jelol. Esetszétvalasztassal
¢ = min{uy,v1}, co = max{us,vi}

Altalgban, ha 1 < i < floor(Em),

Coi—1 = min{uy,v1}, c9; = max{uy,v1}

Ha k + m paratlan, akkor azt is be kell latni, hogy cjtn, is helyesen képzddik, hiszen erre a képlet
nem vonatkozik.

Bizonyitas:

1. Belatjuk, hogy a C' sorozatban barmely paros indexii tagig elmenve ¢, ..., cor k6z6tt ugyanannyi u;
szerepel, mint v;, vagyis az U és a V sorozatok szinte cipzar-szertien épiti a C-t.

e A C sorozat a rendezett A és B sorozatok Osszefiiggésével adédik. Tegyiik fel, hogy A-bdl az
ai, ..., As elemek, a B-b6l by, ..., bop_s elemek jonnek sszeflizéssel a C' sorozat elsé 2k elemébe.
° {Cq7 e CQ]C} = {a17 ...,as} @] {bl, ...bgk,S}

e U-ba keriilnek a paratlan indexii elemek A-bdl, ezek szama ceil

)

(3
e V-be keriilnek a paros indexti elemek A-bdl, ezek szama floor(3)
2k

e U-ba keriilnek a paros indexti elemek B-bdl, ezek szdma floor(=5:2).
e V-be keriilnek a pdratlan indexti elemek B-bdl, ezek szdma ceil(25-5).

o Az 4llitas egyenértékli azzal, hogy

s 2k — s S 2k —s
cezl<2)+floor< 5 )—floor<2>+cezl( 5 >

Ez nyilvan igaz ha s paros. Ha pératlan, akkor az a kérdés, hogy fennéll-e, hogy

1 2k - 1 -1 2k—(s—1
s+l 2% (s+1) _s—1 2%—(s=1)

2 2 2 2

2. Eszerint:
{Cl7 ceey Cgi} = {U,l7 ,ul} U {1}1, ceey Ui}
{Cl, ceey CQ(i—l)} = {Ul, ~-~7Ui—1} U {’Ul, ~-~7vi—1}
A két halmaz kivondsaval:
{eai—1, cai} = {ui, vi}

fgy mivel co;_1 < co;, fennall az eredeti allitas.

Tehat U és V mar egy parhuzamos 1épésben Gsszeféstilhetd.
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18 Edényrendezés és radix rendezés

18.1 Edényrendezés

18.1.1 Algoritmus

Tegytik fel, hogy tudjuk, hogy a bemend elemek (A[l...n] elemei) egy m elemfi U halmazbdl keriilnek ki.
Lefoglalunk egy U elemeivel indexelt B tombot. A B segédtoémb elemei lehetnek példdul lancolt listék.

Els6 fazis: Végigolvassuk az A-t és az Ai] elemet a B[A[i]] lista végére fiizziik.

Maisodik fazis: Végigmegyiink a B-n elejétél a végéig novd sorrendben, és a Bl[i] listdk tartalmat
visszairjuk A-ba.

18.1.2 Lépésszam
e B létrehozdsa: O(m)

Elsé fazis: O(n)
e Mésodik fazis: O(n + m)

Osszesen: O(n +m), ha m < ¢ * n, akkor O(n).

18.1.3 Szokasos implementéacio

Edenyrendezo (S)
EO,E1,.. . EM-1 <— eps, eps, ..., eps
while not (S=eps)
Out (S,x)
In (EPhi(x),x)
end while
S <— Osszefuzes (E0,E1,... ,EM-1)

18.2 Radix rendezés
18.2.1 Algoritmus

Tegyiik fel, hogy a kulcsok Osszetettek, tobb komponensbdl édllnak, (¢q,...tx) alaku szavak, ahol a ¢;
komponens az L; rendezett tipusbdl vald, a rendezés lexikografikus. Radix rendezés:

1. Rendezziik a sorozatot az utolsd, a k-adik komponensek szerint edényrendezéssel.
2. A kapott eredményt rendezziik a k — 1-edik komponensek szerint edényrendezéssel, stb...

Fontos, hogy az edényrendezésnél az elemeket a labddab mindig a lista végére tegyiik. (Stabil rendezés)

18.2.2 Lépésszam

2 x d-szer végigmegyiink az S sorozaton, igy

T(n) = 0(d*15]).
18.2.3 Szokasos implementacio

Radix (S)
i<—1
while i<d
Edenyrendezo (S, Phii)
i <—1+1
end while

Szokéasos implementacio:
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S fejelemes lancolt lista

Az edényekez egy head és egy tail mutaté dbrazolja

A szétrakds és az Osszeflizés az elemek ldncolasdval is megoldhaté

Osszeftizéskor nem kell az egyes edények részlistait végigolvasni, hanem egy darabban lehet ket
lancolni

18.3 Leszamlal6 rendezés algoritmusa

Tegyiik fel, hogy van n db bemeneti elem, ezek mindegyike 1 és k kozotti egész szam. Alapoitlet:
meghatarozzuk minden egyes x bemeneti elemre azoknak az elemeknek a szamét, amelyek kisebbek
mint az z, ezutan x-et kozvetlenil a sajat pozicidjara lehet helyezni.

Legyen a bemenet az A[l...n] tomb, a kimenet a B[1...n] tomb. Sziikség van mégegy C[1...k] tombre
atmeneti munkateriiletként.

1. Végigmegyiink az A-n és ha egy elem értéke i, akkor megnoveljitk C[i] értékét egyel.
2. Vi € [1, k] meghatdrozzuk, hogy olyan bemeneti elem van, amelynek az értéke < i.

3. Vi € [n,1] A[i]-t betessziik B megfeleld pozicidjaba - ezt a C-bél allapitjuk meg. Ha betettiik, akkor
C[A[i]] értékét csiikkentjiik, gy a kovetkezd vele egyenlé elem maér elé keriil. vagyis stabil lesz a
rendezés.

18.4 Lépésszama
Futasi idé:
e 2 for ciklus: O(k)
o 2 for ciklus: O(n)

e Igy a teljes idSigény O(k +n), ha k = O(n), akkor a teljes rendezés O(n).

2020.09.14. 52. oldal Erdélyi Aron



Adatszerkezetek és Algoritmusok 19 KULSO RENDEZESEK

19 Kilso rendezések

Ha az adatoka hattértérban vannak, akkor a futdsi id6 donté részét az I/O utasitasok teszik ki. Egy I/0O
egysége az 1 blokk, ami k % 512 byte, ahol példaul k = 1024, 2048, ...

A hatékonysdgot a szilikséges blokk I/0O-k szdmaban mérjiik. Kiils6 rendezésre igazdbdl csak a merge
sort alkalmas.

19.1 2 segédfdijlos (4 fajlos)

Merge sort kiils6 tarakon: Adott egy S szekvencidlis input file, amely n blokkbdl &ll, minden blokkban
adott szdmu rekorddal. A blokkok tartalma rendezetlen.

Az Osszeflizést iterativ médon végezziik, gy, hogy az egyes menetek végén egyre nagyobb darabok,
vagyis egyre tobb szomszédos blokk lesz rendezett.

Az Osszefiizés meneteként valtakozva az A, B illetve a C, D fileokba végezziik, végiil a teljesen rendezett
eredményt S-be irjuk. A kiilonb6z6 menetekben lesz 2 output file, mert az Gsszefuttatds eredményét az
egyet ide, egyet oda elv alapjan irjuk ki.

1. Menet: Beolvassuk S rendezetlen blokkjait, valamilyen belsé rendezével rendezziik, majd kiirjuk
felvaltva A-ba, illetve B-be.

2. Sorban beolvassuk A és B 1-1 blokkjat. Ezek rendezettek. Osszefésiiljitk 6ket és a rendezett két
blokk hosszi adatot felvaltva C-be, illetve D-be irjuk.

3. Az A utolsé blokkjdnak nincs pérja, igy azt kiirjuk C-be. A C és D fileban rendezett részek hossza
2 blokk, illetve a maradék esetében 1 blokk.

Ezt folytatjuk addig amig mar csak 2 nem 0Osszeflizott rendezett blokk van. Ez lehet egy hosszu, és
egy egyszem maradék elem.

Ennek a két sorozatnak az Gsszeféstilését visszaitjuk S-be. Ha a kdzponti meméria mérete kotlatozott
és nem képes befogadni az egyre novekv6 futamokat, akkor ezek Osszefésiilését lehet pufferelve, akar
blokkonként végezni.

Altaldban:

e 1. menet eredménye: 1 hosszi futamok
e 2. menet eredménye: 2 hosszi futamok

e 3. menet eredménye: 4 hosszu futamok

e (k-1). menet eredménye: 25~2 hossziti futamok

k. (utolsé) menet eredménye: < 28~! hosszii egyetlen futam.

282 <n = k—-2<logyn<k-q = k—1=ceil(logyn)

A menetek k szama: k = ceil(logyn) + 1. Az sszes blokk I/0 szdma:

2 xn * (ceil(loggmn) + 1).

19.2 3 fajlos

Szamitasok:
e 1. menet eredménye: m hosszu futamok
e 2. menet eredménye: 2 % m hosszi futamok
e 3. menet eredménye: 4 x m hosszu futamok
o ...

2k—2

e (k-1). menet eredménye: * m hosszu futamok
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e k. (utols6) menet eredménye: < 281 xm hosszii egyetlen futam.

2% n * (cez’l(log2 ﬁ) +1).
m

Lehet az is, hogy tobb mint kétfelé fésiiliink: ha az S file mellett nem 2 x 2, hanem altaldban 2 x m
fajllal dolgozunk, akkor ezzel a raforditdssal hatékonyabb eljaras nyerheto.
A szamolas:

Osszes blokk I/O szdma:

e 1. menet eredménye: 1 hosszi futamok

e 2. menet eredménye: m hosszi futamok

e ...

e (k-1). menet eredménye: m”*~2 hosszi futamok

e k. (utols6) menet eredménye: < mF~! hosszi egyetlen futam.

1
2xn *x (ceil( og2n> —|—1>.
logy m
Erdekes algoritmushoz jutunk, ha az m-felé fésiilésnél nem 2m db filet, hanem csak m + 1 filet
hasznalunk. Ezt m = 2 esetére nézziik meg, ami az eredeti eset. Ekkor 3 filet haszndlunk, A, B, C-t.

Osszes blokk I/O szdma:

1. Az els6 menetben szétszérjuk S immar rendezett blokkjait A-ba és B-be.

2. A maésodik menetben elkezdjiik A és B blokkjainak az Osszefésiilését, de most csak 1 f4jl tudja
fogadni az eredményt, a C file. Ezért C-be fésiiljiik Ossze egészen addig, amyg A és B egyike ki
nem iiriil. Ekkor j menetet kezdiink a két nem tires fileal.

Ez onmagédban elég lasst lehet, mert lehet, hogy valamelyik menet végi két futamszamnak 1 a
kiilombsége.

Otlet Fibonacci: Elsé menetben irjunk annyi futamot A-ba és B-be, mint a Fibonacci sorozat klt
zomszédos eleme, és lépkedjiink visszafelé a sorozaton az egyes menetekben.

Belathaté, hogy igy fut le a leggyorsabban.

2020.09.14. 54. oldal Erdélyi Aron



	Adatszerkezetek és típusok
	Az adattípus absztrakciós szintjei
	A típus-specifikáció és típus fogalma
	Típus-specifikáció
	Típus
	Absztrakt adattípus és megadási módjai
	Az ADT algebrai specifikációja
	Az ADT funkcionális specifikációja

	Verem ADT axiomatikus és funkcionális leírása
	A verem ADT axiomatikus leírása
	A verem ADT funkcionális leírása

	Absztrakt adatszerkezet megadása
	Reprezentáció
	Aritmetikai és láncolt ábrázolás
	Aritmetikai ábrázolás
	Láncolt ábrázolás

	Az adatszerkezetek osztályozása
	Adatelemek típusa szerint
	R reláció szerint
	Reprezentáció szerint
	Adatelemek száma szerint


	Objektumorientált programozás 1.
	Osztályok és objektumok
	Osztályok
	Objektumok

	Objektum létrehozása, inicializálása
	Osztálydefiníció
	Példányváltozó
	Példánymetódus
	Osztályváltozó
	Osztálymetódus

	Öröklődés, Felüldefiniálás
	Elfedés

	Objektumorientált programozás 2.
	Öröklődés
	Polimorfizmus
	Dinamikus összekapcsolás (példákkal)
	Példák:

	Absztrakt osztály
	A többszörös öröklődés problémái, lehetséges megoldásai
	Problémák
	Megoldási lehetőségek


	Tömbök
	Definíció ADT és ADS szinten
	Definíció ADT szinten
	Definíció ADS szinten

	Reprezentáció
	Sorfolytonos és oszlopfolytonos ábrázolás
	Cím és index függvény
	Speciális mátrixok cím és indexfüggvényei
	Tridiagonális
	Alsó háromszög mátrix

	Hézagos mátrixok reprezentációja

	Verem, sor és használatuk
	ADT axiomatikus és funkcionális specifikáció
	A verem ADT axiomatikus leírása
	A verem ADT funkcionális leírása
	A sor ADT axiomatikus leírása
	A sor ADT funkcionális leírása

	ADS
	Statikus és dinamikus reprezentáció
	Verem statikus reprezentációja
	Verem dinamikus reprezentációja
	Sor statikus reprezentációja
	Sor dinamikus reprezentációja

	Műveletek megvalósítása (algoritmusok)
	Verem
	Sor
	Kifejezések lengyelformára alakításának és a lengyelforma kiértékelésének algoritmusai
	Lengyelformára alakítás
	Kiértékelés


	Kupacok és prioritásos sor
	Kupac definíció
	Reprezentáció
	Műveletek, algoritmusok (beszúrás, törlés,...)
	Beszúrás
	Törlés

	Prioritásos sor
	ADT axiomatikus specifikáció
	ADS
	Reprezentáció

	Listák
	Szekvenciális adatszerkezetek definíciója
	Statikus és Dinamikus reprezentáció
	Fiy kapacitású ábrázolás
	Dinamikus, láncolt ábrázolás

	Műveletek és megvalósítások algoritmusai (beszúrás, törlés, ...)
	Listaelem beszúrása
	Listaelem törlése

	Rendezés listával

	Hierarchikus adatszerkezetek és bináris fák
	Definíciók
	Általános és bináris fák reprezentációi, bejárásai, műveletei
	Reprezentáció
	Fák bejárása
	Műveletek


	Bináris keresőfák
	Definíció
	Műveletek és algoritmusok (beszúrás, törlés, rákövetkező, megelőző, stb)
	Keresés
	Minimum keresés
	Maximum keresés
	Következő elem
	Megelőző elem
	Beszúrás
	Törlés


	AVL fák
	Definíció
	Műveletek (AVL fában beszúrás utáni kiegyensúlyozás, törlés utáni kiegyensúlyozás) megfelelő esetválasztással
	Újrakiegyensúlyozás beszúrásnál
	Újrakiegyensúlyozás törlésnél


	Piros-fekete fák
	Definíció
	Műveletek (beszúrás utáni kiegyensúlyozás, törlés utáni kiegyensúlyozás) algoritmusai
	Beszúrás
	Törlés


	2-3 fák, B fák
	2-3 fák fogalma
	Műveletek 2-3 fákban (keresés, beszúrás, törlés), műveletek költsége
	Keresés
	Beszúrás
	Törlés

	B-fák definíciója
	Műveletek B fában (keresés, beszúrás, törlés)
	Keresés
	Beszúrás
	Törlés


	Hasító táblák
	Fogalma
	Közvetlen hozzáférésű táblák
	Hash függvények (egyszerű egyenletestől univerzálisig)
	Egyszerű egyenletes hasítás
	Egyenletes hash függvény
	Osztó módszer
	Szorzó módszer
	Univerzális hashelés

	Kulcsütközések feloldása: láncolt hashelés, túlcsordulási terület, nyílt címzés
	Láncolt hashelés
	Túlcsordulási terület
	Nyílt címzés


	A rendezés
	Feladata, definíciója
	Rendezők osztályozása
	Négyzetes rendezés algoritmusa és időigénye (bubble sort, beszúró rendezés, maximum kiválasztásos rendezés)
	Buborék rendezés
	Beszúró rendezés
	Maximum kiválasztásos rendezés


	Quicksort
	Quicksort algoritmusa
	Műveletigénye
	Pivot választási stratégia jelentősége
	Középső választása
	3-ból a középső választása
	Véletlen pivot


	Kupacos rendezés
	Kupac definíció
	Reprezentáció
	Műveletek, algoritmusok (beszúrás, törlés,...)
	Beszúrás
	Törlés

	Rendezési algoritmus a kupaccal
	Műveletigénye

	Összefuttatásos rendezés
	Algoritmusa
	Összefuttatás:
	Összefuttatásos rendezés

	Műveletigénye
	Az összehasonlításos rendezés minimális összehasonlítás száma a legrosszabb esetben (bizonyítás döntési fával)
	Batcher-féle páros-páratlan összefésüléses rendezés - algoritmus szövegesen
	Helyességének belátása

	Edényrendezés és radix rendezés
	Edényrendezés
	Algoritmus
	Lépésszám
	Szokásos implementáció

	Radix rendezés
	Algoritmus
	Lépésszám
	Szokásos implementáció

	Leszámláló rendezés algoritmusa
	Lépésszáma

	Külső rendezések
	2 segédfájlos (4 fájlos)
	3 fájlos


