Szigorlati tételek Linearis algebra és Diszkrét matematika targyakbél

2017
A vastag betiis fogalmak, tételek, kiilonosen fontosak. Ezek megértése és alkalmazni
tudasa nélkiil nem adhato elégséges osztalyzat. A (B) betli pedig azt jelzi, hogy a jo, és jeles
osztalyzathoz kell a bizonyitast tudni.

1.A. Vektoralgebra

A 3 dimenzids vektorok tere. Linearis kombinacio fogalma. Sikbeli felbontasi tétel (B).
Térbeli felbontasi tétel. Linearis kombinacid, koordinata fogalma. Specialis miveletek:
skalaris szorzat, vektorialis szorzat és erre vonatkozé tételek, geometriai jelentésiik. Sik
normalvektoros egyenlete (B). Pont és sik tavolsaga. Vektor Osszetevokre bontdsa és
merdleges kiegészitd.

1.D. Halok.

Halo kétfajta definicioja. Tarski haléelméleti fixpont tétele (a kimondasban szereplé
definiciok) (B).

2.A. Linedris fiiggetlenség, 0sszefliggdség.

Linearis fiiggetlenség, osszefiiggéség fogalma. Vektorokbol elvéve, hozzavéve, hogyan
valtozik e tulajdonsag (B). Bazis és generatorrendszer fogalma. Példak a legfeljebb
masodfoka, és az m X n —es matrixok vektorterébal.

2.D. Strukturak
Struktara, mivelet, miveleti tulajdonsagok, inverzelem, egységelem fogalma. Asszociativ
miivelet esetén ezen elemek egyértelmiisége (B). Halmazok és itéletkalkulus struktaraja:
halok. Kétfajta definicié ismertetése, ckvivalenciajuk.

3. A Linedris tér.

Linearis tér (vektortér) fogalma. Axidomak kovetkezményei. Vektorrendszer fiiggetlensége
és rangja. Bazis, koordinatak, dimenzid. Dimenzi6 ekvivalens megfogalmazasai. Kicserélési
tétel (B).

3. D. Néhany fontos struktura

Csoport, kommutativ csoport, gyiiri, test, kapcsolatuk. Példak: a komplex szamok ¢és
részhalmazainak strukturaja (komplex, valds, raciondlis, irraciondlis, egész, természetes
szdmok halmaza és az értelmezett miiveletek), n x m — es, és n X n-es matrixok strukturaja.
Komplex egységgyokok strukturaja (B).

4 A. Matrix algebra

Matrixok struktiraja. Miiveletek (Inverz matrix fogalma, szamitasi modszerei IS).
Egyenletrendszerek megoldasa inverz matrix segitségével. Inverz matrix képlete, e képlet
levezetése (B). Matrix polinomok. Cayley-Hamilton tétel kimondasa és példan keresztiil
illusztralasa. Matrix-vektor szorzat mint linearis kombinacio.

4.D. Sikba rajzolhato grafok

Sikba rajzolhaté graf fogalma, szinezése. Kromatikus szdm. Egyszerii becslések ¢€s példak
(teljes graf, paros graf) kromatikus szamra. Négyszin tétel, 6tszin tétel (B).



5.A Bilinearis formak.

Kvadratikus alakok és szimmetrikus matrixok. A sajatvektorok bazisdban (ha létezik)
felirt matrix. Matrixok otogonalis diagonalizalasa. Fétengelytranszformacié (B).
Kupszeletek, mint mértani helyek. Masodrendii gorbék kdzépponti egyenletei.

5.D. Nagysagrend

Fiiggvények novekedése, aszimptotikus kozelitések, Kis ordd, magy ord6. Nagysagrend
fogalma. Példa egyenlé nagysagrendekre. Exponencialis novekedés, ennek illusztralasa
példaval. (Nem kotelezd: Algoritmusok bonyolultsaga. Matrix szorzds programjanak
bonyolultsaga).

6. A. Komplex szdmok

Komplex szamok Kiilonboz6 alakjai, miiveletek. Atszamolas az egyes alakok kozott.
Hatvanyozas, Moivre- formula (B), gyokvonas. Konjugalt. Egységgyok, primitiv
egységgyok fogalma, egységgyokok struktiraja (B). Komplex szamokra vonatkozo Euler
formula. Az algebra alaptétele. Komplex egyiitthatéos masodfoku egyenlet megoldasa
6.D. Elsérendi logika.

Szintaxis nullad-, és elsorendben. Szemantika: kvantorok, interpretaciok elsérendben.
Szemantikai kovetkezmény elsérendben. Rezolucid alapelve elsérendben. Példa rezoltcios
levezetésre.

7. A. Vektortér, altér

Vektortér és altér fogalma. Altér megallapitasara vonatkozo tétel (B),.Nevezetes alterek:
generatumok, képtér, magtér, sajataltér, egyik bizonyitassal. ( Nem kotelezé: A merdleges
kiegészitd altér. Példa merdleges kiegészitdre R® ban, geometriai jelentése.) Dimenzié tétel
kimondasa, a tételben szerepld defniciok ismertetése. A tétel illusztralasa konkrét példan
keresztiil.

7. D. Relaciok.

Relécio altalanos fogalma. Bindris relacid, nevezetes binaris reliciok és tulajdonsagaik.
Példak rendezési és ekvivalencia relaciokra. Ekvivalencia relacio és particié kapcsolata.
Hasonlo transzformaciok és tulajdonsagaik (B). Példa hasonl6 transzformaciokra.

8.A. Homogén lineris leképezések vektortere

Homogén linearis leképezések Osszege, szorzata, polinomja, linearis tere, kapcsolata a
(megfelel6 tipusu) matrixok linearis terével. Cayley-Hamilton tétel.

8. D. Halmazalgebra

Miiveletek. Halmaz részhalmazainak szama (B). Szita formula. Halmazelméleti
azonossagok és bizonyitasi modszer igazolasukra. Skatulya elv, példa a grafelméletbdl (B).

9.A. Sajatérték, sajatvektor

Sajatérték, sajatvektor fogalma. Sajatvektorok fiiggetlenségének kritériuma. Specialis
transzformdciok matrixai (szimmetrikus, ferdén szimmetrikus, ortogonalis), sajatértékei,
sajatvektorai. Hasonld matrixok sajatértékei, sajatvektorai. Azonos sajatérékhez tartozo
sajatvektorok alteret alkotnak (B). Sajatvektorok bazisaban a transzf. matrixa (B).

9. D. Nulladrendii logika.

Miiveletek, kiértékelési szabalyok, interpretaciok. Logikai (szemantikai) kovetkezmény
fogalma, példak. A rezolucids bizonyitas alapelve, a kétklozos rezolucio kovetkeztetési
sémajanak helyessége (B). Példak matematikai bizonyitasi modszerekre.



10.A. 1zomorfia

Izomorf struktarak, izomorf grafok, izomorf vektorterek. Vektorterek izomorfiara
vonatkozo sziikséges és elégséges feltételei (B). A vektorterek kozti izomorfia
ekvivalencia relacié. Matrixok linearis terének és a linearis leképezések terének kapcsolata.
Példa: az (a, 0) (aeR) alaki komplex szamok ¢€s a valds szamok izomorfidja. Az a+bi képlet
magyarazata (B).

10. D. Szamossagok

Szamossag fogalma, egyenld, kisebb, nagyobb szamossagok. A (0,1) intervallumbeli
szamok halmazénak szdmossaga (B). Cantor tétel (Halmaz ¢s hatvanyhalmazanak
szamossaga kozti 0Osszefiiggés). A racionalis szamok szamossaga (B). Kontinuum
hipotézis.

11.A Linearis leképezések.

Linearis leképezés matrixanak definicioja, szerepe (B), példak. Specialis valos linearis
leképezések matrixai: vetités, forgatas. A trigonometrikus addiciés tételek bizonyitasa
forgatasi matrixokkal. A skalarszorzat, mint linearis leképezés. A legfeljebb (n-1)-edfoka
polinomok tere, és a polinomok derivalasa, integralasa, mint linearis leképezés, ezek matrixai.
Linearis leképezések osszege, skalarszorosa, példak. Homogén linearis leképezések linearis
tere. Attérés mas bazisparra. Matrixok diagonalizalasa.

11.D Fak.

Fa ekvivalens definicioi, éleinek szama. Priifer kod. Feszitofa fogalma. Cayley télele a
feszitéfak szamardl. Feszitofa Kkeresése egyszerl, Osszefliggd (sulyozatlan) grafban:
szélességi bejaras/keresés, mélységi bejaras/keresés.

12. A. Euklideszi tér.

Bilinearis fliggvény fogalma. Példa: skalarszorzat fogalma, skalarszorzat R"-ben és C"-
ben. Euklideszi tér definicioja. Skalarszorzat, norma, metrika, és ezek kapcsolata
euklideszi terekben. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség euklideszi terekben
(B) és specialisan R" -ben. Szog fogalmanak altalanositasa.

12. D. Sikba rajzolhat6 grafok

Euler poliéder tétele (B) és kiovetkezményei. Sikba és gombre rajzolhatosag Osszefiiggése.
Fary-Wagner tétel. Kuratowski-tétel. Euler-kor/ut és létezésére vonatkozo sziikséges és
elégséges feltétel, egyik irany bizonyitassal.

13. A. Lineéris egyenletrendszerek.

Linearis homogén/inhomogén egyenletrendszer fogalma. Gauss eliminacio, az algoritmus
pontos ismertetése. Linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak feltétele és matrix
rangja (B). Matrix rangja, determinansa és inverze létezésének osszefiiggése.
Egyenletrendszer megolddsa inverz matrixszal. Linedris egyenletrendszerek alkalmazasa
vektorok fliggetlenségének valamint generatorrendszer és bazis megallapitasara. Matrix
inverz szamitasa Gauss eliminacioval, bizonyitassal.

13.D A Halozati folyamok.

Halézat, folyam, vagas fogalma. Javito ut. Ford-Fulkerson tétel.



14. A. Determinénsok.

Definicio, tulajdonsagok. Gauss eliminacié alkalmazasa determinansokra. Inmverz matrix
képlete. Inverz matrix képletének levezetése (B). Harom térvektor vegyes szorzata és
geometriai jelentése (B). Determinans kifejtési és ferde kifejtési tétele.

14.D Kombinatorika

Osszeg- és szorzatszabaly, permuticié (ismétléses, ismétlés nélkiili), ismétlés nélkiili
permutacié képletének bizonyitasa, variacié (ismétléses, ismétlés nélkiili), egyik
képletének bizonyitasa, kombinaci6. (Jeleshez: B). Szita formula. Binomialis tétel (B).
Binomialis egyiitthatok tulajdonsagai.

15.A Komplex vektortér

Komplex vektortér (C"). Komplex skalarszorzat, norma, metrika fogalma, kapcsolatuk
egymassal és szamitasuk. Specialis komplex transzformaciok (hermitikus, ferdén
hermitikus, unitér) és tulajdonsagaik (egy valasztott: (B)).

15. D. Iranyitatlan és sulyozott Grafok

Iranyitatlan és stlyozott graf fogalma. Grafok matrixai. Elszam és fokszam osszefiiggése
bizonyitassal (kézfogasi tétel). Specialis grafok: fa, Ut, kor, teljes graf, paros graf. N pontu
osszefiiggo grafok élszamara, korok létezésére vonatkozo tételek (koziilik egy valasztott
B). Részgrafok. 1zomorf grafok.

16. A Ortogonalitas.

Vektorterek és euklideszi terek kapcsolata. Ortogonalis vektorok fiiggetlenségésnek
bizonyitasa térvektorok és magasabb dimenzidk esetén. Gram Schmidt ortogonalizacio
ismertetése. Ortonormalt bazis létezése. Térvektorok felbontasa adott vektorral
parhuzamos, illetve arra merdleges dsszetevOkre. Ortogonalis matrix fogalma.

16. D. Iranyitott és iranyitatlan grafok

Osszefliggd grafok, Osszefiiggé komponensek. Hamilton-kor/at, és létezéséhez elégséges
feltételek (Dirac, Ore). Euler kor/ut iranyitott grafokra. Iranyitott grafok osszefiiggosége.
Iranyitott grafok fokszama és éleinek szama kozti osszefiiggés bizonyitassal (kézfogasi tétel
iranyitott grafra). Iranyitott grafok matrixai. Dijkstra algoritmus iranyitott grafokra.

17. A .Bézistranszformacio

Transzformacid matrixa, ha attériink masik bazisra. Matrixok diagonalizalasa.
Algebrai és geometriai multiplicitas. A diagonalizalas elégséges feltétele.

17. D. Grafok bejarasa és sulyozott grafok.

Binaris fak bejarasi modjai (miveleti fak). Sulyozott graf fogalma. Kruskal, Prim,
Dijkstra algoritmusok iranyitatlan grafokra.



Szigorlati irasbelivel kapcsolatos informaciok

Az irasbeli foként feladatokbdl all, melynek tipusai alabb talalhatok. Mindenképpen szerepel
par elméleti kérdés is: ez lehet tétel kimondasa, definici6 megadasa, vagy a definicio
egyszer( alkalmazasaval adodd bizonyitas (ezekre példak a fenti tételsorban talalhatok (nem
a (B), hanem a bizonyitas szoval jeloltek). Definicio/tétel visszakérdezése lehetséges
feleletvalasztasos feladattal, illetve a definicio/tétel egyszerti alkalmazésaval is.

Strukturak:

Adott objektumok ¢és miiveletek, filiggvények, esetén: csoport, test, vektortér, altér
felismerése.

Adott struktiraban adott miiveletre vonatkozé egységelem, inverzelem megkeresése.
Komplex szamok:

Egységgyokok megkeresése. Atszamolas egyes alakok kozott, kiilonbozd alakban adott
komplex szamokkal végzett miiveletek (gyokvonas is). Komplex és valos egylitthatos
masodfokl egyenletek gyokeinek megkeresése.

Relaciok:

Adott relacio tipusanak felismerése (rendezési-e, ekvivalencia-e). Hasse diagram megadasa.
Minimalis, maximalis, legkisebb, legnagyobb, also/felsé korlat €s megkeresése.

Halmazelmélet:

Miiveletek elvégzése, illusztralasa Venn diagrammal, szita formula alkalmazéisa, azonossag
bizonyitasa kétoldali tartalmazassal.

Logika:

Nulladrendli  formulak  kiértékelése. De Morgan szabalyok bizonyitdsa mind
halmazelméletben, mind a nulladrendii logikaban. Egyszeriibb halmazelméleti 6sszefliggések
1gazolasa.

Egyszer( feladatok nulladrendii rezoluciora, formalizalasra. Interpretacié elsérendben. Adott
formula Skolemizalasa (Skolem fiiggvények és konstansok bevezetése)

Vektortér:
Fliggetlenség felismerése. Adott vektortér egy bazisanak megadasa. Bazis, generatorrendszer
felismerése, bizonyitdsa. Skalarszorzat, vektorialis szorzat, vegyesszorzat kiszamitdsa, sik
egyenletének felirdsa adott normalvektor és pont, illetve 3 pont esetén. Normalvektor
megadasa.

Rang kiszamitasa, egyenletrendszerek megoldhatosaganal alkalmazasa.

Adott leképezésrdl eldonteni, linearis leképezés-e. A sik matrix segitségével megadott linearis
transzformdacioinak felismerése, vagy a leképezés, transzformacidé matrixdnak megadasa.



Fontos a spec. transzformaciok (szimm, hermitikus, ferdén szimm., ferdén herm.,
ortogonalis, unitér) felismerése, tulajdonsagaik feladatokban valé alkalmazasa,
sajatértékeik, sajatvektoraik kiszamitasa mind valos mind komplex esetben.

Altér felismerése, adott leképezés esetén képtér, magtér megadasa.

Egyszeriibb matrixt transzformaciok (pl. also6 haromszog nulla, vagy 2 X 2 —es matrixi)
sajatértekének, sajatvektoranak kiszdmitasa, komplex esetben is. Egyszeriibb geometriai
transzforméciok sajatvektorainak, sajatértékeinek felismerése szamolas nélkiil (pl. tiikkrozések,
vetitések).

Olyan (Minimal)polinom megadasa egyszeri sikbeli transzformaciok esetében, melynek
gyoke az adott transzformacio.

2 x 2 matrixu kvadratikus alakok diagonalizélésa, a sikgorbe felismerése. 2 x 2 matrix, vagy
nagyon egyszerl strukturdju (pl. als6 haromszog nulla) matrixok diagonalizalésa.

Legfeljebb 3 x 3-as matrix rangjanak kiszamitasa.
Determinans, egyenletrendszer:
Legfeljebb 3 x 3-as determinans értékének kiszamitasa.

Egyenletrendszer megoldasa inverz matrix segitségével (nagyon egyszeri matrixok, vagy 2 x
2 -s esetben). Cramer szabaly felirasa adott egyenletrendszerre (annak megoldasa nélkiil).

Kombinatorika:
Egyszer(ibb, képlet alapjan konnyen kiszamithato kombinatorikai feladatok.

Osszeg- és szorzatszabaly, permutdcid, varidcio, kombinacidta vonatkozo formulak
alkalmazasa.

Szita formula alkalmazasa. Binomialis tétel alkalmazasa. Binomialis egyiitthatok kiszamitasa.
A skatulya-elv alkalmazasa.

Fiiggvények nagysagrendjének megallapitasa.

Grafok:

Kruskal, Prim, Dijkstra algoritmusok bemutatasa példan keresztiil.
Euler ut/kor keresése adott grafban..

Izomort grafok felismerése, adott graf Priifer kodjanak megadasa. Priifer kodbol a graf egy
lehetséges lerajzolasa. Adott grafokra izomorfia megadasa.

Szinezés megadasa, Euler kor/ut megaddsa, Hamilton kor/ut létezésének eldontése,
egyszeriibb esetekben megadasa.



Halozati folyamok:
Adott halozat és folyam esetén folyam érték és minimalis vagds megadasa.
Euklideszi terek:

Eldonteni adott fliggvényrdl, hogy skalarszorzat-e, metirka-e, norma-e. Adott skalarszorzatbol
normat, metrikat szarmaztatni.

Adott Euklideszi térben skaldrszorzat, norma, metrika kiszdmitdsa. Egyszeriibb 2-, 3
dimenzids esetekben merdleges kiegészitd megadasa. Ortogonalitds felismerése. Adott
ortogonalizalasi folyamatrdl felismerni, hogy helyes-e (Pl. ha éppen Gram-Schmidt, akkor
helyes).



