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A 3 dimenzids vektorok tere. Linedris kombindcié fogalma. Sikbeli felbontdsi

tétel (B). Térbeli felbontdsi tétel. Linedris kombinacié, koordinata fogalma.

Specidlis miveletek: skaldris szorzat, vektoridlis szorzat és erre vonatkozo

tételek, geometriai jelentésik. Sik normdlvektoros egyenlete (B). Pont és sik
I. VekToralgebr'a tdvolsdga. Vektor Gsszetevikre bontdsa és meréleges kiegészitd.

A 3 dimenzi6s vektorok tere
Definici6: Vektor
Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik.
Matematikdban szabad vektorokrdl beszéliink, ezért a vektor kezddpont ja nem lényeges.
Definicio: Egyenld vektorok
Két vektor egyenld, ha hosszuk és irdnyuk megegyezik.
Definici6: Pdarhuzamos vektorok
Két vektor parhuzamos, ha irdnyuk egyezd, vagy ellentétes.
Definici6: Vektorok sszege
Az a és b vektorok dsszegét Ugy kapjuk, hogy b kezddpontjat az a vektor végpontjdba toljuk;
az 6sszeg az a vektor kezdépontjdbdl a b vektor végpontjdba mutat.
Tulajdonsdgai:
1. Kommutativi a+b=b+a
2. Asszociativ: (a+b)+c=a
3. Létezik egységeleme: a+0=a
4. Létezik inverz: a+(-a)=0
Definicié: Nullvektor
A nullvektor kezdé- és végpont ja ugyan az a pont (|0| = 0), irdnya pedig tetszéleges. Ez a
vektor a vektorokon értelmezett dsszeadds egységeleme.
Definicié: Ellentett vektor
Az a vektor Gsszeaddsra vonatkozd inverzét az a vektor ellentettjének nevezziik.
Jelolése: -a
Sikbeli felbontdsi tétel
Tétel: Sikbeli felbontdsi tétel
Ha adott a sikban két nem parhuzamos vektor, a és b, akkor minden mds ¢ sikbeli vektor
felbonthaté e két vektorral pdrhuzamos 6sszetevékre, melyek osszege adja a ¢ vektort:
c=aa+pb, ahol a, B € R. Ez a felbontds egyértelmi.
Bizonyitdsa:
1. A felbontas
A ¢ vektor kezddpontjdn dt hizzunk a-val, illetve végpontjdn dt b-vel pdrhuzamos egyeneseket.
Mivel a és b nem pdrhuzamos vektorok, ezért M pontban metszeni fogjdk egymdst. Legyen ‘A’
a c vektor kezddpontja, ‘B’ pedig a c vektor végpontja. Mivel AM szakasz pdrhuzamos az a
vektorral, ezért létezik olyan a € R, amelyre AM = ag; hasonléan MB szakasz pdrhuzamos a b
vektorral, ezért létezik olyan B € R, hogy MB = pb, ezért ¢ = AM + MB = aa + pb.
2. Ez a felbontas egyértelmdi.
Tegyiik fel, hogy a c vektornak két ilyen felbontdsa van, majd vonjuk Gket ki egymdsbdél. Ekkor
az a vektor egyiitthatéit ki kell vonni egymdsbdl, illetve a b vektor egyiitthatdit is ki kell vonni
egymdsbdl, majd a két szdmszoros vektort 6sszeadva az eredményiink a O vektor lesz. Két
vektor dsszege akkor és csak akkor lehet O, ha pdrhuzamosak, egyenld hosszuak és ellentétes
irdnydak. Mivel a két vektor nem pdrhuzamos, igy szdmszorosaik sem lesznek parhuzamosak,
ezért szdmszorosaik Gsszege sem lehetne nulla a jobb oldalon. Tehdt a és b egyiitthatéiknak
egyenlének kell lennie O-val, tehdt a két egyiitthaté nem lehet kiilonbozé.
Térbeli felbontdsi tétel
Tétel: Térbeli felbontdsi tétel
Ha adott a térben hdrom, nem egysiku a,b,c vektor, akkor bdarmely d térbeli vektorhoz van
olyan a, B8,y € R, amelyekre igaz, hogy d=aa+Bb+yc. Ez a felbontds egyértelmd.
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Linedris kombinécié, koordindta fogalma

Definicié: Linedaris kombinacid
Legyenek a, p és y valds szdmok.
Az a vektor linedris kombindcidja az aa kifejezés.
Az a és b vektorok linedris kombindciéja az aa + pb kifejezés.
Az a, b és ¢ vektorok linedris kombindciéja az aa + pb + yc kifejezés.

Definicié: Koordindta
Legyenek g, b, c egy sikbeli vektorok, melyek koziil a és b bdzist alkot. Ekkor ¢ = aa + pb
linedris kombindciéban szerepld a és p valds szdmokat a ¢ vektor g, b bdzisra vonatkozé
koordindtdinak nevezziik. A koordindtdk egyértelmiek.
A bdzisvektorok sorrendjét rogzitettnek tekintjiik, és a vektorok koordindtdit e sorrend
szerint irjuk fel.

Definicié: Vektor métrixos felirdsa

Legyen a sik egy bazisa [b] = {b1,bz}. Ha c=abi+pbz, akkor a ¢ = [Z] " = [a [)’]T[b].
Specidlis miiveletekre vonatkozé tételek és geometriai jelentésik
Skaldrszorzat (belsd szorzat)
A Skaldrszorzat fliggvény: Két vektorhoz egy szdmot rendel hozzd. Angolul "Dot product"”,
vagy "Inner product" a neve.
Két vektor dltal bezart szdg
0° <x< 180° és mindig a kisebbik szoget vdlasztjuk. Pozitiv irdny a balra forgatds, negativ
pedig a jobbra forgatds.
Ha a bezdrt sz6g O vagy 180, akkor a vektorok pdrhuzamosak; ha O, akkor egyirdnytak, ha
pedig 180, akkor ellentétes.
Definicié: Két vektor skaldrszorzata
Az a és a b vektorok skaldrszorzatdn azt az a-b-vel jelolt szdmot értjiik, amelyre
<a,b> = |a|-|b|- cos(a), ahol @ a két vektor dltal bezdrt szag.
A skaldrszorzat geometriai_jelentése:
Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor az e-vel jeldlt egyik vektor az egységvektor:
<a.e> = |al|-|e|- cos(a) = x, amely az a vektor e-re vetett meréleges vetiiletének elgjeles
hossza.
Tétel: Egymdsra merdleges vektorok skaldrszorzata
Két vektor skaldrszorzata akkor és csak akkor nulla, ha azok egymdsra merélegesek.
Lemma: Skaldrszorzat pozitiv definit
Az <a,0> skaldrszorzatra<a,g> > 0, haa # 0, és <a,a> = 0 akkor és csak akkor,haa=0. A
skaldrszorzat pozitiv definit.
Skaldrszorzat tulajdonségai:
Az a és b vektorok skaldrszorzata fiiggvény: <a,a> = |a|-|b|- cos(a)
1. Pozitiv definit
2. Szimmetrikus
<a,b>=<b,a>
3. Homogén
u<a,b> = <ua,b>
4. Linedris
<g(b+c)=<ab> +<a,c>
Tétel: Koordindtdikkal adott vektorok skaldrszorzata ortonormdlt bdzisban
Adott a tér egy ortonormdlt bdzisa, és az g, b vektorok e bdazisra vonatkoztatott
koordindtdikkal: a=(as,az,a3)" illetve b=(b1,b2,b3)". Az <a,b> skaldrszorzat ekkor a
kovetkezdféleképpen szamolhatd ki:
n

(E'Q) = Z a;b;

i=1

Vektoridlis szorzat
Definici6: Jobbrendszer
Az g, b, c vektorok jobbrendszert alkotnak, ha kézos kezddpontbdl dbrdzolva ket a ¢
vektor irdnydbdl nézve az a vektort, 180-ndl kisebb szagli pozitiv irdnyud forgatds vigye at
a b vektor irdnydba. Ez magyarul azt jelenti, hogyha ezt a jobb keziinkkel szeretnénk
modellezni, akkor az a vektort a jobb keziink hiivelykujja, a b vektort a mutatoujja, ¢
vektort pedig a kozépsé ujja szimbolizdlja.
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Definicié: Vektoridlis szorzat
Két vektor, a és b vektoridlis szorzatdn azt az axb-vel jelélt vektort értjiik, amelyre:
1. |axb| = |a||blsin(a, b)
2. Az axb vektor irdnya mind a-ra, mind b-re meréleges, és veliik jobbrendszert alkot.
Mdsképp:
Az g, b vektorok vektoridlis szorzatdn azt az axb-vel jelslt vektort értjiik, amelyre
igaz, hogy axb=|a||b|sin(a, b)e, ahol |e|=1, a merdleges e-re, b merdleges e-re és g,
b, e jobbrendszert alkotnak.
A vektoridlis szorzat geometriai jelentése
Képzeljiink el egy paralelogrammdt, amelynek egyik alapja az a vektor, mdsik alapja pedig
a b vektor. Ezen vektorok dltal kozrezdrt szog a. A paralelogramma magassdga a b
vektor végpont jabdl hizott szakasz, amely meréleges az a vektorra. Erre a szakaszra
igaz, hogy hossza m=|b|sin(a). A vektoridlis szorzat geometriai jelentése azaésab
vektorok dltal kifeszitett paralelogramma teriilete, ugyanis a magassdgot megszorzom az
egyik alap hosszdval. |axb|=|al|b|sin(a)= alap*magassdg.
Tétel: Parhuzamos vektorok vektoridlis szorzata
Az a és b vektorok vektoridlis szorzata akkor és csak akkor a nullvektor, ha a vektorok
pdrhuzamosak.
Vektoridlis szorzat tulajdonsdqgai
1. Antikommutativ
axb = -bxa
2. Nem asszociativ
(axb)xc # ax(bxc)
3. Disztibutiv
(a+b)xc = (axc)+(bxc) illetve ax(b+c) = (axb)+(axc)
Tétel: Koordindtdikkal adott vektorok vektoridlis szorzata ortonormdlt, jobbrendszeri
bdzisban
Adott a tér egy ortonormdlt, jobbrendszer( bdzisa, és az g, b vektorok az e bdzisra
vonatkoztatott koordindtdikkal: a = (a1,a2,a3)", b = (b1,b2,b3)T. Az a x b vektoridlis szorzat
ekkor a kovetkezéképpen szamolhatd ki:
ax Q = (02b3-03b2) 1 - (01b3-03b1) l + (G1b2—(12b3) k

Lok
axb=la, a; az
by b, by

Sik normdlvektoros egyenlete
Definici6: Normdlvektor
Ha az n vektor merdleges az S sikra, akkor ez a vektor a sik normdlvektora. Egy siknak
végtelensok normdlvektora van.
Tétel: Sik normdlvektoros egyenlete
Ha az S sik egyik normdlvektora h, egy adott pontja Po, ebbe mutaté helyvektor po a sik
tetszéleges pontja P, az ebbe mutaté helyvektor p, akkor a sik egyenlete: <n,(p - po)> = O.
Bizonyitdsa:
Ha n merdéleges a sikra, merédleges annak minden vektordra, igy a PoP vektorra is, ezért a
skaldrszorzatuk O: <n,PoP> = 0. Mivel PoP = p - po, ezért <n,(p - po)> = 0.
Pont és sik tavolsdga
Adott S sik, amelynek egy pontja Po. A pont, amelynek a tdvolsdgdt szeretnénk megtudni a siktdl,
legyen A. Ekkor az A pont és az S sik tdvolsdga, hogyha n a sik hormdlvektora:

d= APy =
— In|
Vektorok ésszetevdire bontdsa, és meréleges kiegészitd

Tétel: Vektorok felbontdsa
Adottak az a és a b vektorok. Az a vektor felirhaté a b vektorral parhuzamos a,, és ab
vektorral merdleges an vektorok 6sszegeként: a = ap+ am

Merdleges kiegészito
A meréleges kiegészitét a kovetkezéképp kaphatom meg:

Am =a— 4y
<ab>

Qp=_7ﬁ_.

=i
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Linedris fiiggetlenség, Gsszefiiggéség fogalma. Vektorokbdl elvéve, hozzdvéve,
hogyan vdltozik e tulajdonsdg (B). Bazis és generatorrendszer fogalma. Példdk a
legfeljebb mdsodfokd, és az m x n -es matrixok vektorterébdl.

IT. Linedris fliggetlenség, Gsszefliggdség

Linedris fiiggetlenség, dsszefiiggdség fogalma

Definicio: Linedrisan fiiggetlen vektorok
Az g, b, c vektorokat linearisan fiiggetlen vektoroknak nevezziik, ha egyik sem
irhaté fel a mdsik vektorok linedris kombindcidjaként. A O vektor ezen vektorok
trividlis linedris kombindcidjaként dll elé.

Definicio: Linedrisan dsszefiiggd vektorok
Az g, b, c vektorok linedrisan Gsszefiiggé vektoroknak nevezziik, ha valamely
vektor felirhaté a mdsik vektorok linedris kombindciéjaként. A Q vektor ezen
vektorok nem trividlis linedris kombindcidjaként kifejezhet6.

Tétel: Linedrisan dsszefiiggd vektorokbdl kifejezhetd vektor
A v;,v,, ..., v, vektorok pontosan akkor lindrisan 6sszefiiggéek, hogyha létezik
olyan v; vektor, amely elddll a t6bbi linedris kombindcidjaként.

Vektorokbdl elvéve, hozzatéve hogyan vdltozik ez a tulajdonsag

Lemma: Vektorok rendszere tartalmazza a nulla vektort
Ha a vektorok rendszere a nulla vektort is tartalmazza, akkor nem lehetnek
linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitdsa:
Vektorok rendszere akkor és csak akkor 6sszefiiggé, ha linedris kombindcidjuk
nem trividlis médon dllitja el a O vektort. Mivel a O vektor is része ennek a
vektorrendszernek, ezért ezt barmely skaldrral szorozva tovdbbra is a O
vektort kapom. Tehdt, ha a tobbi vektor egyiitthatéja O, akkor is van egy vektor,
amelynek az egyiitthatdja nem egyenlé nulldval - hiszen barmi lehet- tehdt a
vektorok osszefiiggenek.

Tétel: Fiiggetlen vektorokhoz egy vektort hozzaadunk
Ha a vi, vz, ..., va vektorok linedrisan fiiggetlenek, és egy tovabbi, vn.1 vektor
hozzatételével linedrisan 6sszefiiggévé vdlnak, akkor ezen vn.1 vektor
kifejezhetd a t6bbi vektor linedris kombindcidjaként.

Bizonyitdsa:
A ayvy + apuy + o+ quj + o+ @y + Ay Vnyer = 0 linedris kombindcidban van
olyan ai;, amely nem nulla: a; # 0. Azt mdr lattuk, hogy azok a vektorok,
amelyekhez tartozd skaldr egyiitthaté a linedris kombindcioban nem nulla,
elédllithatok a t6bbi vektor linedris kombindcidjaval.
Eszerint csak azt kell bizonyitani, hogy an.1#0. Ha an.1=0 és i<n lenne, akkor a

n
Z“izi +0-v,,,=0
=1

linedris kombindcidban ez a nem nulla egyiitthaté a ¥ jel utdni ai-k egyike lenne,
gy, hogy pl. ax # O, vagyis az eredeti vektorok nem trividlis linedris kombindcidja
elédllitand a nullvektort. Ez azt jelentené, hogy a vektorok linedrisan
osszefliggbk. Ez ellentmondds, tehdt az eredeti dllitdsunk igaz volt.

A vn.1 vektor kifejezhetd a tobbi linedris kombindcid jaként.
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Tétel: Osszefiiggs vektorokhoz hozzdadunk egy vektort
Haa vi, vz, ..., va vektorok linedrisan osszefiiggék, akkor tetszéleges vektort
hozzatéve tovdbbra is linedrisan 6sszefiiggék maradnak.
Bizonyitds:
Tekintsiik a nullvektort elédllité linedris kombindciét, ebben legyen a; # O:
a1V + av + -+ v+ -+ apv, =0
Vegyiink hozzd még egy vn.1 vektort e linedris kombindciéhoz dgy, hogy an.1= 0
legyen, és az Gsszes tobbi skaldr ugyanaz marad.
a1V + avy + o+ Ayt AUy + Ay Vng1 =0
Ebben a linedris kombindcidban is aj# 0, hiszen igy vdlasztottuk meg a linedris
kombindcidt. Mivel teljesiil, hogy a nullvektort eldallité linedris kombindciéban
egyik skaldr nem nulla, ezért a vektorok linedrisan 6sszefiiggék.
Tétel: Fiiggetlen vektorokbdl elvesziink egy vektort
Haavi, vz, .., vn vektorok filiggetlenek, tetszdleges vektort elhagyva a maradék
vektorok fiiggetlenek maradnak.
Bizonyitdsa:
Az el6z6 tételt haszndljuk fel. Indirekt mddon feltessziik, hogy mdr elhagytunk
egy vektort, és az igy kapott rendszer linedrisan osszefiiggé lett. Az el6z6 tétel
szerint, ha linedrisan 6sszefiiggé vektorokhoz egy Ujabb vektort adunk, akkor
azok linedrisan osszefiiggéek maradnak, ez viszont ellentmondds, mert az
eredeti vektoraink linedrisan filiggetlenek voltak.
Bazis és generdtorrendszer fogalma
Definicid: Bdzis
A V vektortérbeli vi,vz,..,va vektorok a V bazisat alkotjdk, ha
1. Minden V-beli vektor elédll linedris kombindcid jukként
2. V1, V2, .., va vektorok linedrisan fiiggetlenek.
A V vektortér linedrisan fiiggetlen vektorokat tartalmazé generdtorrendszerét
bazisnak nevezziik.
Definici6: Generatorrendszer
Azok a vektorok, amelyek linedris kombindciojukként a vektortér minden eleme
elédll, generatorrendszert alkotnak.
Példdk a legfeljebb masodfoki polinomok és az mxn-es matrixok vektorterébdl
Legfeljebb masodfoki polinomok
Legfeljebb mdsodfokd polinomok tere hdromdimenzids, ezért barmely
bdzisdnak pontosan hdarom bdzisvektorbdl kell dllnia.
Bdzisra példa:
[b] = {xz;x; 1}
Ezen hdrom bdzisvektor segitségével barmely legfeljebb mdsodfoku
polinom elédllithata.
Az mxn-es matrixok
Az mxn-es mdtrixok tere mxn dimenziés, ezért bdrmely bdzisdnak pontosan
mxn bazisvektorbdl kell dllnia.
Bdzisra példa:
mxn darab olyan mdtrix, amelyek esetén minden matrixban csak
egyetlen egy egyes dll, kiilonb6z6 pozicidkon.
Ezen mxn bdzisvektor segitségével barmely mxn-es matrix
elédllithaté.
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Linedris tér (vektortér) fogalma. Axiémdk kovetkezményei.
Vektorrendszer fiiggetlensége és rangja. Bazis, koordinatak,
dimenzio. Dimenzié ekvivalens megfogalmazdsai. Kicserélési tétel (B).

ITI. Linearis tér

Linedris tér (vektortér) fogalma
Definici6: Vektortér
A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek:
e AV halmazon értelmezve van egy ésszeadds nevii miivelet, amely bdrmely v;, v, € Velemekhez
egyértelmien hozzdrendel egy V-beli elemet, amelyet v; + v,-vel jeldliink. Az 6sszeadas
kommutativ csoport.
e AT test és a V halmaz kozott értelmezve van a skalarral valé szorzds. Ha barmelyue T
Ugynevezett skaldrhoz és bdrmely v € V lgynevezett vektorhoz egyértelmiien hozzdrendeliink egy
V beli elemet, amelyet uy-vel jeldliink. A skaldrszoros a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:
1. 1v =y, ahol 1a T test szorzdsra vonatkozé egységeleme
2. Vegyes asszociativ szabdly:
(uk) v = u(ky).
3. Vegyes disztributiv szabdly:
a) (u+k) v=uy +ky
b) (vi+v2)u=uvi+uve
Axiomak kovetkezményei
Tétel: Altér
Legyen V vektortér valamely T test felett, és W részhalmaza V-nek. W akkor és csak akkor altere
V-nek, ha minden vi, vo € W-re és u € T-re igaz, hogy vi+ v2 € W-nek, uvi € W-nek.

Tétel:

Bdrmely u eleme T-re u0 = 0, ahol O a vektor V halmazbeli 6sszeadds egységeleme.
Tétel:

Bdrmely v eleme V-re Ov = 0, ahol 0 a T testbeli 6sszeadds egységeleme.
Tétel:

Bdrmely v eleme V-re (-1)v=v!, ahol (-1) a T testbeli szorzds egységelemének az ésszeaddsra vonatkozé
inverze, v'! pedig a vektortérben a v vektor ésszeaddsra vonatkozé inverze.
Tétel:
Hauv=0,ueleme T, veleme V, akkor vagy u = 0, vagy v = O.
Vektorrendszer fiiggetlensége és rangja
Definicio: Vektorrendszer fiiggetlensége
A vektorrendszer vektorai fiiggetlenek, ha egyik sem irhaté fel a mdsik vektorok linedris
kombindcidjaként. A O vektor ezen vektorok trividlis linedris kombindcidjaként dll el 6.
Definicié: Rang
Vektorrendszer rangjdn a vektorok dltal generdlt altér dimenzidjat értjiik.
Bdzis, koordinatdk, dimenzid
Definici6: Bazis
A V vektortérbeli vi,vz,...,va vektorok a V bazisat alkotjdk, ha
1. Minden V-beli vektor elddll linedris kombindciéjukként
2. v1,Ve,..,vn vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Definicio: Bdzis
A V vektortér linedrisan fiiggetlen vektorokat tartalmazé generdtorrendszerét bazisnak nevezziik.
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Definicio: Koordindta
Legyenek g, b, c egy sikbeli vektorok, melyek kaziil a és b bazist alkot. Ekkor ¢ = aa + pb linedris
kombindcidban szerepld a és p valés szamokat a ¢ vektor a, b bazisra vonatkozé koordinatainak
nevezzik. A koordindtdk egyértelmiek.
A bazisvektorok sorrendjét rogzitettnek tekintjik, és a vektorok koordindtdit e sorrend szerint
szerint irjuk fel.
Definicio: Dimenzio
A V vektortér egy dimenzidjan barmely bdzisdnak az elemszdmat értjiik. Adott vektortér valamennyi
bdzisdnak ugyanannyi vektora van.
Megallapodas szerint a trividlis vektortér dimenzija 0. Ennek egyetlen vektora a O vektor, de ez a O
vektor 6nmagdban generdtorrendszert alkot, merta 0 = 0.
Jelolése: DIM(V).
Dimenzi6 ekvivalens megfogalmazdsai
Ha DIM(V) = n, akkor
1. V-ben bdrmely n elem( fiiggetlen rendszer bdzist alkot
2. V-ben bdrmely n elem(i generdtorrendszer bdzist alkot
3. Egy vektortér bdarmely véges generdtorrendszere tartalmaz bdzist.
Kicserélési tétel
Tétel: Kicserélési tétel
Az f1..f, fliggetlen vektorokbdl dllé rendszer barmely f; vektordhoz a gi..gj generdtorrendszerbdl
taldlhaté olyan gk vektor, amellyel fi-t kicserélve az f1..fi1, gk, fi+1...fn vektorokbdl dllé rendszer
fiiggetlen.
Bizonyitasa: Indirekt
Tegyiik fel, hogy pl. fi-hez nem lenne egyik gi sem j6, akkor minden egyes gi-re a g;, f2,...f» vektorok
linedrisan 6sszefiiggék. Az f2, ... fn vektorok linedrisan fiiggetlenek voltak, hiszen fiiggetlen rendszerbél
elhagyva egy vektort az filiggetlen marad. Hozzdjuk véve a g; vektort, 6sszefiiggévé vdltak. Ezért a g
vektor az f»,....fn vektorokkal kifejezhetd:
n

9i = Z Ak fi

k=2
Az indirekt feltevés szerint, ha gi helyett barmelyik mds g; vektort vessziik a generdtorrendszerbél, a
fenti okfejtés ugyanlgy elmondhatd, tehdt a generdtorrendszer minden gk vektora felirhaté az f

vektorok linedris kombindciéjaként:
n

0=t

k=1
Ugyanakkor, mivel a gk vektorok generdtorrendszert alkotnak, ezért a tér minden vektora, igy fi is
felirhatd linedris kombindcidjukként. A g« vektorokba behelyettesitve azok fx vektorokkal kifejezett
alakjdt:

J

j n
fi= 2 Bikgr = 511(2)’1]'[]'
=1 =

k=1
Az f2,..fn vektorok linedris kombindcidja elddllitja az fivektort. Ez azt jelenti, hogy az f1..fn vektorok
linedrisan 6sszefiiggék lennének. Ez ellentmondads.
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Matrixok struktirdja. Miveletek (Inverz mdtrix
fogalma, szdmitdsi médszerei is). Egyenletrendszerek
megolddsa inverz mdtrix segitségével. Inverz matrix
.. képlete, e képlet levezetése (B). Mdtrix polinomok.
IV. Matrix algebr'a Cayley-Hamilton tétel kimonddsa és példan keresztiil
illusztrdldasa. Mdtrix-vektor szorzat mint linedris
kombindcid.
Matrixok struktirdja
Definicio: Matrix
A szamok tdblazatos elhelyezkedését matrixnak nevezziik. A mdtrix sorai a vizszintesen elhelyezkedd
elemei, a matrix oszlopai a fliggdlegesen elhelyezkedd elemei.
Definicido: mxn-es matrix
Legyen R a valds szdmok halmaza, m,n € N Ekkor az R feletti mxn-es mdatrixok egy olyan téglalap alakdi
tdbldazatot értiink, amelynek m sora és n oszlopa van, elemei pedig valés szamok.
Specidlis matrixok
Két matrix akkor egyenld, ha a pozicidikon dllé elemek egyenléek.
Négyzetes (kvadratikus) mdtrixnak nevezziik az nxn tipusd mdtrixokat.
Sorvektorok az 1xn tipust mdtrixok.
Oszlopvektorok az mx1 tipusd mdtrixok.
Szimmetrikus a mdtrix, ha ai=ax. Ekkor a mdtrix féatléjara szimmetrikusan elhelyezkedd elemek
egyenléek.
Diagondlis, vagy diagondlt egy mdtrix, ha a f8atlén kiviili elemei mind nulldk.
Nullmatrix egy mdtrix, ha minden eleme nulla.
Egységmatrix egy matrix, ha csupdn a féatléban vannak elemei, és ezek mind egyesek.
Azt a négyzetes madtrixot nevezziik permutdlé matrixnak, amelynek mindegyik sordban és oszlopdban
egy darab egyes dll.
Egy métrix antiszimetrikus (ferdén szimetrikus), ha A = -AT
Egy mdtrix akkor szimmetrikus, ha A = AT,
Tétel:
Minden nxn tipusi mdtrix felirhato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix 6sszegeként.
Maétrixmiiveletek
Matrixok 6sszeaddsa
Ebben a részben A, B, C azonos tipusd mdtrixok.
Definicio:
Az A és B matrixok 6sszegén azt a € mdtrixot értjiik, amelynek adott pozicidju elemét az A és a
B matrixok ugyanazon pozicidju elemeinek osszeaddsdval kapjuk: cik = aik+bik
Matrixok sszeadasanak tulajdonsdgai:
1. Kommutativ
Az Gsszeaddsban a mdtrixok felcserélhetéek. A +B=B + A
2. Asszociativ
Az dsszeaddsban a mdtrixok csoportosithatéak. (A +B)+C=A + (B +C)
3. Van egység
Minden A mdtrixra és a nullmdtrixra igaz, hogy A + 0= A
4. Van inverz
Minden A madtrixhoz létezik A’ ellentett mdtrix, amelyre A + A' =0
A mdtrixok 6sszeaddsra kommutativ (Abel) csoportot alkotnak.
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Matrixok szorzdsa
Kiindulunk a vektorok skaldrszorzatdbdl: < a,b >=a, -b; + a, - b, + az - bs
Két matrix 6sszeszorzdsa hasonldan torténik:
Az egyik mdtrix sordt "skaldrszorzom" a mdsik matrix oszlopaval
Két mdtrix csak akkor szorozhaté Gssze, ha az elsé matrixnak ugyanannyi sora van, mint ahdny
oszlopa a mdsodiknak van.
Ha nem négyzetes mdtrixokat szorzok 6ssze, akkor a matrixok szorzdsa nem mfvelet.
Definicio: Két martix szorzata
Az A mdtrix mxn tipusd, a B mdtrix nxk tipusd. Az A és B mdtrixok szorzata az a € matrix,
melynek tipusa mxk, és elemeit a kovetkezéképpen szamoljuk ki:
n

Cik = Z aj - by

=1
Matrixok szorzasdnak tulajdonsagai
1. Nem kommutativ
A*BzB*A
2. Asszociativ
A*B*C)=(A*B)*C
3. Disztibutiv az 6sszeaddsra nézve azonos tipust madtrixok esetén
A*B+C)=(A*B)+(A*C)
B+C)*A=(B*A)+(B *C)
4. Csak nxn-es mdtrixokra:
Létezik egység
Létezik inverz
Matrixok transzpondltja
Definicio: Matrix transzpondltja
Legyen A kxn tipusi madtrix. Ekkor a transzpondltjan azt a B, nxk tipustd mdtrixot értjik,
amelynek elemeire bjj=a;. Az A mdtrix transzpondltjat
AT-vel jeldljik.
Definicio: Szimmetrikus matrix
Az A mdtrix szimmetrikus, ha A=AT
Tételek:
Osszeg transzpondltja a transzpondltak osszege: (A+B)"=AT+BT
Szorzat transzpondltja a tényezék transzpondltjainak a tényezék felcserélésével kapott
szorzata: (AB)"=BTAT
Transzpondlt inverze egyenld az inverz transzpondljtdval: (AT)1=(A1)T
Matrix szamszorosa
Definicio:
Legyen 1 € R. Az mxn tipusi A mdtrix A szdmszorosa az a B mdtrix, melynek elemeire igaz:
by =1+ ay
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Matrix polinomok
Szdmot behelyettesitve egy polinomba, és elvégezve a kijeldlt miiveleteket, ha az eredmény nulla,
akkor a szam gydke a polinomnak.
Négyzetes matrixot behelyettesitve a polinomba, és a miiveleteket elvégezve, ha az eredmény a
nullmatrix, akkor a matrix gydke a polinomnak.
Tétel: Cayley-Hamilton tétel
Minden homogén linedris leképezés gyoke a sajat karakterisztikus polinomjdnak. Minden nxn
madtrix gyoke a sajat karakterisztikus polinomjdnak.
Példa:

Legyen A = [; ﬂ Ekkor A karakterisztikus polinomja
p(A) = ‘1:31 i~
Igy (E jelsli az egységmdtrixot):

o ea_op |l 2][1 2_[5 10]_[2 0]:[7 10_[5 10_[2 0=[0 0
p(d) = A" —5A - 2E [3434 15 20/ "o 21T l1is 221 "l1is 200 "lo 21T lo o

Ami egybevdg a tétel dllitdsaval.
Négyzetes matrixok szorzasra vonatkozé inverze
Definicio: Inverz elem
Legyen adott matematikai objektumok halmaza H, és * jelentsen egy ezen a H halmazon
értelmezett, kétvdltozdés miveletet. Azt mondjuk, hogy a h! eleme H a * miiveletre nézve, és az e
egységelemre nézve a h inverz eleme, ha h*h=e.
Definicio: Matrix inverze
Legyen A nxn-es mdtrix. Azt az Al-gyel jelélt nxn-es mdtrixot amelyre A*A1=A1A=E, az A
mdtrix inverzének nevezziik.
Fontos, hogy a mdtrixok szorzdsra vonatkozé inverzét inverz matrixnak, dsszeadasra vonatkozé
inverzét pedig ellentett matrixnak nevezziik.
Az inverz egyértelmi.
Tétel:
Ha az A mdtrixnak van baloldali inverze, és jobboldali inverze, akkor az egyértelmd.
Matrix inverzének kiszdmitdsa:
A Mdtrix mellé illesztjiik az egységmadtrixot, majd addig végezziik a Gauss-Jordan elimindciot,
amig a bal oldalon jelenik meg az egységmdtrix, jobb oldalon pedig az inverzmadtrix.
Ha az inverzmatrix nem létezik, akkor a mdtrix szingularis.
Inverz madtrix tulajdonsdgai
1. Ha az A madtrix invertdlhatd, inverzének inverze 6nmaga.
2. Haaz A és B matrixok invertdlhatdk, akkor szorzatuk is invertdlhatd, és inverze a tényezdk
inverzeinek forditott sorrendben valé szorzata: (AB)1=B-1A.
3. Ha a € madtrix invertdlhatd, akkor a mdatrixegyenletet lehet a szokdsos médon rendezni:
AC=BC -> A=B
CA=CB -> A-B
Hogyan vezetjiik le a matrix inverzének kiszamitdsat?
Adott egy mdtrix, amelynek az inverzét keressiik. Az inverz matrix minden poziciéjan a megfeleld
indexxel elldtott ismeretlen, x dll. Ha ezt a két mdtrixot 6sszeszorzom: Az eredeti mdtrix elsé
sordt meg kell szoroznom az inverz mdtrix elsé oszlopdval, ennek eredménye az egységmatrix
megfeleld pozicidjdn lévé elem, jelen esetben az 1.
3x3 madtrix esetén hdromszor hdrom azonos egyenletiink lesz, amelyek csak konstansban
(O vagy 1) térnek el egymdstdl. Viszont mind a 3 egyenletrendszernek azonos az
egylitthatémdtrixa, és a Gauss-Jordan elimindcéban pontosan ugyanazokat a lépéseket hajtandnk
végre tobbszor. Ezért felesleges hdromszor leirni az egyiitthaté-madtrixot, elegendd, ha mellé
illesztjiik a megfeleld konstansok oszlopvektorait.
Tehdt roviden ez azt jelenti, hogy az eredeti matrix mellé illesztjiik az egységmatrixot, és Gauss-
Jordan elimindciét addig hajtom végre, amig nem lesz a bal oldalon egységmatrix.

=(A-1)A1-4)—-6=21>-51-2=0
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Négyzetes matrix inverze determindnssal

Definicié: Adjungalt
Az A négyzetes matrix (klasszikus) adjungaltjan az adj(A)=(Dw) matrixot értjik. Ez azt
jelenti, hogy elészér transzpondlom a mdtrixot, majd az egyes poziciékba beirjuk az adott
pozicidhoz tartozé aldetermindns értékét.

Tétel: Matrix és adjungdltjanak szorzata
Az A nxn-es mdtrixot az adjungdltjdval jobbrél megszorozva az eredmény det(A)E..

Bizonyitdsa:
A szoban forgd szorzat:

i1 Qi - Qup|[Dyg Day " Dpy ci1 0 0
A1 Az Qo ||Diy Doy €22
An1 Qnz  Apn||Dyy Doy nn

A f6atlo elemeit a mdtrixszorzds szabdlya szerint kiszamitva:
c11=a11D11+a12D12+.. +a1.D1n=det(A), mert ez 1. sor szerinti kifejtés.
C22=0a21D21+a22D22+...+a2nD2n=det(A), mert ez a 2. sor szerinti kifej‘rés.

Cnn=0n1Dn1+@n2Dn2+...+anDnn=det(A), mert ez az n. sor szerinti kifejtés.
A tobbi elem: cix=ai1Dki+ai2Diz+...+ainDin=0, hiszen az i. sor elemei rendre a k. sorhoz tartozé
aldetermindnsokkal vannak szorozva; ez az 6sszeg a ferde kifejtés szerint O.
Tétel: Négyzetes matrix inverze determindnssal kiszamolva
Ha A négyzetes matrix, és det(4) # 0, akkor
1
Al = det(A) Adj(A4)
ahol Adj(A) = (Dk) az A mdtrix lgynevezett klasszikus adjungdlt mdtrixa.
Bizonyitdsa:
Mivel a matrixok szorzdsa asszociativ, ezért a struktirdkrél szél6 fejezetben igazoltak
szerint pontosan egy inverz létezik. Ha tehdt taldlunk egy olyan mdtrixot, amelyre A*B = E,,
akkor ez a B mdtrix nem lehet mds, csakis az A mdtrix inverze. Az el6z6 tétel szerint:
Aadj(A) = det(A)E..
Beszorozva az egyenletet az 1/det(A) skaldrral, az aldbbi adddik:

Adj (A)]

1
[d t(4)
amibdl tehat
1
Al= ) Adj(4)
Definicio: Regquldris és szinguldris matrixok
A nem nulla determindnst mdtrixok az Ggynevezett regularis matrixok. A nulla determindnst
madtrixok az lgynevezett szinguldris madtrixok.
Egyenletrendszer megolddsa inverz matrix segitségével
Legyen adott az egyenletrendszer der'ixos alakban:

aiq aqin aln [bl—l
Y Ibz

Am1 Amz2 - amn ,
Ahol x az ismeretleneket tartalmazé vek’ror, Q pedig adott vektor. Igy az egyenletrendszer:
Ax=b

Hogyha det(A4) # 0, akkor az A mdtrix invertdlhatd, és az egyenletrendszer megolddsa:
— A_lé
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Vektor-madtrix szorzat, mint linedris kombindcid
Adott egy mxn-es tipust madtrix, A és egy n soru oszlopvektor, x. Ekkor a mdtrix és a vektor szorzata a
kovetkezd lesz: Ax = b. Felfr‘va ezt a szorzatot:

[a1 @iz a1n] 11" Xg + Xy + o0+ QX + [G11] as; Qin
a a o aZTl aAy1Xq + AypX>p + -+ AynXn + a21 a a
| o : _xlll J|+x2 P+t x| M =0
a a
Am1 Am2 A, X1 + amzxz + ot G Xn A m2 mn

Tehdt a matrix oszlopau, mam‘ oszlopvek’ror'ok felirhatdk egy olyan linedris kombindcioban, amelyben a matrix
oszlopainak megfelelé vektorok egyiitthatdja az x vektor megfelelé sordban elhelyezkedé koordindta.
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Kvadratikus alakok és szimmetrikus matrixok. A
sajatvektorok bazisdban (ha létezik) felirt matrix.
Matrixok ortogondlis diagonalizdldsa.
. . , Fotengelytranszformadcio (B). Kipszeletek, mint mértani
V. Bilinearis formak helyek. Mdsodrend(i gorbék kazépponti egyenletei.

Kvadratikus alakok és szimmetrikus mdatrixok
Definicio: Szimmetrikus matrix
Egy mxm-es mdtrix szimmetrikus, hogyha A = AT, tehdt a;, = ay,.
Tétel: Szimmetrikus matrix kiilénb6zd sajatértékeihez tartozd sajatvektorai
Szimmetrikus matrix kiilonbozg sajatértékeihez tartozé sajatvektorai ortogondlisok
(3D-ig merdlegesek). Hosszukkal osztva ortonormdlt rendszer lesz.
Tétel: Spektral-tétel
A madtrix akkor és csak akkor diagonalizdlhaté ortogondlisan, hogyha szimmetrikus.
Definicid: Kvadratikus alak
Az L: V x V -> R bilinedris fliggvényhez tartozé Q(x) = L(x,x): V -> R fiiggvényt az L kvadratikus
alakjdnak nevezziik. A kvadratikus alakot a kévetkezéképpen is fel lehet irni: Q(x) = x" Q x, ahol
a Q szimmetrikus mdtrix az L bilinedris fliggvény mdtrixa, a megfelelé helyettesitési értékekkel.
A Q mdtrixot mindig szimmetrikusan vdlasztjuk meg, tehdt a kvadratikus alak mdtrixa mindig
diagonalizdlhaté. A kvadratikus alak diagonalizdldsa a fétengely-transzformadcio.
Sajatvektorok bdzisdban (ha létezik) felirt matrix
Tétel: Transzfomrdcié mdtrixa, ha sajdtvektorai bdzist alkotnak
Ha a transzformdcio sajdtvektorai bazist alkotnak, akkor dttérve erre a bdzisra, a
bdzistranszformdcié eredménye az a diagondlis mdtrix, amelynek a fédtléjdban a sajatértékek
dlinak. Ha A: V]* - V¥, akkor létezik A kxn-es mdtrix, amelyre y = A(x) = Ax. Leképezés mdtrixa a
bazisvektorok képei.
Matrixok ortogondlis diagonalizdldsa
Definicio: Algebrai multiplicitas
A karakterisztikus polinomban a gyoktényezés formuldban az adott sajdtértékhez tartozo
gyoktényezé foka.
Definicio: Geometriai multiplicitds
A sajatérték geometriai multiplicitdsa alatt a sajatértékhez tartozé sajdtvektor dltal generdlt
altér dimenziéjat értjiik.
Geometriai multiplicitds mindig kisebb-egyenlé, mint az algebrai multiplicitds!
Definicid: Ortogondlis matrix
Egy mdtrix akkor ortogondlis, hogyha S = ST,
Definicio: Diagonalizélas
Akkor és csak akkor diagonalizdlhaté egy matrix, hogyha van sajdtvektorokbdl dllé bdzisa. Ez azt
jelenti, hogy a sajatértékek kiilonboznek, és a sajatvektorok algebrai multiplicitdsa megegyezik a
geometriai multiplicitdssal.
D=5S1A S, ahol S az a mdtrix, amelyben a sajdtvektorok meghatdrozott sorrendben,
oszlopvektorként helyezkednek el.
Definicié: Ortogondlis diagonalizdcié
S atviteli matrix ortogonadlis.
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Fétengelytranszformadcio
Tétel: Fétengely-tétel
A Q = x"Q x kvadratikus alakhoz tekintsiik az S ortogondlis transzformdciét, amelynek S
mdtrixdban az oszlopok a Q szimmetrikus mdtrix ortonormdlt sajdtvektorai. Attérve ezen
ortonormdlt sajdtvektorok bdzisdra, vagyis alkalmazva az x = Su koordindta-transzformdciot, a Q
kvadratikus alak a kévetkezéképpen irhaté: Q=x"Q x=u'D u = Z?zlliuiz, ahol Ai-k a Q mdtrix
sajatértékei. Ezt a transzformdciét nevezziik fétengely-transzformaciénak.
Bizonyitdsa:
Q=S D S!Bdzistranszformdcié képletét haszndlva (x, helyett u-t haszndlunk):
Xe = SU, Xe' = (Su)'=u'S"= u'S. Ezzel a kvadratikus alak a kévetkezd formdt olti:
QM) = X' Q Xe = (UTS™)(S D 57) x.“u(STS)D(S™S)u = uDu = N A
ahol Ai-k a Q szimmetrikus mdtrix sajdatértékei, az attérési S matrix oszlopai pedig a Q
sajdtvektorai, u; pedig az u vektor i-dik koordindtdja.
Kdpszeletek, mint mértani helyek, és a masodrendii gérbék kozépponti egyenletei
Definicio: Kdpszeletek
Egy egyenes korkdpot a csdcsdra nem illeszkedd sikkal elmetszve kiilénbozd gorbéket kapunk
sikmetszetként, aszerint, hogy a sik a kip tengelyével mekkora széget zdr be.
Ha a bezdrt sz6g megegyezik a kip félnyildsszogével, azaz a sik egy alkotdval parhuzamos, akkor
a sikmetszet parabola; ha kisebb, mint a félnyildsszaog, akkor a sikmetszet hiperbola; ha nagyobb,
mint a félnyildsszog, akkor a sikmetszet ellipszis; ha pedig a sik tengelyére merdleges, akkor a
sikmetszet kor lesz.
Ellipszis
Definicio: Ellipszis
Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttdl mért
tdvolsdganak az 6sszege dllandé, és ez az dllandé hagyobb, az adott két pont tdvolsdgandl.
Az ellipszis kézépponti egyenlete:

x2 yZ
2 =t
Ahol 'a’ az ellipszis nagy, 'b' pedig az ellipszis kis féltengelyének hossza.

Hiperbola

Definicio: Hiperbola
A hiperbola azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttdl mért
tdvolsdganak a kiilonbsége dllando, és ez az dllandé kisebb az adott két pont kozotti
tdvolsdgndl.

A hiperbola kézépponti egyenlete:
X2 y2
2 !
Ahol ‘a’ a hiperbola valés, 'b' pedig a képzetes féltengelyének hossza.

Parabola
Definicié: Parabola
A parabola azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott egyenestdl és egy adott
(de az egyenesre nem illeszkedd) ponttél egyenlé tdvolsdgra helyezkednek el.
A parabola kézépponti egyenlete:
y? = 2px
Ahol 'p' a parabola paramétere, és ebben az esetben a fokusza a (0,0) pont.
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Komplex szdmok kiilnbszé alakjai, miiveletek. Atszémolds az
egyes alakok kézétt. Hatvdnyozds, Moivre- formula (B), gy6kvonds.
Konjugdlt. Egységgydk, primitiv egységgyok fogalma, egységgyoksk
, struktdrdja (B). Komplex szamokra vonatkozé Euler formula. Az
VI. Komplex szamok algebra alaptétele. Komplex egyiitthatés mdsodfokd egyenlet
megolddsa

Komplex szdmok kiilénb6zd alakjai, miiveletek
Komplex szdm algebrai alakja
Algebrai/kanonikus alak: a + bi
Ahol a € R a komplex szdm valds része, és b € R a komplex szdm képzetes része.
Definicio: Abszoldt érték
A komplex szdm abszollt értéke gyakorlatilag geometriailag értelmezheté: az abszoldtérték a nullatdl vald
tdvolsdg.
Az z = a + bi szdm abszoltitértéke: |z| = Va? + b2
Szdmolds algebrai alakban
Osszeadas:
(@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b +d)i
Komplex szdmokat az algebrai alakban Ggy adom 6ssze, hogy 6sszeadom a valés részt, majd
hozzdadom a képzetes részek osszegét megszorozva a képzetes egységgel.
Szorzds:
(a+bi)(c+di)=ac+adi+chi+ bdi? = ac + (ad + bc)i + b di? = (ac — bd) + (ad + bc)i
Komplex szdmokat az algebrai alakban a zdrdjelek felbontdsdnak segitségével, a valés szdmok
szabdlyainak megfeleléen szorzom; ezekhez hozzdveszem azt a szabdlyt, hogy a képzetes egység
négyzete -1: i = —1.
Osztas:

-

1 a — bi a— bi

a+bi a+bi a—bi a?+ b2
1 a —b
z ==

= + i

z a?+4+b? a?+b?
zy _a+bi (a + bi)(c —di) _ (a + bi)(c — di) _ (a + bi)(c — di) _ac+bd+bc—ad.
z, c+di (c+di)(c—di) = 2-(di)z c? + d? T 2442 C2+dzl
Definicié: Komplex szdm konjugdltja

A z = a + bi komplex szdm konjugdltja a Z = a — bi komplex szdm.

Az i képzetes eqyséqgel valé szorzds geometriai jelentése

i-vel szorozva a szdm az eredeti, pozitiv 90°-os elforgatottja.

i_hatvanyai

7Z =

[uny

it=i-i=1
Komplex szdm trigonometrikus alakja
A komplex szdm trigonometrikus alakjat dgy kapjuk, hogy a komplex szamsikon dbrdzolt algebrai alak
poldrkoordindtdit adjuk meg.
Trigonometrikus alak: z = r[cos(a) + isin(a)], ahol r = |z| és a = arctg (2) haz=a+bi
Két trigonometrikus alak az r; =, = 0 kivételével akkor és csak akkor egyenld, hogyha abszolitértékeik

és argumentumaik paronként megegyeznek:
T'l = Tz

@1 = @(+k - 2m)
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Miiveletek trigonometrikus alakban
Szorzds:
212, = [cos(a) + isin(a)] - 7y - 1, - [cos(B) + isin(B)] =
= ryry{[cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)] + i - [sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)]} =
=1 -1ry[cos(a + B) + sin(a + B)j]
Szorzat abszoldtértéke a tényezék abszoldtértékeinek a szorzata, argumentuma a tényezék
argumentumdnak 6sszege.

Kévetkezménye: Moivre-formula
k

zk = HT- [cos(a) +isin(a)] = ¥ - [cos(a) + isin(a)]* = r* - [cos(ka) + isin(ka)]
1=
Osztas: '
zZ_n [cos(a) +isin(a)] n [cos(a) + isin(a)][cos(B) — isin(B)] 3
z T [cos(ﬂ) + isin(b’)] n [cos(ﬁ) + isin(ﬁ)][cos(ﬁ) - isin([)’)] B
_ 1 [cos(a) + isin(a)][cos(B) —isin(B)] r [cos(a) +1i sin(a)][cos(B) —isin(B)]

B ;2 [cos2(B) — i2sin2(B)] T 1
= é— - [cos(a — B) + isin(a + B)]

Hdnyados abszolltértéke az osztandé és az oszté abszolitértékeinek hdnyadosa, argumentuma az
osztandé és az oszté argumentumainak a kiilonbsége.
Gyokvonds:
Definicié: n-dik gyék
A z komplex szdmot a z* # 0 komplex szdm n-dik gyokének nevezziik, hogyha
"=z Nr=ze "=z

Képlete:
Vz = ’{/F[cos(a—+ k- 27r> +isin<a+k'ﬂ>]
n n
ahol k =(0,1,..,n—1)
Ha ezeket a szdmokat a komplex szamsikon dbrdzoljuk, akkor ezek egy %/r sugard, origé
kozéppontu koron helyezkednek el, vagyis egy szabdlyos n-szég csucsai.
Komplex szam exponencidlis alakja
Exponencidlis alak: z = r[cos(a) + isin(a)] =7 - e®
el megadja az egységhosszd komplex szdmokat
Miiveletek exponencidlis alakban
Szorzds:
712y = [ - €9 - [y - €] = ryry el @A)
Hatvanyozas:
7N = (reia)n = pleina
Osztés:
2 _ Tlei_a N ite-p)
7z, 1etf n
Széq és radidn atvdltdsa
Fok -> Radidn Radian -> Fok

- T 180°
5208 - 1800 radian - _T[_

Atszdmolds az egyes alakok kézétt
Kanonikus alak <-> trigonometrikus alak
Kanonikus -> Trigonometrikus

r=Ja TP

(5
a = arctg 2

5269 szdmitdsdndl nagyon fontos, hogy az 1. és a 3. siknegyed, illetve a 2. és a 4. siknegyed komplex
szdmainak esetében ugyanaz az argumentum tangense. ElGsz6r mindenképp RAJZ!
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Trigonometrikus -> Kanonikus
Egyszer(i beszorzdssal.

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°  360°

sin(x) O 1 V2 V3 1 0 -1 0

2 2 2
cos(x) 1 V3 V2 1 0 -1 0 1

2 2 2
tg(x) O Vi o1 Vi oo- 0 ] 0

3

ctg(x) - NEE 0 - 0 ]

wlw

Trigonometrikus alak <-> exponencidlis alak
Tulajdonképpen minden adott, mind a két alakban haszndljuk a hosszt és a széget, ezért csak ezeket a
megfelelé helyre kell irni.

Exponencidlis alak <-> kanonikus alak
Kanonikus - > Exponencidlis

= J@p

9
a = arctg 2

5269 szdmitdsdndl nagyon fontos, hogy az 1. és a 3. siknegyed, illetve a 2. és a 4. siknegyed komplex
szdmainak esetében ugyanaz az argumentum tangense. El8szsr mindenképp RAJZ!
Exponencidlis -> Kanonikus
Beszorzds. De inkdbb elészér dtirndm trigonometrikusba, hatha kénnyebb a fenti tdbldzat alapjdn a
nevezetes szogekkel szamolni. Szdmoldgép nélkiil mindenképp igy érdemes.
Egységqgyokaok, primitiv eqységgyéksk, egyséqggydkdk struktirdja
Definicié: Egységgydk
n-dik komplex egységgydoknek nevezziik azt a z komplex szdmot, amelyre z" = 1.
Jelolése:

k2m k2m
&k = COS - + isin - ,aholk=01,..,n—1

Definicié: Primitiv egységgydk
1. Azt az g n-dik egységgyokot, amelynek hatvdnyai a tobbi n-dik egységgyokat is elédllitjdk, primitiv
egységgyoknek nevezziik.
2. Az az g, egységgyok, amelynek n-dik hatvdnya 1, és ennél semelyik kisebb hatvdnya sem 1, primitiv egységgyok.
3. Ha g egységgydk, tovdbba n és k relativ primek, akkor ¢, primitiv egységgyak.
(Relativ prim: a legnagyobb koz6s osztéjuk az 1.)
Egységgyokadk struktirdja
Tétel:
Az n-dik egységgycokak csoportot alkotnak a komplex szamok szokdsos szorzdsdra nézve.
Bizonyitdsa:

Zartsdg:
n 2| 2" 2| 21
(sksl) = {cos [(k +1) —] + isin [(k +1) ——]} = cos [(k + l)n——] +isin [(k + l)n—] =1
n n n n
Egység:
s () 10 )
1=1]cos|—]+isin|—
n n
Inverz:

ggg =1 [cos (%) +isin (%)] alapjdn

k2r  j2n n2n )

—+—=—,ahonnanj=n—-k
n n n

Tehdt ¢, inverze g,_y.
Az asszociativ és a kommutativ tulajdonsdgok a valés szamok 6sszegének asszociativ és kommutativ
tulajdonsdgaibdl kovetkeznek, hiszen két egységgydok szorzatat dgy kapom, hogy az argumentumaikat
osszeadjuk.
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Komplex szamokra vonatkozo Euler-formula
o0
2n

cos(a) = Z(—l)" (CZI—ny
n=0
© a2+l
Sin((l) = Z(—l)n . (_21’1_-|T)'
n=0

Mivel a cos() és a sin(a) sorok abszoldt konvergensek, ezért dtrendezheték.
[ee] (o]

o n a2n ) n a2n+1 (ia)n i
cos(a) + isin(a) = (-1) an +i(—1) n D = — =

n=0 n=0
Az algebra alaptétele
Tétet: Az algebra alaptétele
Az n-ed foku, komplex egyiitthatés polinomnak van gyske a komplex szdmok halmazan. Multiplicitdssal szdmolva
a gyokaoket, pontosan n darab komplex gyck van.
Komplex egyiitthatés mdsodfoku egyenlet megolddsa
A mdsodfoku egyenletekre haszndlt megoldéképlet a komplex szdmok kérében is érvényes
Ha D > 0, akkor két kiilonb6z6 valds gyskot kapunk
Ha D = 0, akkor egy valds (kétszeres multiplicitdsd) valds gyok
Ha D < 0, akkor két komplex gydk, amelyek egymdsnak konjugdltjai.
Tétel:
Ha egy egyenletnek egy komplex szdm a gyoke, akkor a konjugdltja is a gycke.
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Vektortér és altér fogalma. Altér megdllapitdsara vonatkozé tétel
(B),.Nevezetes alterek: generdtumok, képtér, magtér, sajdtaltér, egyik
bizonyitdssal. ( Nem kotelezé: A meréleges kiegészité altér. Példa meréleges
, , kiegészitére R3 ban, geometriai jelentése.) Dimenzié tétel kimonddsa, a tételben
VII. Vek1'or'1'er', altér szereplé definicidk ismertetése. A tétel illusztrdldsa konkrét példdn keresztiil.

Vektortér és altér fogalma
Definicié: Vektortér
A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek:

» AV halmazon értelmezve van egy ésszeadds nev(i miivelet, amely barmely vi1, vz € V elemekhez egyértelmien
hozzdrendel egy V-beli elemet, amelyet vi+ve-vel jelslink. Az 6sszeadas kommutativ csoport.

e AT ftest és a V halmaz kézott értelmezve van a skaldrral valé szorzds. Ha bdrmely u € T Ugynevezett skaldrhoz és
bdrmely v e V lgynevezett vektorhoz egyértelmiien hozzdrendeliink egy V beli elemet, amelyet uv-vel jeléliink. A
skaldrszoros a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. 1v =y, ahol 1 a T test szorzdsra vonatkozé egységeleme
2. Vegyes asszociativ szabdly, (uk)y = u(kv).
3. Vegyes disztributiv szabdly:
a. (u+k)v.=uyv + kv
b. (vi+v2)u=uvi+uvz
Definici6 (Tétel): Altér
Legyen V vektortér valamely T test felett, és W részhalmaza V-nek. W akkor és csak akkor altere V-nek, ha minden
v1, v2€ W-re és u € T-re igaz, hogy vi+ v2 € W-nek, uvi € W-nek.
Bizonyitdsa:
1. Ha W altér, akkor az dllitds a definiciébdl adédik.
2. Ha vi + v2 € W-nek, illetve uvs is € W-nek, akkor W altér.
Ahhoz, hogy W altér legyen, az osszes vektortér axiémdnak teljesiilnie kell. De ezek koziil az 6sszeaddsra vonatkozé
kommutativitds és asszociativitds, valamint a vegyes disztributiv szabdlyok automatikusan teljesiilnek, hiszen ha nem igy
lenne, maga V sem lehetne vektortér. Ugyanigy az 1v = v axiéma is igaz kell, hogy legyen a V minden elemére.
A fennmaradd két axiéma koziil az egyik az 6sszeadds egységének W-beli Iétezése, a mdsik pedig az inverz Iétezése. Ha
vessziik az 1 és -1 skaldrokat, akkor a mdsodik feltétel szerint 1v € W-nek, és -1v is € W-nek. Ebbél régtén a mdsodikként
emlitett, hidnyzo axidoma is lathato: a v 6sszeaddsra vonatkozo inverze is W beli: -1v € W-nek. Az elsé feltétel szerint W beli
vektorok dsszege is W-beli, ezzel bizonyithatd, hogy az 6sszeadds egysége is W-beli:
0 =1v+ (-1)v € W-nek.
Nevezetes alterek: generdtumok, képtér, magtér, sajdtaltér
Definicié: Generdtum
A V1, Va2, ..., Vo vektorok dltal generdlt altér, melyet <vi, vz, ..., vo> -vel jeldliink, ezen vektorok minden lehetséges linedris
kombindciéja.
span(vi, vz, .., V) =<v1, V2, .., V> ={veV |v=aivi+dzv2 + ..+ dnV¥n}.
Bizonyitdsa:
A definicid helyes, ugyanis mint az elgzekben bizonyitottuk, valamely vektorok halmaza akkor és csak akkor altér, ha
bdrmely halmazbeli vektorok osszege, vagy skaldrszorosa is halmazbeli. Egy linedris kombindciéndl nyilvan mind a két feltétel
teljesiil.
Definicié: Magtér
Legyel L valamely V -> W linedris leképezés. Azon vektorok 6sszegét, amelynek képe a nullvektor, a leképezés magterének
nevezziik, és Ker(L)-lel jeloljiik.
Definicié: Képtér
Legyen L valamely V -> W linedris leképezés. Azon vektorok osszegét W-ben, amelyek valamely V-beli vektor(ok) képei, a
leképezés képterének nevezziik, és Im(L)-lel jeldljlik.
Definicié: Sajataltér
A A sajatértékhez tartozd alteret a A-hoz tartozé sajdtaltérnek nevezziik.
Dimenzid-tétel kimonddsa, definiciok
Tétel: Dimenzi6-tétel
Legyen L valamely V->W linedris leképezés, ekkor Dim(Ker(L)) + Dim(Im(L)) = Dim(V).
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Definicié: Homogén linedris leképezés
Legyenek V és W vektorterek, valamint u, v € V-nek, a € R-nek. Azt az L: V -> W fiiggvényt, amely a kovetkez§ két
tulajdonsdggal rendelkezik, homogén lineéris leképezésnek nevezziik.
1. Linearitds (additivitds, szuperpozicid)
Vektorok gsszegének a képe a képvektorok 6sszege: L(u + v) = L(u) + L(v).
2. Homogenitds
Vektorok szdmszorosdnak a képe a vektor képének a szdmszorosa: L(au) = alL(u).
Ha V = W, akkor a homogén linedris leképezést transzformadcionak hivjuk.
Definicié: Dimenzié
A V vektortér egy dimenzi6jan barmely bdzisdnak az elemszdmdt értjiik. Adott vektortér valamennyi bdzisdnak ugyanannyi
vektora van. Megdllapodas szerint a trividlis vektortér dimenzidja 0. Ennek egyetlen vektora a O vektor, de ez a O vektor
dnmagdban generdtorrendszert alkot, mert a0 = 0.
Jelslése: DIM(V).
Definici6: Magtér
Legyel L valamely V -> W linedris leképezés. Azon vektorok 6sszegét, amelynek képe a nullvektor, a leképezés magterének
nevezziik, és Ker(L)-lel jeldljiik.
Definicié: Képtér
Legyen L valamely V -> W linedris leképezés. Azon vektorok 6sszegét W-ben, amelyek valamely V-beli vektor(ok) képei, a
leképezés képterének nevezziik, és Im(L)-lel jelsljik.
Konkrét példa
Egy A mdtrix esetében a v -> Av linedris leképezés. Ennek a leképezésnek a magterét az A mdtrix magterének nevezziik.
AzA=[2 1 -1] magtere nem mds, mint R* egy origén dthaladé sikja:
Ker(A)={(x,y,z) | 2x+y-z=0}
A dimenziotétel segithet abban, hogy megdllapitsuk, hogy a sik valéban kétdimenzids. Vildgos, hogy Im(A) = Rang(A) = 1, mert
egyetlen sorbdl dllé matrixrdl van szé, és igy dim(Ker(A))=3 -1=2.
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Homogén linedris leképezések
Gsszege, szorzata, polinomja,
linedris tere, kapcsolata a
, .. , , (megfeleld tipusd) matrixok linedris
VIII. Homogén linedris leképezések vektortere terével. cayley-Hamilton tétel.

Homogén linedris leképezések dsszege, szorzata, polinomja, linedris tere, kapcsolata a mdtrixok linedris terével
Definicié: Homogén linedris leképezés
Legyenek V és W vektorterek, valamint u, v € V-nek, a € R-nek. Azt az L: V -> W fiiggvényt, amely a kovetkezd
két tulajdonsdggal rendelkezik, homogén linedris leképezésnek nevezziik.
1. Linearitds (additivitds, szuperpozicid)
Vektorok gsszegének a képe a képvektorok gsszege: L(u + v) = L(u) + L(v).
2. Homogenitas
Vektorok szamszorosdnak a képe a vektor képének a szdmszorosa: L(au) = aL(u).
Ha V = W, akkor a homogén linedris leképezést transzformdcionak hivjuk.
Definicié: Osszeq, skaldrszoros, szorzat
Legyenek V,W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A, B: V->W linedris leképezések.
Az A és B linedris leképezések dsszege: (A + B) (x) = A(x) + B(x).
Az A és B linedris leképezések szorzata: (AB) (x) = A(B(x))
Az A linedris leképzés skaldrszorosa: (UA)(x) = UA(X).
Definicid: Linearis tér és izomorfia a megfeleld tipusi matrixok terével
V"->WX linedris leképezések halmaza a fenn definidlt 6sszegre és szdmszorosra nézve kxn dimenziés vektorteret
alkot. (Ez a homogén linedris leképezések linedris terének definicidja volt.) Régzitett bdzispdrra egyértelmien
hozzdrendelheté mdtrixa. Ez a linedris tér izomorf a kxn mdtrixok vektorterével.
Definicié: Polinom
Legyen L: R™ - R" és L(x) = Ax(p}, ahol az A ennek a transzformdciénak a mdtrixa, és xip) pedig az x vektor
koordindta-mdtrixa, mind a ketté valamely régzitett, [b] bdzisra vonatkozdan. Ekkor az L transzformdcié
sajatértékei a det(AE - A) = O karakterisztikus egyenlet megolddsai. A p(A) = det(AE - A) polinom A-ban
n-edfok, ez az Ugynevezett karakterisztikus polinom, melynek gyckei a sajatértékek. A sajatvektorok pedig e
sajatértékek ismeretében a (AE - A)x = O homogén linedris egyenletbdl kaphatdk.
Cayley-Hamilton tétel
Tétel: Cayley-Hamilton tétel
Bdrmely négyzetes matrix gyoke a sajat karakterisztikus polinomjdnak.
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Sajaterték, sajatvektor fogalma. Sajatvektorok fiiggetlenségének
kritériuma. Specidlis transzformdciék matrixai (szimmetrikus, ferdén
szimmetrikus, ortogondlis), sajdtértékei, sajatvektorai. Hasonlé matrixok
sajdtértékei, sajdtvektorai. Azonos sajdtérékhez tartozé sajatvektorok

IX. SGJéTéf‘fék, sajé‘tvek‘l‘or alteret alkotnak (B). Sajatvektorok bazisdban a transzf. matrixa (B).

Sajatérték, sajatvektor fogalma, sajdtvektorok fiiggetlenségének kritériuma
Definicid: Sajatérték, sajatvektor
A A sz4m sajatértéke az L transzformdcidnak, ha van olyan nem nulla vektor,
amelyre L(x) = Ax. Ez a nem nulla vektor az L transzformdcié A sajatértékéhez
tartozé sajatvektora.
Tétel: Sajatvektorok fiiggetlenségének kritériuma
Kiilonboz8 sajatértékekhez tartozé sajdtvektorok linedrisan fiiggetlenek.
Specidlis transzformdcidk matrixai, sajdtértékei, sajatvektorai
Szimmetrikus transzformdcid
Szimmetrikus transzformdcié mdtrixa szimmetrikus.
Egy mdtrix szimmetrikus, hogyha megegyezik a transzpondltjdval: A = AT
Tétel:
Szimmetrikus mdtrix sajatértékei valdsak.
Szimmetrikus mdtrix kiilonbozg sajatértékeihez tartozé sajatvektorai
fiiggetlenek.
Ferdén szimmetrikus transzformdcid
Ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus) transzformdcié mdtrixa ferdén
szimmetrikus (antiszimmetrikus).
Egy mdtrix ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus), hogyha megegyezik a
transzpondltjdnak a minusz egyszeresével: A = -AT
Tétel:
Ferdén szimmetrikus mdtrix sajdtértékei vagy tisztdn képzetesek, vagy
nulldk.
Ortogondlis transzformdcid
Ortogondlis transzformdcié mdtrixa ortogondlis.
Egy mdtrix ortogondlis, hogyha inverze megegyezik a transzpondltjdval: A'= AT
Tétel:
Az ortogondlis mdtrixok sajdtértékeinek az abszolit értéke 1.
Hasonlé métrixok sajdtértékei és sajdtvektorai
Hasonlé mdtrixok sajatértékei egyenlék. Hogyha A és B mdtrixok hasonléak, illetve A
sajatvektora s, akkor B sajdtvektora Ts.
Azonos sajdtértékhez tartozd sajatvektorok alteret alkotnak
Tétel: Azonos sajdtértékhez tartozé sajatvektorok altere
Az L linedris transzformdcié A sajatértékéhez tartozd dsszes sajdtvektor és aQ
vektor alteret alkotnak.
Bizonyitds:
Legyenek s1 és s2 az L linedris transzformdcié ugyanazon A sajatértékhez
tartozé sajdtvektorai. A mdr tanult tétel szerint, ha 6sszegiikrdl és
szdmszorosukrdl be tudjuk latni, hogy azok szintén e sajatértékhez tartozé
sajdtvektorok, akkor e vektorok 6sszessége alteret alkot:
L(s1) = Asy, illetve L(s2) = Asz.
Osszegiik is sajdtvektor, ugyanis:
L(s1+ 82)=L(s1) + L(S2) = As1 + As2 = A(S1+ S2).
Szdmszorosuk is sajdtvektor:
L(us1) = uL(s1) = uAs1 = A(usy).
Sajatvektorok bazisdban a transzformdcié mdtrixa
Tétel:
Tegyiik fel, hogy hogy egy V"->V" homogén linedris transzformdcié (kiilonbszé
sajatértékekhez tartozé) sajdtvektorai bdzist alkotnak. Ebbél a transzformacié
matrixa e bazisra vonatkozdéan diagondlis, és a fédtléban rendre a megfeleld
sajdtértékek dllnak.
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Bizonyitds:
A transzformdcié mdtrixdnak oszlopvektorai a bdzisvektorok képei. Sajatvektor
képe 6nmaga sajdtértékszerese. Pl. az i. sajdtvektor, si mdtrixos alakja a
sajatértékek bdzisdban egy olyan oszlopvektor, amelynek i. koordindtdja A,
dsszes tobbi koodrindtdja pedig O.
Ezek az oszlopvektorok alkotjdk a leképezés matrixdt, az elsd oszlopnak az elsé,
a mdsodik oszlopnak a mdsodik, az i. oszlopnak az i. poziciéjdn dll a megfelels
sajatérték, ezért a leképezés S mdtrixa valdban diagondlis lesz.
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./.

Izomorf struktirdk, izomorf grafok, izomorf vektorterek. Vektorterek izomorfidra vonatkozé sziikséges

és elégséges feltételei (B). A vektorterek kozti izomorfia ekvivalencia reldcié. Mdtrixok linedris terének és

a linedris leképezések terének kapcsolata. Példa: az (a, 0) (a € R) alakd komplex szdmok és a valés szamok
izomorfidja. Az a+bi képlet magyardzata (B).

X. Izomorfia

Izomorf struktirdk, izomorf grdfok, izomorf vektorterek

Definicié: Izomorf struktirdk

Az izomorfia két matematikai struktirdnak az a tulajdonsdga, hogy elemeik a
strukturdlis tulajdonsdgokat megérizve egymdsra kalcsondsen egyértelmien
(bijektiven) leképezhetdk.

Definicié: Izomorf grafok

Két grdfot akkor neveziink izomorfnak, hogyha pontjaik és éleik kalcsénasen
egyértelmiien, és illeszkedéstartéan megfeleltetheték egymdsnak.

Definicié: Izomorf vektorterek

Az egy-egyértelmiL: V -> W leképezést izomorf leképezésnek nevezziik. Az
izomorf vektortereket a kovetkezdképp jeloljik: V = w.

Vektorterek izomorfidra vonatkozé sziikséges és elégséges feltételei

Tétel:

Két vektortér akkor és csak akkor izomorf, hogyha dimenziéjuk egyenld.
Sziikséges feltétel:

Ha két vektortér izomorf, akkor a dimenziéjuk egyenlé.
Elégséges feltétel:

Ha két vektortér dimenzidja egyenld, akkor ez a két vektortér izomorf.

Bizonyitdsa:

1.

2.

Elégséges feltétel

Ha két vektortér dimenzidja egyenld, akkor bdarmely két bdzisdnak elemszdma
egyenld.

Legyen a V tér egy bdzisa [a], a W tér egy bdzisa pedig [b]. A V-beli x vektort az
[a] bazisra vonatkozé koordindta-mdtrixdval reprezentdljuk. Rendel jiik hozza W-
ben azt az y vektort, aminek a [b]-re vonatkoztatva ugyanaz a koordindta-
mdtrixa:

aq a
x= Ia?‘ = Iaf =y
Unligp Ll

Nyilvdnvald, hogy az igy adott leképezés egy-egyértelmi linedris leképezés.
Sziikséges feltétel

Ha a két vektortér izomorf, akkor a dimenzidjuk egyenls.

Legyen két vektortér izomorf. Egyik tér bdzisdanak képvektorai a miivelettartds
miatt a mdsik vektortérben is bazist alkotnak, tehdt a vektorterek dimenzidja
egyenlé.

Vektorterek kozti izomorfia

A vektorterek karében az izomorfia ekvivalencia-reldcio.
Az ekvivalencia-reldcié tulajdonsdgai: reflexiv, szimmetrikus, és tranzitiv.
Matrixok linedris terének és a linedris leképezések terének kapcsolata

Az L:V™ > Wk leképezés izomorf a kxn-es mdtrixok vektorterével.
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Példa: Az (a,0) alakd komplex szamok és a valés szdmok kozott egy-egyértelmd,
mivelettartd leképezés (izomorfia) Iétesithetd.
A hozzdrendelés médja: (¢,0) e C= a€R
A kommutativ és az asszociativ tulajdonsdgok automatikusan teljesiilnek minden
komplex szdmra, igy e részhalmaz elemeire is. Ezért elegendé azt bizonyitanunk, hogy
mind az 6sszeaddsra, mind a szorzdsra nézve zdrt ez a halmaz. Sziikség van az
egység, és az erre vonatkozé inverz Iétezésének a bizonyitdsdra is.
1. Az Gsszeadds nem vezet ki a halmazbdl:
(a,0)+ (b,0)=(a+b,0)=a+b=a+b
2. Az Gsszeadds egysége (0,0) < 0
3. Az Gsszeadds egységére vonatkozo ellentett: (a,0) + (—a,0) = (0,0)
4. A szorzds nem vezet ki a halmazbdl:
(a,0) - (b,0) = (ab —0,0a + 0b) = (ab,0) @ a-b =ab
5. A szorzds egysége (1,0) & 1
6. A szorzds egységére vonatkozo inverz: (a,0) (i 0) = (1,0)
Az a+bi képlet magyardzata
Minden komplex szdm felirhaté olyan kéttagl 6sszegként, ahol az els§ tag mindkét
tényezgjének van izomorf képe a valés szdmok koz6tt, a mdsodiknak pedig egyik
tényezéje rendelkezik a tulajdonsdaggal:
(a,b) = (a,0)-(1,0) + (b,0) - (0,1)
(1,0) neve valos egység, valés megfeleléje az 1.
(0,1) neve képzetes egység, i-vel jeldljik. Az i komplex szdmnak nincsen valds
megfeleldje.
Ekkor C minden eleme felirhaté a + bi alakban, ahol a,b € R, illetve
i2 = (0,1)(0,1) = —1.
Tehdt a komplex szdm algebrai/kanonikus alakja: z = a + bi
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Linedris leképezés matrixdnak definicidja, szerepe (B), példak. Specidlis valés
linedris leképezések mdtrixai: vetités, forgatds. A trigonometrikus addiciés
tételek bizonyitasa forgatasi matrixokkal. A skaldrszorzat, mint linedris
A , , leképezés. A legfeljebb (n-1)-edfoki polinomok tere, és a polinomok
XI. Linearis Iekepezesek derivdldsa, integrdldsa, mint linedris leképezés, ezek mdtrixai. Linedris
leképezések dsszege, skaldrszorosa, példak. Homogén linedris leképezések
linedris tere. Attérés mds bazispdrra. Mdtrixok diagonalizdldsa.

Linedris leképezés mdtrixanak definicidoja, szerepe, példak
Definicid: Linedris leképzés mdatrixa
Az L:V"->Wklinedris leképzés mdtrixa Aqapy=[Kilkz|...|kn], ahol ki definicié szerint egyenlé L(a;), az A mdtrix oszlopai a
V" beli [a] bdzis vektorainak képei, a Wk beli [b] bdzisra vonatkozéan. Transzformdcé esetén nem irjuk ki a bdzis nevét
kétszer: Ay
Megjegyzések:
1. Az A mdtrix tehdt dltaldban kxn-es, ahol k a képtér, n a kiinduldsi tér dimenzidja.
2. Ha megvdltoztatjuk a bdzist, mds lesz a leképezés mdtrixa.
3. Fontos, hogy a bdzisvektorok (tetszdleges) sorrendjét ragziteni kell.
Tétel: Leképezés matrixdnak szerepe
Legyen L: V"-> Wk a linedris leképezés, A legyen a leképezés mdtrixa, x € V tetszéleges, y € W ezen x képe: y = L(x). Ekkor
y = AX.
Bizonyitds: Konstruktiv, a bizonyitds sordn meg is adjuk a kérdéses mdtrixot.
Legyen V" bdzisa [a] = {a1, ..., an}, W* bdzisa pedig [b] = {by, ..., bi}. A tétel dllitdsa szerint a kiinduldsi tér bdzisvektorainak a

képét kell felirnunk:
k

L(g) = Z Bjib;
=1

Tetszdleges vektort a kiinduldsi térben az [a] bdzisra vonatkozé koordindtdkkal irjuk fel:
n

£=zai2i6V

=
A vektor képe:

n
L(g) =L Za'ig,- ew
j=1
Alkalmazva a linedris leképezés két definidlé tulajdonsdgdt, és behelyettesitve az L(a;) bdzisvektorok képtérbeli
elédllitdsdt, majd bdzisvektorok szerint csoportositjuk a tagokat:

k n
L(£)=; ;ﬁu%‘ b;

A felirdsbél lathaté, hogyha a By, Biz, .-, Binskaldrokat egy mdtrix i. sordnak tekintjiik, akkor x képének koordindta vektordt
e mdtrix segitségével egyszer(i szorzdssal szamithat juk:

BPin Pz . B a V1
b sl
ﬂkl. ,-Bkz .Bl'm Xelrgy Wil

Ahol y; a kép koordindtdi a [b] bdzisban.
Példak
Tikrézés matrixa R3-ban az x tengelyre
[1 0 o
A=|0 1 O
0 0 -1
Tiikr6zés matrixa R3-ban az origéra
-1 0 o
A=|0 -1 O
[0 0 -1
Specidlis valds linedris leképezések mdtrixai: vetités, forgatds
Vetités mdtrixa
Vetités az i, j sikra

A=

S O
(=i ]
o o O

Linal — 27. lap



Vetités az i, k sikra

1 0 0]

A=|0 0 O

0 0 1]
Vetités a |, k sikra

0 0 O

A=|0 1 O

0 0 1]

Forgatas mdtrixa
Két dimenzidban az origé kériili © szdggel valé forgatds matrixa:
[cos(6) — sin(B)]
sin(6)  cos(8)
A trigonometrikus addicids tételek bizonyitdsa forgatdsi mdtrixokkal
+a sz6g(i elforgatds mdtrixa Aq
cos(a) —sin(a)
sin(a) cos(a)
+p szdg(i elforgatds mdtrixa By
_ cos(ﬁ) - sin(ﬁ)
£ sin(ﬂ) cos(ﬁ)
(a+p) szogli elforgatds matrixa Cap)
c _|cos (a+pB) —sin(a+p)
@) = | sin (a +ﬁ) cos(a +[3)
Bp(Aq x) = Ciap) X tehdt By Aq = Cavp)
cos(B) —sin(B)|[cos(a) —sin(a) _|cos(a) cos(B) —sin(a) sin(B) —sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B) 3
sin(B)  cos(B) [sin(a) cos(a) ] "~ |cos(a) sin(B) + sin(a) cos(B) —sin(a) sin(B) + cos(a) cos(B) B

A:

a

_|cos(a) cos(ﬁ) — sin(a) sin(ﬁ) cos(a) sin(ﬁ) — sin(a) Cos(ﬁ)
B [cos(a) sin(B) + sin(a) cos(B) cos(a) cos(B) — sin(a) sin(ﬁ)]
Amelybdl egyértelmien lathatd, hogy
sin(a + B) = sin(a) cos(B) + sin(B) cos(a)
cos(a + [3) = cos(a) Cos(ﬂ) ¥ sin(a) sin(ﬁ)
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)
A skaldrszorzat, mint linedris leképezés
A homogén linedris leképezések két tulajdonsdga a homogenitds és a linearitds, ez a két tulajdonsdg igaz a skaldrszorzatra is.
Homogén: (1a, b) = A(a, b)
Linedris: (a +b,¢c) = {ac) + (b, )
A legfeljebb (n-1)-ed foku polinomok tere, és a polinomok derivdldsa, integrdldsa, mint linedris leképezés, ezek mdtrixai
Egy (n-1)-ed foku polinomot a kovetkezéképpen lehet felirni:
P =a; +ayx +azx?+ -+ ax™?!
Az ilyen alakd polinomok vektorteret alkotnak. Ha ebben a vektortérben rendre az 1,x,x?, ...x™""! ismeretleneket tekintjiik
bdzisvektoroknak, akkor a venti egyenlet koordindtds alakja:

a

az
P=1:

al’l

A derivdlds és az integrdlds ezen a vektortéren linedris leképezés, ezért ezek felirhaték mdtrixszal. A leképezés mdtrixdban a

bdzisvektorok képei iilnek.
1. Derivdlds

[cos (a + B) - sin(a + [?)
sin (a+pB) cos(a+p)

A derivdlds Lp:p™! - p"~? leképzeés, amelynek Ap mdtrixa:
02 0 - 0
Ap = O: O :3 0
00 0 - n—2

Ez az Ap mdtrix egy (n-1)xn -es mdtrix.

2. Integrdlds
Az integrdlds L;: p"~* — p" leképezés, amelynek Ar mdtrixa a kovetkezé:

00

10 0

— 1 0

2 - 0
A =0 3

P :

0 0 es —_

Ez az Ar mdtrix egy (n+1)xn - es mdtrix.
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Linedris leképezések dsszege, skaldrszorosa, példak
Linedris leképzések dsszege
Legyenek A: R™ — R™ és B: R™ — R™ linedris leképezések. Ekkor a két leképezés 6sszege:
(4+B)(x) = A(x) + B(x)
Az 6sszeg ugyancsak linedris leképzés, tehdt linedris és homogén.
Linedris leképzések skaldrszorosa
Legyen A:R™ — R™ és 1 € R. Ekkor a linedris leképzés skaldrszorosa:
(24)(x) = 2A(x) minden x € R™-re
A skaldrszoros ugyancsak linedris leképezés, tehdt linedris és homogén.
Homogén linedris leképezések linedris tere
Tétel:
A V™ 5> Wk leképezés halmaza a fent definidlt osszegre és szdmszorosra nézve kxn dimenzids vektorteret alkot.
Tétel:
A V™ > Wk leképezés kinedris tere izomorf a kxn-es mdtrixok vektorterével.
Attérés mds bézispdrra
Tétel: Attérés mds bézisra
Legyen V#{Q} n dimenziés vektortér, [e] és [u] két bdzis V-ben. Ha a V tér x vektordnak koordindta mdtrixa

X1
X2

Xle] =
e
az [e] bdzisra vonatkozik, akkor ugyanazoh x vektor [u] bdzisra vonatkozd koordindtdi az aldbbi képletbdl szamithatdk:

U1 Uiz uln
Uy uzz
Xul = | : =U! Xle].

Un1  Un2
ahol az U mdtrix oszlopcu az [u] bdzis vektorainak az [e] bdzisra vonatkozé koordindta-métrixai. Az U mdtrixot dttérési
mdtrixnak nevezziik.
Tétel: Bazistranszformdcio
Ha az L: V™ - W linedris leképzés mdtrixa régzitett [a] € V™ és [b] € W¥ bdzisokra Apayp), akkor ugyanezen leképezés
A'p'ymdtrixaaz [a'] € VT és a [b'] € W¥ bdzisdra a kévetkezé képlettel szdmolhaté:
A'wyp' = TT A S, ahol T a képtér, S a kiinduldsi tér dttérési mdtrixa.
Az dttérési mdatrixokban az (j bdzisok vektorai iilnek.
Madtrixok diagonalizdldsa
Tétel: Diagonalizalds
Ha a transzformdcié sajdtvektorai bazist alkotnak, akkor dttérve erre a bdzisra, a bdzistranszformdcié eredménye az a
diagondlis mdtrix, amelyben a fédtléban a sajatértékek dllnak.
Ap=S1AS = diag (A4, Az, .\ An)
Definicié: Diagonalizdlhatésdg
Az A mdtrix diagonalizdlhaté, hogyha hasonlé egy diagondlis mdtrixhoz.
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Bilinedris fliggvény fogalma. Példa: skaldrszorzat fogalma,
skaldrszorzat Rn-ben és Cn-ben. Euklideszi tér definicidja.
Skaldrszorzat, norma, metrika, és ezek kapcsolata euklideszi
,  Terekben. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség euklideszi
XII. Az Euklideszi tér terekben (B) és specidlisan Rn -ben. Szdg fogalmdnak dltaldnositdsa.

Bilinedris fiiggvény fogalma
Definicié: Bilinedris fiiggvény
Legyen a V vektortér a valés test felett. Az L:V x V — R leképezést bilinedris fiiggvénynek nevezziik, ha mind a két
vdltozéjdban linedris. L minden (vi, v2) vektorpdrjdhoz egyértelmlien hozzdrendel egy valés szamot, amit L(v1, v2)-vel
Jjeloliink.
Tulajdonsagai:
A € R és vy, v,,v5 € V vektorok
1. Linearitas
L[(v1 + v2) v3] = L(vy,v3) + L(v2, v5)
L[vy, (v +v3)] = L(v1, v2) + L(w1,v3)
2. Homogenitas
L(’@LZZ) = AL(ZDZZ)
L(v1,A¥;) = AL(v1, 15)
Skaldrszorzat fogalma, skaldrszorzat Rn-ben és Cn-ben
Definicid: Valds skaldrszorzat
Legyen V vektortér a valés szamtest felett.
Az (--):V x V - R fliggvényt, melynek fiiggvényértékét s(x, y) = <x, y>-nal jeldljik, skaldrszorzatnak nevezziik,
hogyha a kévetkezé tulajdonsdgokkal rendelkezik:
1. Pozitiv definit
Vx € V esetén (x,x) = 0 és (x,x) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0
2. Szimmetrikus

Vx,y € V esetén <§ X} = (X’ £>
3. Linedris (additiv, szuperpozicid)

Vx,y,z €V esetén <§ +y, g) =(x,z)+ (y, g>

Vx,y,z €V esetén <§,X + g) =(x,z)+ (g, X.)

)

Tétel:

Minden véges dimenzids valés térben bevezetheté a skaldrszorzat.
Bizonyitdsa: Konstruktiv

Megadjuk a skaldrszorzatot:

4. Homogén
vx,y eV és 1 € R esetén <’1£'X> = A(

I1x
1<

)

IR
1=

)

Vx,y EV és 1 € R esetén (g,ly) = /1(

n

(LX> =x0y1 XY, ot X yn = Z XiYi

=1
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Definicié: Komplex skaldrszorzat
Legyen V vektortér a komplex szdmtest felett.
Az (-,-):V x V — C fliggvényt skaldrszorzatnak nevezziik, hogyha teljesiti a kovetkezé tulajdonsdgokat:
1. Pozitiv definit
Vx € V esetén (x,x) > 0 és (x, x) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0
2. Szimmetrikus

Vx,y €V esetén <§, X> = <X' g)
3. Linedris (additiv, szuperpozicid)
Vx,y,z €V esetén <§ +y, g) =(x,z)+ (Z’ g>

Vx,y,z €V esetén <g y+ g) =(x,z)+ (g X.)
4. Homogenitas (Definicié fiiggd, mindig onnan emelem ki a konjugdltat, ahol a vektort konjugdlom-
transzpondlom)

Vx,y €V és 1 € R esetén </1£, y> = i(g, y)
Vx,y EV és 1 € R esetén (g Ay> =1 <£ y>
Skaldrszorzat, norma, metrika, és ezek kapcsolata_euklideszi terekben
Definicio: Norma
A V vektorteret normdltnak nevezziik, ha van olyan n: V —» R{ fiiggvény, az igynevezett norma, amelyre a kovetkezd
tulajdonsdgok teljesiilnek:
1. Pozitiv definit
Vx €V eseténn(x)=0<=>x=0
2. Homogenitds
Vx €V és a € R esetén n(ax) = |a|n(x)
3. Haromszdg egyenldtienség
Vx,y €V eseténn (g + X) <n(x)+n (z)
A norma az abszolltérték fiiggvény dltaldnositdsa.
Jelolése: n(x) vagy ||x]||
Tétel:
Minden skaldrszorzatos tér normdlt tér.
Bizonyitdsa:
Bevezetjiik a normdt skaldrszorzatos alakban:

el = )

Definicid: Metrika
A V vektorteret metrikus térnek nevezziik, hogyha van olyan, metrikdnak nevezett d: V x vV — R{ fiiggvény,
amelyre a kovetkezé tulajdonsdgok teljesiilnek:
1. Pozitiv definit
Vx,y €V esetén d(a_c,z) =0ex=y
2. Szimmetrikus
vx,y €V esetén d (g, X) =d (X' g)
3. Haromszdg egyenldtlenség
Vx,y,z €V esetén d (g, X.) <d(x,z)+d (X' g)
A metrika egy 3 dimenzids tér tdvolsdgfogalmdnak egyik dltaldnositdsa.
Jelolése: d(x, y)
Tétel:
Minden normdlt tér metrikus tér.
Bizonyitdsa:
Bevezetem a metrikdt norma (majd skaldrszorzatos) alakban:

a(wy) = 2= 2] = Jfe-r2-)

Ezek kapcsolata:
Minden euklideszi tér egyben normdlt tér, és minden normdlt tér egyben metrikus tér is.
Ez azt jelenti, hogy az euklideszi térben felirhaté skaldrszorzattal felirhaté a norma, és normdval felirhaté a
metrika. Tehdt skaldrszorzattal mind a norma, mind pedig a metrika felirhaté.
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Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenséq euklideszi terekben (B) és specidlisan Rn -ben
Tétel: Cauchy - Bunyakovszkij - Schwarz egyenlétlenség
(a.b)" <(a.a)-(bb)
Bizonyitdsa:
Tekintsiik az (a + Ab, a + Ab) skaldrszorzatot
1. Pozitiv definit
0= (a+b,a+1b)
2. Linearitas
{a+2b,a+Ab) = (a a) + (g Ab) + (4b, a) + (1b, Ab)
3. Szimmetria
(a+2b,a+2b) = (g a) + (a,Ab) + (Ab, a) + (b, Ab) = (a,a) + (a,Ab) + (a,Ab) + (Ab, Ab) = (@, a) + 2(a, Ab) + (Ab, Ab)
4. Homogenitds
(a+2b,a+Ab) = (a a) + 2(a Ab) + (Ab, Ab) = (a, @) + 22(a, b) + A*(b, b)
Ez az egyenlet A-ra nézve egy egyismeretlenes mdsodfoku egyenlgtlenség
0 < 2%(b,b) +22(a,b) + (g, a)
A fiiggvénynek legfeljebb 1 gyske lehet (ugyanis nagyobb-egyenld, mint 0), ezért a diszkrimindns < O.
D = 4{a,b)" - 4{b,b){a a) < 0 amelybs|
(@.b)" < (a,a)(b, b)
Szdq fogalmanak éltaldnositdsa
Definicié: Két vektor szége
(a,b)
Tl
Legfontosabb eset: A két vektor merdleges egymdsra, ha a skaldrszorzatuk O.

cos(a) =
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Linedris homogén/inhomogén egyenletrendszer fogalma. Gauss
elimindcié, az algoritmus pontos ismertetése. Linedris
egyenletrendszer megoldhatésdgdnak feltétele és matrix rangja (B).
.. Matrix rangja, determindnsa és inverze |létezésének Gsszefiiggése.

XIII. Linedris egyenletrendszerek egyenletrendszer megolddsa inverz métrixszal. Linedris
egyenletrendszerek alkalmazdsa vektorok fiiggetlenségének valamint
generdtorrendszer és bdzis megdllapitdsdra. Matrix inverz szdmitdsa
Gauss elimindcioval, bizonyitdssal.

Linedris homogén/inhomogén egyenletrendszer fogalma
Definicié: Linedris egyenletrendszer
A linedris egyenletrendszer linedris egyenletekbél dll. Egy egyenletet linedrisnak neveziink, hogyha a benne
szerepld ismeretlenek legfeljebb elséfokud hatvdnyon vannak.

Altaldnos alakja:
ay1%1 + agpxp + -+ agpxy, = by
AyqXq + AypXy + o+ AypXy = by

A, X1 + ApaXp + -+ AppXy = by
Definicid: Homogén egyenletrendszer
A linedris egyenletrendszer homogén, ha minden konstans O.
Rdnézésre ldtszik, hogy a megolddsa, ha minden ismeretlen 0. Ez a trividlis megoldds.
Definicié: Inhomogén egyenletrendszer
Az egyenletrendszer inhomogén, hogyha van olyan konstans, amely nem O.
Gauss-i elimindcié, az algoritmus pontos ismertetése
A Gauss-i elimindcié célja, hogy az adott egyenletrendszerbdl ekvivalens dtalakitdsokkal Iépcsés alaku
egyenletrendszert hozzunk létre.
Definicié: Egyenletrendszer ekvivalens dtalakitdsa
Ekvivalens az egyenletrendszer dtalakitdsa, ha az dtalakitds sordn a keletkezé egyenletrendszernek azonos
a megolddsa, mint az eredeti egyenletrendszernek.
Az ekvivalens atalakitdsok a kovetkezék:
Két egyenlet felcserélése
Adott egyenlet szorzdsa egy nem nulla valés szdmmal
Az egyenletrendszer dtalakithaté gy, hogy valamely egyenletének szdmszorosdt hozzdadjuk
valamely mds egyenlethez.
Praktikus okokbdl az ismeretlenek sorrendjét régzitettnek tekintjiik.
A Gauss-i elimindcid |épései

1. Megvizsgdljuk, hogy az i. egyenlet i. egyiitthatéja nem nulla-e. Ha nulla, akkor az egyenletek cseréjével
elérjiik, hogy az egyiitthaté ne nulla legyen.

2. A t6bbi egyenlet i. egyilitthatdjat kikiiszobéljiik.

3. Ha egy egyenlet minden ismeretlene nulla, és a konstans is nulla, akkor ez az egyenlet nem mérvadé a
megolddsban, elhagyjuk.

4. Ha egy egyenlet minden ismeretlene nulla, viszont a konstans nem, akkor ez az egyenlet ellentmonddst
tartalmaz, "tilos" sornak nevezziik. Ekkor az dtalakitds véget ér, és az egyenletrendszernek nincsen
megolddsa.

Linedris egyenletrendszer megolddsa Gauss-i elimindcioval

1. Ha a Iépcsds alakban szerepld egyenletek szdma egyenld az ismeretlenek szdmdval, akkor behelyettesitéssel
minden ismeretlen kiszdmolhaté.

2. Haa lépcsés alakban szerepld ismeretlenek szdma nagyobb, mint ahdny egyenlet a 1épcsé alakban létrejott,
akkor végtelen sok megoldds van, és ezeket paraméteres alakban adjuk meg.

A Gauss-i elimindcié az egyenletek egy mdtrixos alakjdban
A cél az, hogy a kibévitett mdtrix bal alsé hdromszégében csupa hulla elem szerepeljen, ezt a mdtrix |épcsds
alakjdnak nevezziik. Az a;i elemeket a mdtrix fédtléjdnak nevezzik. A Lépcsds alakban a f6atl6 alatti elemek
nulldk.

Elemi ekvivalens sormiiveletek az egyenletrendszer kibdvitett matrixara

1. A sorok felcserélhetdk.

2. A sor szorozhaté egy nem nulla valés szdmmal.

3. Egy sor szdmszorosa hozzdadhaté egy mdsik sorhoz.

Linedris egyenletrendszer megoldhatésdgdnak feltétele és matrix rangja
Definicié: Vektorrendszer rangja
Vektorrendszer rangjdn a vektorok dltal generdlt altér dimenzidjat értjiik.
Definicié: Mdtrix rangja
Madtrix sorrangjdn a sorvektorok rangjat értjik.
Mdtrix oszloprangjdn az oszlopvektorok rangjat értjik.
Madtrix determindnsrangjdn a beldle kivdlaszthaté legnagyobb nem nulla értéki determindns méretét értjiik.
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Tétel:
Madtrix sor-, oszlop-, és determindns-rangja megegyezik.
Ezen tétel miatt elegendd a mdtrix rangjardl beszélni.
Jelélés: rang(A)
Kévetkezménye:
Egy mdtrix rangja legfeljebb min(m,n) lehet, hogyha a mdtrix nxm-es.
Tétel: Egyenletrendszer megoldhatésdga
Ha A mxn-es madtrix, akkor az Ax = b egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa, hogyha rang(A) = rang
([A|b)), vagyis az egyiitthatémdtrix rangja és a kibdvitett mdtrix rangja megegyezik.
Bizonyitdsa:
Az egyenletrendszert a kovetkezd alakban irjuk:
X141 + X285 + 0+ XA = b
1. Ha a rangok egyenldk, akkor az egyenletrendszer megoldhaté.
rang(A) = rang([A|b]) = r akkor bdrmely (r+1) darab oszlopvektor &sszefiiggd. Legyenek A fiiggetlen
vektorai a,,a,, ..., a,. Ezekhez hozzdtéve b-t a rendszer gsszefiigg. Mivel b miatt lett a rendszer
dsszefiiggd, ezért kifejezhet a t6bbi vektor linedris kombindcid jaként, amelyben a skaldr egyiitthaték
az egyenletrendszer megolddsai.
2. Ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor a rangok megegyeznek.
Legyen egy megoldds x,a, + x,a, + -+ x,.a, = b és rang(A) = r. Azt kell bizonyitani, hogy
rang([A|b]) = r, vagyis bdrmely (r+1) oszlopvektor liendrisan gsszefiigg, és van r darab linedrisan
fiiggetlen oszlopvektor. Ez az utdbbi feltétel A rangja miatt automatikusan teljesiil.
Ha az (r+1) vektor csak a-kbél dll, akkor ezek az A rangja miatt 6sszefiiggdk.
Ha az (r+1) vektorok egyike a b vektor, akkor 2 eset van:

1. Ha r darab g; vektor dsszefiiggs, akkor b-t hozzdtéve a rendszer Gsszefiiggé marad, tehdt a
rangja nem vdltozik.

2. Ha az r darab g; vektor linedrisan fiiggetlen. Ekkor barmilyen mds g; vektort hozzdtéve a rendszer
osszefiiggé lesz, ezért az kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként. Ekezet a b elddllitdsdba
behelyettesitve azt kapjuk, hogy hogy b kifejezheté az r darab linedrisan fiiggetlen a; vektorral,
tehdt az r darab g; vektor és a b vektor linedrisan ésszefiiggenek, ezért a rang nem vdltozik.

Métrix rangja, determindnsa és inverze létezésének &sszefiiggése
Tétel: Négyzetes mdtrix rangja és inverzének illetve determindnsanak dsszefiiggése
Ha A nxn-es (négyzetes) mdtrix, akkor A akkor és csak akkor reguldris (tehdt létezik inverze), hogyha a
rangja n.
rang(A) = n <=> A reguldris, |étezik inverze <=> det(A) z O
<=> AX = b egyetlen megolddsa van
rang(A) < n <=> Ax = O egyenletnek van nem trividlis megolddsa
Egyenletrendszer megolddsa inverz mdtrixszal
Legyen adott egy egyenletrendszer mdtrixos alakban:

Qi1 Az 7 Gan *1 [b1]
A =% a:22 a?n = x:z ,Q=Ib:2|
laml Amz - aan Xn bn )
Ahol x az ismeretleneket tartalmazé vektor, b pedig egy adott vektor. Igy az egyenletrendszer:
AXx = b
Ha det(A) # 0 és n = m, akkor az A mdtrix invertdlhatd, és az egyenletrendszer megolddsa:
x=A'b

Linedris egyenletrendszerek alkalmazdsa vektorok fiiggetlenségének valamint generdtorrendszer és bdzis
megdllapitdséra
Tétel: Vektorok fiiggetlenségének megdllapitdsa
Ha egy mdtrix determindnsa nem nulla, akkor a mdtrixot felépits vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Tétel: Generdtorrendszer és bdzis megdllapitdsa
A generdtorrendszer vizsgdlatdra is alkalmazhatjuk a linedris egyenletrendszerek tulajdonsdgait, ugyanis
megnézhetjiik egyenként, hogy milyen vektorokat dllit el8 linedris kombindcidként.
Ha a vektorok linedrisan fiiggetlenek is, és generdtorrendszert alkotnak az adott vektortérre, akkor ezek a
vektorok bdzisok.
Métrix inverz szémitdsa Gauss elimindciéval, bizonyitdssal
Mdtrix inverzének kiszdmitdsa Gauss-i elimindciéval
Adott egy mdtrix, amelynek az inverzét keressiik. Az inverz mdtrix minden pozicidjdn a megfeleld indexxel
ellatott ismeretlen, x dll. Ha ezt a két mdtrixot 6sszeszorzom: Az eredeti mdtrix elsé sordt meg kell
szoroznom az inverz mdtrix elsé oszlopdval, ennek eredménye az egységmdtrix megfeleld pozicidjan lévé
elem, jelen esetben az 1. 3x3 mdtrix esetén hdromszor hdrom azonos egyenletiink lesz, amelyek csak
konstansban (0 vagy 1) térnek el egymdstdl. Viszont mind a 3 egyenletrendszernek azonos az
egyiitthatémadtrixa, és a Gauss-Jordan elimindcéban pontosan ugyanazokat a lIépéseket hajtandnk végre
t6bbszar. Ezért felesleges hdromszor leirni az egyiitthaté-mdtrixot, elegendd, ha mellé illesztjiik a
megfelelé konstansok oszlopvektorait.
Tehdt roviden ez azt jelenti, hogy az eredeti mdtrix mellé illesztjiik az egységmdtrixot, és Gauss-Jordan
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elimindciét addig hajtom végre, amig nem lesz a bal oldalon egységmdtrix.
Tétel: Matrix inverzének szdmitdsa Gauss-i elimindciéval
Adott nxn tipust matrix inverzét szdmolhatjuk a kévetkezé matrix Gauss-Jordan elimindciéjdval:

[au A, 7 A1 0 ... 0]
azy Az ° Q0 1 ... 0
ap1 QApz " Aun|0 0 -+ 1
Bizonyitds:
AA1l=E

A szorzat n azonos mdtrixot ad, amelyek rendre az egységmdtrix elemeit adjdk. Tehdt Gauss-Jordan
elimindciét végezve felesleges n-szer leirni az egyiitthatémdtrixot, elegendé egyszer leirni, és a kibévitett
mdtrixba nem egy, hanem n tovdbbi oszlopba beirni rendre a konstansok oszlopvektorait.
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Definicié, tulajdonsdgok. Gauss elimindcié alkalmazdsa
determindnsokra. Inverz matrix képlete. Inverz mdtrix
képletének levezetése (B). Harom térvektor vegyes szorzata és
geometriai jelentése (B). Determinans kifejtési és ferde

XIV. Determindnsok kifejtési tétele.

Definicié, tulajdonsdgok

Definicié: Determindns
Az n sorbdl, n oszlopbdl dllé, nxn-es determindnst n-ed rendi determindnsnak nevezziik.
Jelolés: D = det(A), ahol D a determindns, és A pedig a matrix.

Definicio: Minormdatrix
Az nxn-es A mdtrix ai eleméhez tartozé minormatrixanak nevezziik, és Aik-val jeldljik azt az n-1-ed rend(
mdtrixot, melyet Ugy kapunk A-bdl, hogy annak i-edik sordt és k-adik oszlopdt elhagyjuk.

Definicio:
Ha az n-1-ed rend(i mdatrix determindnsdt mdr értelmeztik, az n-ed rendli A matrix determindnsanak
nevezziik a kévetkezg szdmot:

ajq A1y e Ain

n
=) @y (-1 det(Ay)
Ani Apz e e Ann| =
Definicio: Sakktdbla-szabaly
A sakktabla szabdlyban a determindns bal sarkdban Iévé elem pozitiv eléjeld, téle jobbra és lefelé a
kovetkezd negativ eléjell, majd azoktdl jobbra és lefelé is a kovetkezd elem pozitiv eléjel(i, stb. Tehdt a
determindnsban vdltakozéak az eléjelek.
Definicio: Elgjeles aldetermindns
Az ajj elem elGjeles aldetermindnsadn értjiik a Dij=(-1)*det(Ajj) szdmot. Ezt felhaszndlva egy n-ed rend(i A
madtrix determinansa:
det(A)=X7_1 a;jD;; = ¥iLq a;;Dy;
A definicid helyes, barmely i rogzitett sorra, illetve j régzitett oszlopra ugyanazt a szamot kapjuk, és a
determindns e képlettel meghatdrozott értéke egyértelmd.
A determindns tulajdonsdgai
1.Tétel:
Ha a determindns valamely sordt alfdval megszorozzuk, a determindns értéke az eredeti alfaszorosa
lesz.
2.Tetel:
Ha a determindns i-edik sordnak minden eleme kéttagl Gsszeg, akkor két olyan determindns osszegére
bonthatd, melybdl az elsd i-edik sordban az 6sszeg elsé tagjai, a mdsodik determindns i-edik sordban az
osszeg mdsodik tagjai szerepelnek, a t6bbi elem vdltozatlan. (Az 6sszeadds kommutativitdsa miatt
mindegy, melyik mdtrix az elsg, és a mdsodik, az a Iényeg, hogy az osszeg egyik tagja mindig az egyik
mdtrixba, a mdsik pedig a mdsikba keriiljon.)
3.Tetel:
Ha egy determindns egyik sora csupa O elemet tartalmaz, akkor a determindns értéke O.
4.Tétel:
Ha egy determindns két sordt felcseréljiik, akkor a determindns értéke a (-1)-szeresére vdltozik.
5.Tétel:
Ha egy determindnsban két sor megegyezik, akkor a determindns értéke O.
6.Tétel:
Ha egy determindns valamely sordhoz hozzdadjuk valamely sor alfaszorosdt, a determindns értéke nem
vdltozik.
7.Tétel:
Egy alsé (vagy felsd) hdromszogdetermindns értéke a féatldban lévé elemek szorzata.
8.Tétel: Ferde kifejtés tétele
Ha egy determindns egyik sordnak elemeit rendre valamely mdsik sor elemeihez tartozé
aldetermindnsokkal szorozzuk meg, majd ezeket a szorzatokat 6sszeadjuk, az eredmény O.
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9.Tétel:
A fenti tételek mindegyike oszlopokra is igaz.
Gauss elimindcié alkalmazdsa determindnsokra
A fenti tulajdonsdgok haszndlatdval elérhetjiik, hogy a determindns hdromszag-determindns legyen, és igy az
értéke a féatlobdl leolvashatd.
Inverz matrix képlete, levezetése
Tétel: Inverz mdtrix képlete
Ha A négyzetes madtrix, és det(A) nem egyenlé nulldval, akkor

P —__ Adj(A)
det(A)

ahol adj(A)=(Dk) az A mdtrix lgynevezett klasszikus adjungdlt mdtrixa.

Bizonyitds:
Mivel a mdtrixok szorzdsa asszociativ, ezért a struktirdkrdl sz6l6 fejezetben igazoltak szerint pontosan egy
inverz létezik. Ha tehdt taldlunk egy olyan mdtrixot, amelyre A*B=E,, akkor ez a B mdtrix nem lehet mds,
csakis az A mdtrix inverze. Az el6z6 tétel szerint: A*adj(A)=det(A)En.
Beszorozva az egyenlefe‘r az 1/det(A) skaldrral, az aldbbi adédik:

—<adj(A) =

d t(A)
amelybdl tehat
At = adj(a)
de t(A)
Hdrom térvektor vegyes szorzata és geometriai jelentése
Definici6: Vegyes szorzat
Az <(axb),c> valds szdmot az g, b, ¢ vektorok vegyes szorzatdnak nevezziik. Az eddigi definiciékat
felhaszndlva, illetve kikstve, hogy a és b vektorok dltal bezdrt szég a, az (axb) és a ¢ vektorok dltal bezdrt
sz0g pedig p:
<(axb).c>=1al |b|sin(a)|c|cos(p)
Tétel: Vegyes szorzat geometriai jelentése
Az g, b, c vektorok vegyes szorzatdanak geometriai jelentése a vektorok dltal meghatdrozott paralelepipedon
eldjeles térfogata.
Bizonyitdsa:
Tekintsiik az g, b, ¢ vektorok dltal kifeszitett paralelepipedont, ahol most a jellés kedvéért legyen a és b az
a két vektor, amely a paralelepipedon aljdn lévé paralelogrammadt feszitik ki. Az e vektor legyen (axb)-vel
pdrhuzamos egységvektor, tehdt meréleges az a és a b vektorok sikjdra. Egy hasdb térfogata az alapteriilet
szorozva a magassdgdval. Az a, b, ¢ vektorok dltal meghatdrozott hasdb magassdga a ¢ vektornak az (axb)-re
esé merdéleges vetiilete. Jelolésekkel:
<(axb),c> = <«(laxb|-e),c>=(lal |b|sin(a)) - <e, c> = alapteriilet-magassdg=eléjeles térfogat
Ahol (|a||b|sin(a)) az alapteriilet, az <e, c> pedig a ¢ vektor (axb)-re esé eléjeles merédleges vetiilete, tehdt a
magassdg.
Az eldjel attdl fiiggben negativ vagy pozitiv, hogy a ¢ vektor ugyanabba a térfélbe mutat-e, mint az axb
vektor.
Tétel: Koordinatdikkal megadott vektorok vegyes szorzata ortonormdlt bazisban
€1 G (3
(axb)e= |41 a2 a5
by by bs
Determindns kifejtési és ferde kifejtési tétele
Tétel: Kifejtési tétel
Egy n-ed rend(i determindns tetszéleges sora vagy oszlopa szerint kifejthetd, és
deT(A) Z] 1a‘I.] ij Zl lal]Dlj
Tétel: Ferde kifejtés tétele
Ha egy determindns egyik sordnak (oszlopdnak) elemeit rendre valamely mdsik sor (oszlop) elemeihez tartozé
aldetermindnsokkal szorozzuk meg, majd ezeket a szorzatokat 6sszeadjuk, az eredmény O.
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Komplex vektortér (C"n). Komplex skalarszorzat,
norma, metrika fogalma, kapcsolatuk egymadssal és
szamitdsuk. Specidlis komplex transzformaciok
, (hermitikus, ferdén hermitikus, unitér) és
XV. Komplex vektortér tulajdonsdgaik (egy vdlasztott: (B)).

Komplex vektortér
Definicio: Komplex szamok
Legyen C a valés szampdrok halmaza: C = {(a,b)|la, b € R}. A C-n két miiveletet értelmeziink: egy
osszeadds és egy szorzds nev(it. A szokdsos médon + és - jelekkel jeldljik ezeket. A C halmaz
elemei a miiveletekkel egyiitt alkotjdk a komplex szdmokat.
Definicio: Komplex szamok egyenlésége
Két komplex szam akkor és csak akkor egyenl, hogyha elsé és mdsodik elemeik egymdssal
pdronként egyenlék:
(a,by) = (az,by) © a; = az, by = b,
Kévetkezménye:
(a,b) # (b,a), kivéve, hogyha a = b.
Definicio: Komplex szamok &sszeaddsa
(a,b),(c,d) € C esetén (a,b) + (c,d) =(a+c,b+d) €C
Definicio: Komplex szdmok szorzasa
(a,b),(c,d) € C esetén (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc) € C
Tétel: Test
A C={(a,b)|a, b € R} alakl szdmok testet alkotnak az el6z6 m(iveletekre nézve.
Tétel: Vektortér
A C = {(a,b)|a, b € R} alaki szdmok vektorteret alkothak a valés szdmok testet felett.
Definicio: Vektortér
A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha az aldbbi tulajdonsdgok
teljesiilnek:

e AV halmazon értelmezve van egy 6sszeadds nevii miivelet, amely barmely vi, v € V
elemekhez egyértelmien hozzdrendel egy V-beli elemet, amelyet vi+va-vel jeloliink. Az
dsszeadds kommutativ csoport.

e AT test és a V halmaz kozott értelmezve van a skaldrral valé szorzas. Ha barmelyue T
Ugynevezett skaldrhoz és bdrmely v € V lgynevezett vektorhoz egyértelmiien hozzdrendeliink
egy V beli elemet, amelyet uy-vel jelsliink. A skaldrszoros a kovetkezé tulajdonsdgokkal
rendelkezik:

1. 1v=v, ahol 1 a T test szorzdsra vonatkozé egységeleme
2. Vegyes asszociativ szabdly, (uk)v = u(kv).
3. Vegyes disztributiv szabdly:

a. (u+k)v=uv + kv

b. (vi+ vo)u = uvi+ uyz

Linal — 38. lap



Komplex skaldrszorzat, norma, metrika fogalma, kapcsolatuk eqgymadssal és szamitdsuk
Definicio: Komplex skaldrszorzat

Legyen V vektortér a komplex szdmtest felett.
Az (-, ):V x V - C fliggvényt skaldrszorzatnak nevezziik, hogyha teljesiti a kovetkezé
tulajdonsdgokat:

1. Pozitiv definit

Vx €V esetén (x,x) = 0 és (x,x) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0
2. Szimmetrikus

Vx,y €V esetén <§, X> = <X' §>
3. Linedris (additiv, szuperpozicid)
Vx,y,z €V esetén <£ +y, g) =(x,z) + <X' g>

Vx,y,z €V esetén <§,3_( + g) =(x,z) + <§, X>
4. Homogenitas (Definicié fliggd, mindig onnan emelem ki a konjugdltat, ahol a vektort

konjugdlom-transzpondlom)
()

(2]

Vx,y €V és 1 € R esetén </1£, y> =2
Vx,y €V és 1 € R esetén <§, Ay> =2
Komplex skaldrszorzat kiszamitdasa:
(Ly) =%y
x konjugdlt-transzpondltjat szorzom az y-nal.
Definicio: Norma
A V vektorteret normdltnak nevezziik, ha van olyan n: V - R{ fiiggvény, az igynevezett norma,
amelyre a kovetkezé tulajdonsdgok teljesiilnek:
1. Pozitiv definit
Vx €V eseténn(x)=0<«=>x=0
2. Homogenitas
Vx €V és a € R esetén n(ax) = |a|n(x)
3. Haromszdg egyenldtlenség
Vx,y €V eseténn (g + X) <n(x)+n (X)
A norma az abszoldtérték fiiggvény dltaldnositdsa.
Jelolése: n(x) vagy ||x||
Tétel:
Minden skaldrszorzatos tér normdlt tér.
Bizonyitdsa:
Bevezetjiik a normdt skaldrszorzatos alakban:

el = Jt)

Definicio: Metrika
A V vektorteret metrikus térnek nevezziik, hogyha van olyan, metrikdnak nevezett d: V x V - R§
fiiggvény, amelyre a kovetkezé tulajdonsdgok teljestiilnek:
1. Pozitiv definit

v,y ev esetén d(g,z) =0ex=y
2. Szimmetrikus
Vx,y €V eseténd (g, X.) =d (X' g)
3. Haromszdg egyenlétlenség
Vx,y,z €V esetén d (J_C, X) <d(xz)+d (X’ g)
A metrika egy 3 dimenziés tér tdvolsdgfogalmanak egyik dltaldnositdsa.
Jelslése: d(x, y)
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Tétel:
Minden normadlt tér metrikus tér.
Bizonyitdsa:
Bevezetem a metrikdt norma (majd skaldrszorzatos) alakban:

a(xy)=[z-y] = Jfe-rx-)

Ezek kapcsolata:
Minden euklideszi tér egyben normdlt tér, és minden normdlt tér egyben metrikus tér is.

Ez azt jelenti, hogy az euklideszi térben skaldrszorzattal felirhaté a norma, és normdval felirhaté

a metrika. Tehdt skaldrszorzattal mind a norma, mind pedig a metrika felirhato.
Specialis komplex transzformaciok és tulajdonsdgaik
Specidlis matrixok

Valods Komplex Sajatérték
Szimmetrikus, A = AT Hermitikus, A = AT valés

Anti/Ferdén szimmetrikus, A = -AT Ferdén Hermitikus, A = -AT tisztdn képzetes, vagy O

Ortogondlis: Al = AT Unitér: A= AT sajdtérték abszoldtértéke 1

Ha a Hermitikus mdtrix elemei valdsak, akkor a matrix szimmetrikus.
Ha a ferdén Hermitikus madtrix elemei valésak, akkor a mdatrix antiszimmetrikus.
Ha az Unitér mdtrix elemei valésak, akkor a mdtrix ortogondlis.
Tétel: Hermitikus matrix sajatértéke
Hermitikus matrix sajatértékei valésak.
Bizonyitasa:
Ax = Ax /beszorzom balrél T

T _T _T n 2 .
X AX=X AX=AX X= AZ |xk| valds, ugyanis i = —1
k=1

T
X Ax

—T
X x

Mostmadr csak azt kell belatni, hogy a szamldlé is valés. Hogyha egy komplex szdm valds, akkor
ez a komplex szam egyenlé a konjugdltjdaval. Mivel a szamldlé egy szdm, ezért megegyezik a

transzpondltjdval.
¥ (ax) = [£'(4x)| = (a0)" [£'] =x"ATz = £ AE = ¥ (4x)

ugyanis AT = 4
A szdm egyenl§ a konjugdltjdval, ezért a sajatérték valds.
Tétel: Ferdén Hermitikus matrix sajatértéke
A ferdén Hermitikus mdtrix sajatértékei vagy nulldk, vagy pedig tisztdn képzetesek.
Bizonyitdsa:
A bizonyitds lényege, hogy a komplex szdm akkor és csak akkor képzetes, ha megegyezik a
konjugdltjdnak (-1)-szeresével.

£ (ax) = [ (ax)]| = [ax]" [£'] = 57475 = 7 (~2)x = - ()
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Tétel: Unitér matrix sajatértéke
Unitér matrix sajatértékeinek az abszolitértéke 1.

Bizonyitdsa:

Ax = Ax
T —0Sszeszorzom
(Ax)" =2xT

(AE)T(AE) = 1% Ax = 22X x, ahol azt kell tudni, hogy 12 = |1
xTAT(Ax) =% (ATA)x =% x
A két egyenletbél:

1212x" x = X' x amelybél |22 = 1
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Vektorterek és euklideszi terek kapcsolata.
Ortogondlis vektorok fiiggetlenségésnek
bizonyitasa térvektorok és magasabb dimenziok
L, esetén. Gram Schmidt ortogonalizacio

XVI. Ortogonalitds ismertetése. Ortonormdlt bazis létezése.
Térvektorok felbontdsa adott vektorral
parhuzamos, illetve arra meréleges osszetevékre.
Ortogondlis mdtrix fogalma.

Vektorterek és euklideszi terek kapcsolata
Definicio: Euklideszi tér
A skaldrszorzattal elldtott vektortereket euklideszi tereknek nevezziik.
Tétel:
Minden véges dimenziés vektortérben bevezethetd a skaldrszorzat.
Ortoqondlis vektorok fiiggetlenségének bizonyitdsa térvektorok és magasabb dimenzidok esetén
Tétel:
Ortogondlis, nem nulla vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Bizonyitdsa:
A fiiggetlenség definicidjdbdl indulunk ki.
n

z Aix;=0
i=1

akkor és csak akkor, hogyha VA; = 0.
Vegyiik rendre az xy, x,, ..., x,, vektorokkal valé skaldrszorzatot.
Mxy+ A%+ + Apx, =0 /-x;0h0l j=12,..,n
Mivel a vektorok egymdsra ortogondlisak, ezért két kiilonb6z6 index( vektornak a
skaldrszorzata O (skaldrszorzat definicidja alapjdn). Ezzel ezért azt kapjuk, hogy

Aj<£j,£j> = 0. A skaldrszorzat pozitiv definit tulajdonsdga miatt ez csak akkor teljesiil,
hogyha 4; = 0.
Gram Schmidt ortogonalizdcié ismertetése. Ortonormdlt bazis létezése

Definicié: Ortonormdlt rendszer
Ortonormdlt egy rendszer, ha a vektorok pdronként ortogondlisak (merdlegesek) és a
hosszuk 1.

Tétel:
Minden euklideszi térben van ortonormdlt badzis.
Minden tér sajat magdnak altere, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil a bizonyitast
elegendd (és praktikus) alterekre bemutatni.
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Tétel:
Minden altérben van ortonormdlt bazis.
Bizonyitdsa: Konstruktiv
Azt bizonyitjuk, hogy barmely fiiggetlen rendszerbdl kiindulva, igy bdzisbdl is tudunk
ugyanolyan elemszdmu ortogondlis rendszert konstrudlni. Az eljdrds neve
G6ram-Schmidt ortogonalizacio.
Legyen by, b,, ..., by a fliggetlen rendszer. Ebbél ¢y, ¢, ..., ¢, ortogondlis rendszer a
kovetkezdképpen kaphato:
G =b
¢y = by + ay,¢; vegyiik mind a két oldal skaldrszorzatat ci-gyel,
illetve (c;,¢;) =0
(c2,c1) = (b2, c1) + (@2161, €1)
0 = (by, c1) + (@211, 1)
a{c :£1) = _(22&1)
(b2, c1)

(1 1)
Ehhez hasonléan dltaldban a definidlé egyenletnek rendre vessziik a skaldrszorzatat
acy, ¢y, ..., k1 vektorokkal, az egyiitthatékra pedig a kovetkezdt kapjuk:

Ck = by + g, € + Aoy + -+ X161

o)

(ij =
)

A konvekcié miatt a kapott rendszer ortogondlis.
Térvektorok felbontdsa adott vektorral parhuzamos, illetve arra meréleges dsszetevékre
Tétel:
Térvektorok felbontdsa adott vektorral pdrhuzamos, illetve arra merdleges
osszetevékre: Adottak az a és a b vektorok. Az a vektor felirhaté a b vektorral
pdrhuzamos, illetve erre merdleges osszetevik 6sszegeként.
AGm =4~ Gy
_<ab> b
ST
Ortogondlis mdtrix fogalma
Definicié: Ortogondlis matrix
Az A mdtrix ortogondlis, hogyha AAT = E, ahol E a megfeleld tipust egységmdtrix.

Jj=1,2,...,k_1

Linal —43. lap



Transzformacio matrixa, ha attérink masik
bazisra. Matrixok diagonalizaldsa.

Algebrai és geometriai multiplicitdas. A
diagonalizdlds elégséges feltétele.

XVII. Bazistranszformacio

Transzformdciéo matrixa, ha attériink mdsik bazisra
Tétel:
Legyen V#{0} n dimenzids vektortér, [e] és [u] két bdzis V-ben. Ha a V tér x vektordnak

koordindta mdtrixa
X1
X3

Xle] =
nlpe)
az [e] bazisra vonatkozik, akkor ugyanazon x vektor [u] bazisra vonatkozé koordindtdi az
aldbbi képletbél szdmithatdk:
Xy = U™ e
ahol az U mdtrix oszlopai az [u] bdzis vektorainak az [e] bdzisra vonatkozé koordindta-

matrixai. Az U matrixot attérési matrixnak nevezziik.
Bizonyitdsa:
Az x vektor [e] szerinti eredeti koordindta matrixa:
]

X2
Xe] = | :
il
és ugyanezen x vektor [u] szerinti 4j koordindta-madtrixa

e
X2
E[u] = .

nldpy

kozotti osszefiiggések:

X1 1 0 0
X=x = |72 =xie1 + 508+ xnen =21 [0+ || 442 |0 =E
L= Ale] — | ¢ - 15 282 nzn — 41| 2]: ni: - [e]&[e]
e Olpe) Olpe) L)
Illetve
1 0 0
X =2 = Xt X+ iy = x| x| |9 = U
0l 0 U

Megjegyzés: Az x vektor eredeti koordindta-madtrixa mindig az egységmadtrixxal van
szorozva: bdarmely bdzis 6nmagdra vonatkozé koordindtds alakja kanonikus.
A bal oldalak egyenléségébél a jobboldalak egyenlésége kovetkezik: EpeiXie=UuiX(u)-
Ezt rendezve kapjuk a tétel dllitdsat.
Matrixok diagonalizdlasa
Tétel: Transzformaciéos matrix diagonalizdldsa
Ha a transzformdcio sajdtvektorai bazist alkotnak, akkor dttérve erre a bdzisra, a
bdzistranszformdcié eredménye az a diagondlis matrix, ahol a féatléban a sajatértékek
dllnak.
Al = S71AS = diag (A4, 25, .., An)
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Definici6: Matrixok hasonlésdga
Az A mdtrix hasonlé a B mdtrixhoz, hogyha létezik egy olyan S mdtrix, amellyel fenndll, hogy
A= SBS.

Definicio: Diagonalizdlhatésdg feltétele
Az A mdtrix diagonalizdlhatd, hogyha hasonlé egy diagondlis matrixhoz.

Tétel: Diagonalizdlds elégséges feltétele
Ha valamely A kvadratikus (nxn-es) matrix sajatértékei mind kiilonbozéek, akkor a matrix
diagonalizdlhaté.
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