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1. Describe the discrete memoryless source model (sampling, optimal Lloyd
Max quantization ...etc.).
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e Analog jel digitalissa alakitasa: Van el6szor a folytonos jeled amit elkezdesz mintavételezni adott
id6kdzonként. Ezutan az idd értékek diszkrétek lesznek, de a folytonosak az értékek. Ezutan jon a
kvantalas, ahol ezeket az értékeket egy meghatarozott diszkrét értékhalmazra képezzik le (kerekitiink
bizonyos értékekre)

Mintavételezés

e Memoryless: A memdriamentes azt jelenti, hogy az egymast kovetd lzenetek fliggetlenek.
Savszélesség: x(t) savszélessege B, ha igy all el6 Fourier transzformaltjabal:

Ii iy
z(t) = / X (el It qf
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A mintavételezés akkor veszteségmentes, ha az eredeti jel visszaallithaté a mintavételezett jelbél.
Mintavételi tétel: Ha a mintavételi frekvencia legalabb akkora mint a savszélesség kétszerese f, > 2B .
Akkor a mintavétel veszteségmentes, tehat a jel visszaallithatd. A visszaallitas képlete:
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e Erdemes megjegyezni, hogy valdjaban pillanatszerii érték vételezés nem létezik, ezért nagyon rovid
id6ére vonatkozd mintékat veszink, amit atlagolunk.
e Tulmintavételezés esetén, vagyis amikor f; > 2B tobb adat keletkezik, a tovabbitashoz nagyobb

savszélesség kell. Akkor miért nem a lehetd leggazdasagosabb f, = 2B -frekvenciat valasztjuk?
o Azért mert ahhoz egy idedlis alulatereszt6 szlr6 kéne, olyanunk meg nincs.

Kvantalas

e A jel-zaj viszony (Signal-to-Noise Ratio, SNR) két teljesitmény jellegli mennyiség hanyadosaként azt
fejezi ki, hogy hogyan viszonyul a jel teljesitménye a hattérzajhoz. (P: atlagos teljesitmény, A:
amplitudoé négyzetes atlaga)
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Jelblesek a kbvetkezGkben: [~ C, C]- jelszintek intervalluma, N - kvantalasi szintek szama, L= {l,,....Iy} -
kvantalasi szintek, A = {A,, ..., Ay} - kvantalasi intervallumok, {x,,...,xy} - intervallum végpontok.

Ekvidisztans kvantald

e llyenkor tulajdonképpen egyenld részekre osztjuk fel a kvantalasi intervallumot.



Pa Nl AP, %\:"L: =¥
e Ekvidisztans kvantal6 esetén az SQNR:
SUNER = %23”
e (csak teljesen kivezérelt jel esetében igaz)

Logaritmikus kvantalo

e Az ekvidisztans kvantalo esetében néha kaphatunk kiilénb6z6 SNR-t (emberi hang)
e A kvantal6 logaritmikus, ha a kvantalasi szintek és intervallumok eloszlasa logaritmikus.
e Logaritmikus kvantalé SNR-je:

f_cc x2p(x) dx

ffcf,glmp(x} dx

SNR = K'

e itt az I: osztépontokat meghatarozé fv, p: ismeretlen valségi eloszlasu jel

Differencialis kvantald

Itt az a I1ényeg, hogy felhasznaljuk az el6z6 minta tartalma szamit a jelenlegi szempontjabal.
Egy megvaldsitas, hogy azt mutatja, hogy egy jel csbkken vagy né az el6z6hdz képest.

hagyomanyos kvantalas: 01 11 1010 1001 01 01 00

differencialis kvantalas: 110010000

e Lehet egy masik megvalositas, hogy a beérkezett jelbél ismerve, hogy mi a kdvetkezd jelek
valészinlisége, a valdszinlibbhéz révidebb kodot rendellnk.
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Lloyd-Max algoritmus

e Optimalis kvantalét szeretnénk fogni.

e Mese: A nagyobb valdszinliségi helyeken a kvantalasi intervallumokat kisebbeknek valasztjuk.

e Ez azt jelenti, hogy egy olyan kvantalét megvaldsité figgvényt keresunk, ami a maximalis SNR-t
eredményezi neklnk.

{ope: max SNR

£(x)
e Az algoritmus lényege, hogy két kiindulasi halmaz van:
o A={A, .., Ay}: kvantalasi szintek kozti kilénbségek
o 0=1{0,,..., Oy}: kvantalé osztopontjai
e Az algoritmus a hiségkritérium megfelel6 mértékl csokkenéseig fut:
N
J0.0) = | x-a)pe) dx
ed J A,
i=1 [

e Az algoritmus lépései a kdvetkez6k



o Ha az adott Iépésben az optimalis Q ismert, akkor
":"'{-',opt = {X: (x o ‘?EJE < (x o QE)Z:VE [+ f}
o Ha az adott Iépésben az optimalis A ismert, akkor

fi‘-r x p(x) dx

Teont =] 900 dx

= E(x|x € A;) V¥

e Ez egy rekurziv algoritmus, mely az alabbi utvonalon halad:

E‘-(U)- Q(O) = ﬂnpt(l)r Q{U) = &upt(l)- Qopt{l) = ﬁﬂpttz)- ant(l) =



2. Derive the Nyquist criterion for ISI free communication over band limited
channels.

Szimbolum kozti interferencia

e Intersymbol Interference (1SI)
e Egy négyzetes jel az idétartomanyban egy szinuszos figgvénynek felel meg a frenvencia

tartomanyban.
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e Végtelen sav szélességet igényelne (?777?7)

e A savszélesség limitalasahoz sz(irét hasznalunk
e Minden impulzus atlapolodik

Nyquist
e Najkviszt észrevette, hogy bar az impulzusok atlapolédhatnak a szimbolumperiddusra, elkertilhetd az

ISI, ha ezeknek az értéke 0 a tébbi impulzus kdzepén.
e A nyquist kritérium kimondja, hogy nincs ISI akkor és csak akkor, ha:
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3. Describe the memoryless channel model (AWGN channel and BSC),
derive the bit error probability as a function of the signal-to-noise ratio.

(e

b Valrd_ w !
I

e Egy csatorna memdériamentes, ha a kapott szimbdlum csak azon a szimbdélumon dependal, ami abban
a very same pillanatban lett elkildve.

Plog = wilex = 2iy ey = 221, ..) = Plog = yilex = x4

BSC: Binary Symmetric Channel

e Egy olyan kommunikacios csatorna modell, amelyben binéris adatokat kuldink és annak a valsége,
hogy egy bit rosszul érkezik meg csak a bittél fugg.
e A BSC-ket a Bit Error Probability (bithibaarany) jellemzi, amelyet ugy definialunk, hogy

Fy=P{r=1lle= 0= Plr=0c=1).

AWGN: Additive White Gaussian Noise

e Az AWGN csatorna egy olyan kommunikacios modell, amelyben a beérkezé jel a kuldoétt jel és egy
normal eloszlas szerinti random valtozo 6sszege.
e Jellemzi az ¢*> DEVIANCE (tudja a fasz hogy ez mi magyarul lol - szérasnégyzet)
e Egy AWGN csatorna SNR-je:
e : P ;
SN Ri*”ii = 10-log (—*’—"'”.””' ) :

a

e BSC bithibaaranya az SNR fluggvényében:
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e Bizonyitas:
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e Veégen visszahelyettesited az o -t a P, -be.



4. Define and describe the properties of entropy, joint entropy, conditional
entropy and mutual information.

Entrépia
Entrépia: bizonytalansag mértéke.
Mese: Egy valdszinliségi valtozé entrépiaja ugy foghato fel, mint az altala reprezentalt véletlen kisérlet
kimenetelének bizonytalansaga. igy példaul nulla az entrépiaja a biztosan bekdvetkezé eseményt
reprezentald 1 valészinlségl konstans valségi valtozonak. Maximalis az entrépidja a
legbizonytalanabb kiementell egyenletes eloszlasu valségi valtozonak.
e Egy szimbdlum informaciétartalma: (Id: log2)

[(z) =1d

p[:.r
e Az entrdpiaja egy forrasnak az atlagos informacidja az elklldoétt Uzeneteknek:

H(X) =E(I(z)) = ) plz)-I(z) =) plx m!m

reX reX

e Az entrépia tulajdonsagai: (N az Uzenet hossza)
1. 0SHWX)<IdN

2. VX Vg(X) H(g(X)<HX)

Egyuttes entropia

e Két forras egylttes entrépigja:

o 1
A ZZP‘ pr;.,e;:l

e Az entrépia tulajdonsagai:
4 M) P e (O HEY))

H(Xap %) 2 weae (), - HHXW))
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Feltételes entropia

e Mennyi bizonytalansag marad atlagosan X-re nézve, ha van lehet6ségunk Y el6zetes megfigyelésére.
e Két forras feltételes entropiaja:

- 1
HiX|¥) =
(XY) = X Eple )4 s
e Az egyuttes entropia el6all az alabbiak szerint
H(X,Y)=H(X)+H(Y|X)=H(Y)+ HX|Y)

e Flggetlen forrasok esetén:

H(X,Y)=H(X) +H(Y)



e Feltételes entropia tulajdonsagai:
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Kolcsonos informacio

o Kullback-Leibeler tavolsaga két valségi eloszlasnak:

p x)
D(p(z)||g(a 11
p(x)llg(x) ZP Ao

o Kolcsonos informacio:

[(X,Y) = D(p(x,y)||plx) (y)

(X,Y) =33 pa,y)ld pzy) . :’;’q

pla)p(y)

e Kolcsdnos informacio tulajdonsagai:
o 1. Nagyobb egyenlé mint O (akkor nulla, ha X, Y fliggetlenek)
o 2. Kommutativ

e |gaz még, hogy:
I(X,Y) =H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(Y|X)

o Az dsszefliggéseket a legkdnnyebb ez az abra alapjan megjegyezni:

H(X) H{Y)




5. Define the typical set of an IT source (AEP) and derive its properties.

e Informacié elméletben a nagy szamok térvényének megfelelé fogalom az Asymptotic Equipartition
Property (AEP).

e A nagy szamok torvénye kimondja, hogy egymastdl fuggetlen egyenlé eloszlasu véletlen valtozéknal

az
1 v
LB X,

érték kdzel van a varhato értékhez kelléen nagy n esetén.
e Az AEP azt allitja, hogy

1 ; :
lim —1d p(xq,...,x,) = — H(X)

=00
Ahol x,,x, stb. egyenl6 eloszlasu valségi valtozok, a p(x,, ..., x,) pedig az x,,x, stb.sorozat
valdszinlisége.
e Ennek kovetkezménye, hogy a p(x,, ..., x,) valség kozel lesz az 27" értékhez.

e Ezlehetbvé teszi szamunkra, hogy szétosszuk az 6sszes szekvenciat tartalmazo halmazt kétfelé
o atipikus halmazra, amelyben a “sample entropy” kézel van az igazi entropiahoz,
o meg a nem tipikus halmazra, amiben minden mas van.
A konyv igy fogalmaz: “Almost all events are almost equally surprising”
Az X AEP IT source-hoz tartozé tipikus halmaz formalis definicioja:

iy -

A= {x = (@1,22,...1)

g-nH{X)-e _~ P[X] < h H{X ) 5}_

Tipikus halmaz tulajdonsagai

1. Annak valoszinisége. hogy egy random vektor a halmazban van:

f:l—f] EPF::-:EA] < 1
2. Tipikus halmaz mérete:

(1—¢). 2"HX)~e « [ 4| < gnBH(X)+e

Konkluziok



6. Define the properties of uniquely decodable codes, and discuss the
source coding theorem.

e Mese: Ez a téma a forraskédolashoz kapcsolodik, ami mas néven adattomorités. Ennek célja, hogy
egy Uzenetet, amely egy véges halmaz (forras ABC) elemeibdl allé véges sorozat, egy masik véges
halmaz (kédabécé) elemeibdl allé sorozattal reprezentalhatjuk gy, hogy ez a reprezentalas a lehetd
legroévidebb és belble az GUzenet visszaallithato legyen.

e Az X itt a forrasabacét az Y* pedig kdodszavak halmaza. A kettd kozott egy fliiggvényt kédnak
nevezink. X elemeibdl alkotott sorozatok az tizenetek / kbzlemények.

e Az f:X— Y egyértelmiien dekddolhaté, ha minden kodsorozat csak egy tzenetet kodol,

pontosabban, ha u, v (izenetekre

Sy f(uy)...fw) = f (v ) (V) f (Vi)
akkor és csak akkor, ha u=v.
e [Ez a Petra altal irt definicié. A Lina jegyzetében szerepld defi: (értelmezésem szerint egy kddsz6 sem
all el6 masik kettébdl, de ezt nem 100%-ig értem)

CQxilm) 4 € (1) AETR

o Prefix kéd: ha a lehetséges kddszavak kézll egyik sem folytatdsa a masiknak, vagyis barmely kodszé
végeébdl barmekkora szegmenst levagva nem kapunk masik kodszét. Egy prefix kod egyben
egyértelmien dekddolhato is. (£ : does not precede)

e Invertalhaté kéd: (ez sajnos nem tlinik szamomra logikusnak)
X, 7%, 2CE)#CEx,)

e Prefix, invertalhaté és egyértelmiien dekédolhaté kédok viszonya

o

e Példa
Ci
Ko | duveudUelsl| epdeig . | prdxed
X4 o no 0
X 010 11 1
-x‘g‘ no 0 100

Ay 0 A10 101




o Kraft (McMillian) egyenlétlenség:
W
= —-i»
21 |x =2 = prepix  \eod-
P

=

e it az I(x) a kddsz6 hosszat jelenti:
Lol= o CC;)

e Az atlagos kodhossz:

e = ﬁ@ch-pfr} =B {t{xag

Forraskddolas alaptétele

e Meghatarozza a lehetséges adattdmdrités hatarait.
e Azt mutatja meg, hogy lehetetlen ugy témdriteni adatot, hogy az atlagos kédhossz kevesebb mint a
forras entrépiaja, vagy legalabbis infot fogunk vesziteni.

HX)<L=) px)- i)

e N fiiggetlen és egyenletes eloszlasu véletlen valvaltozé H(X) entropiaval NH(X) bitre tomérithetd
informaciévesztés nélkdil.



7. Describe the Shannon-Fano, Huffman, and arithmetic coding and discuss
their performance.

Shannon-Fano

e A Shannon Fano kdédok kédhossza:

Dot - XXy L. %y {
&&E:I—Ld @}7
P4 Pzl . 2. =N

e Tulajdonsagok:
= Q&)
t.) profar Lesd. %_ - < |

Y |l (€ LB £ H& 74

e gy kell csinalni az algoritmust:
o A valségeket megfogod és csdkkend sorrendbe rendezed.
o Felosztod 6ket kétfelé ugy, hogy a lehet6 legkisebb legyen a két csoport kdzott a kiildnbség a
valség dsszegben.

3 = ruow 3 \] F PO ) :j__‘ Fixl)

A bal oldalonak 1-es értéket, a jobb oldalinak nullat adunk.
Addig ismételjuk ezt, amig minden szimbdlumnak értéket nem adtunk.
Azt illik tudni, hogy ennek nem feltétlendl optimalis kod lesz a vége.
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Huffman

e Optimalis kéd megvalésitasara alkalmas



Kritériumok az optimalis kddhoz

O PI<Py< - <Dy

o Iy =1y, ésazutolso biten kilonbozbek

°© p;zp— [, < Zj
Binaris fakat hasznalunk itt is.
A két legkisebb valészinliség 6sszevonasaval addig redukaljuk a problémat, amig az trivialis nem lesz,
vagyis amig 6sszesen két valdszinliségink marad. Ezt n-2 I1épésben érhetjik el. Ezutan az
O0sszevonasok megforditasaval, mindig a megfeleld kddszo kétféle kiegészitésével Ujabb n-2 1épésben
felépitjik az optimalis kodot, a Huffman-kédot.
O(n”*2) komplexitasa van a cuccnak.
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Adaptiv Huffman

A fenti algoritmus két Iépésben hajthatd végre. El6szdr meghatarozzuk a forrasbetik relativ
gyakorisagat ~ valészinliségét, majd ennek felhasznalasaval elvégezziik a tényleges kédolast.

Nem mindig engedhetd meg azonban olyan nagy mértéki késleltetés, hogy csak az 6sszes bemeneti
adat megérkezése utan kezdiink hozza a kimenet eldallitasahoz, masrészt a kétmenetes beolvasas
akkor is lassitja az algoritmust, ha a bemenet mar rendelkezésre all.

Emiatt a gyakorlatban egymenetes algoritmust célszer{i hasznalni.

Egy forrasbetlit az el6z8 forrasbetiik gyakorisaga alapjan kodolunk, se ezzel egyutt Iépésenként
valtozik maga a kod. Tehat az aktualis forrasbetl kddolasat egy az el6zéleg feldolgozott forrasbetiikre
optimalis koddal hajtjuk végre

Ez az Adaptiv huffman.

Shannon-Fano-Elias kod

Prefix kodok hasznalataval akar 1 bitet is veszithetiink a tomdrités also korlatjahoz képest. Ezen a
blokkonkénti kddolassal lehet segiteni. Azt azonban Iathatjuk, hogy minél nagyobb a blokk méret amit
valasztunk, annal kisebb lesz a veszteség VISZONT bejon a késleltetés mint tényez8, ami
exponencialisan né a blokk mérettel tehat szopé.

Aritmetikai kédolas: valos idében térténik a kddszé elballitasa és visszafejtése, nem Iép fel késleltetés
akkor sem, ha nagyon hosszu blokkokat kédolunk.



e Az SFE egy aritmetikai kddolas (Ha jél értem)
e Felsé hatér:
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e Es akkor a harom hogy hasonul egymashoz

e Diohéjban: Ahogy né a teljesitbképesség ugy csokkent az implementalhatosag. Komplexitas vs
teljesit6képesség.
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8. Describe the LZ based compression algorithm.

LZ77

Eddigi kddoknal az ado6 és vevd kdzott atvitt bitek két csoportra oszlanak:

o El6szoér atvissziik a blokk kédot leiré informaciot. Ez egy allandé kdltség, mely fliggetlen az

Uzenet tényleges hosszatdl.

o Majd atvisszlk az Uzenet kddszavait.
Eddig azt mondtuk, hogy az (zneet végtelen hosszu. llyen médon a kodok aszimptotikus viselkedését
tekintve az allandd koltség fajlagosan nullahoz tart, tehat elhanyagolhaté. A gyakorlatban azonban
véges forrasokkal van dolgunk.
Véges forrasok esetén az allandé koltség akar nagyobb is lehet mint az lizenet kddszavainak
hosszusaga.
Ezt elkeriilendd, j6 lenne, ha rendelkezéslinkre allna egy olyan technika, amelynek nincs allandé
koltsége, de aszimptotikusan ugyanolyan j6 tomoritési aranyt ér el, mint a blokk kodok.
Az allando koltség abbdl adddik, hogy a kddot a forrason elézetesen elvégzett statisztikai vizsgalatok
alapjan hozzuk létre, tehat ezek az adatok szikségesek a kod leirasahoz.
Ehelyett menet kézben fogunk informaciét gydjteni a forras szimbdélumokrodl, vagyis az aktualis
szimbolumot az ezt megel6z6 szimbdlumok alapjan kédoljuk. Az ilyen kddokat adaptiv kodoknak
nevezzuk. pl Adaptiv Huffman
llyen adaptiv kédok a Lempel Ziv kodok is

1977-ben publikaltak nahat

A kédolé a forras szimbdlum sorozatat egy /4, hosszu csuszé ablakon keresztll vizsgalja. Az ablak két
részbdl all: egy keres6 pufferbdl, amely a legutobb kodolt #, darab kédolandé szimbolumot
tartalmazza, és egy eléretekintd pufferbdl, mely a kdvetkez6 4. darabot. A, =k, + h, .

A kodolé a keresé pufferben megkeresi az eléretekinté puffer elsé szimbdlumaval megegyezé
szimbolumokat. Ehhez egy hatrafelé haladé mutatét hasznal.

Megnézi, hogy a megtalalt pozicidkkal kezdédéen a keresd pufferben lévé szimbdlumok milyen
hosszan egyeznek meg az el6retekintd puffer szimbdlumaival, és a talalatok kozul azt valasztja ki,
amelytdl kezdve a leghosszabb az egyezés.

A kédolé ezutan kiild egy <t, h, ¢> (MARIHUANA LOL) harmast, ahol

o t: keresd pufferben megtalalt szimbdlum tavolsaga az el6retekintd puffertél

o h: akeresd és az elbretekinté puffer egyez8 szimbdlumainak legnagyobb hosszusaga

o c: az els6 eléretekintd pufferben 1évé nem egyezé karakter kodszava

m hogy elkeriljuk azt, hogy az el6retekinté puffer szimbdlumait nem talaljuk a keresé
pufferben. llyenkor t és h értéke O.

Ez egy nagyon egyszeri{ adaptiv algoritmus, amihez nem kell ismernink/tudnunk semmit a forrasrol.
Raadasul a hatékonysaga aszimptotikusan kozeliti az optimalis algoritmusét.
Feltételezzik, hogy a kddolt szimbdlumok periodicitasa kisebb, mint a keresé buffer hossza -> nem
igaz ezért van LZ78
Példa: https://www.youtube.com/watch?v=cSyK2iCqr4w



https://www.youtube.com/watch?v=cSyK2iCqr4w
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LZ78

e A kddold és a dekddolo is szotart épit az el6zbleg eléfordult sorozatokbadl.
a kodolo szotar a kodolo szotar
kimenete index bejegyzés kimenete index bejegyzés
{0, f(d)) 1 d (4, f(c)) 10 bac
(0, f(a)) 2 a (9, f(b)) 11 dabb
(0, f(b)) 3 b (8, f(d)) 12 acd
(3,f(a)) 4 ba (0,fle)) 13 e
{0, f(e)) 5 C (13, f(c)) 14 ec
(1, f{a)} G da (1, fle)) 15 de
(3, f(b)) 7 bb (14, f(d)) 16 ecd
(2, f(c)) a ac (13, f(e)) 17 ee
(6, f(b)) 9 dab

e A kodold megkeresi a forrasszimbolumok aktualis pozicidjatol kezd6doé leghosszabb egyezést a

szétarban.
e Atkiild egy <i, c> part:
o i: az egyez6 karaktersorozat szo6tarbeli indexe
o c: az elsé nem egyez6 karakter kodja
e Majd felveszi a szétarba az i. indext karaktersorozat és a c karakter konkatenaciéjaként kapott
sztringet. Ha nem talal egyez6 karakter sorozatot akkor a <0,c>-t.
e Az algoritmus egyik hibgja, hogy a szotar folyamatosan korlat nélkil ndvekszik. A gyakorlatban egy
bizonyos hataron tul gatat szabunk a névekedésnek:
o rendszeresen eltavolitjuk a felesleges vagy ritkan hasznalt szimbdlumokat
o vagy egy fix idd utan fix szétarasként mikodik tovabb az eljaras.
e https://www.youtube.com/watch?v=qVmpPk1C2wc

LZW

Terry Welch médositja az LZ78-at ugy hogy megtakarithaté legyen az <i, ¢> -bél a c elkildése.
Szilkséges, hogy a szétaban mar a kiindulé allapotban is szereplien az 6sszes egybetlis szimbolum a
forrasabécébdl.

e A kodolas soran az aktualis poziciotdl kezdve addig olvassuk be a forrasszimbélumot a p pufferbe,
amig a sorozat szerepel a szotarban. Ha az a karakter az elsé olyan amelyre pa (konkatenalt) nincs
benne a szoétarban, akkor atkildjik a p sorozat indexét, a pa sorozatot felvessziik a szétarba és az a
karaktertdl kezdve folytatjuk az eljarast.

e Pl a GIF formatum LZW-t hasznal.


https://www.youtube.com/watch?v=qVmpPk1C2wc

9. Describe the channel coding theorem, and define the channel capacity
and elaborate on its calculation for symmetric channels.

Bevezetés
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Cél: Zajos csatornan megbizhaté info atvitel
csatorna ~ atviteli kdzeg
két probléma:
o csatorna bemeneti ABC /= forras ABC
o atvivé kdzeg zajos, tehat a bemenet nem feltétlenll egyezik meg a kimenettel
e czeket a problémakat hivatott megoldani a csatorna kddolas, elvi lehetéségeit a csatornakddolasi tétel
mutatja meg
a beadott Uzenetek bizonyos valséggel meghibasodnak
e a csatornakddolas alapvetd problémaja: hogyan lehet egy megbizhatatlan eszk6z6n (zajos csatorna)
Uzenetet atkildeni ugy, hogy minél jobban kihasznaljuk a csatornat
ennek a kihasznaltsagnak elvi hatara a csatornakapacitas
k/n az adatatviteli sebesség (amugy R-rel van jelélve mashol)
ezt az értéket szeretnénk értelemszerlien maximalizalni. tehat mi az a max k/n, amin még megbizhat6
a komm?
o Shanon tétel:

SRS
CHk

BSC eset

e Binary Symmetric Channel ugyebar
e |tt a H(P,) az entropia, P, pedig a bit error rate (annak a valsége, hogy egy bit atfordul)



Csatorna, csatornakapacitas

A diszkrét csatorna leirhaté a bemeneti ABC-vel a kimeneti ABC-vel és az atmenet valészinliségekkel.
Az ABC-k legalabb két elem( véges halmazok.

Mindig feltételezziik, hogy nincs szinkronizacié hiba, tehat a szimbélumok nem vesznek el utkézben,
max sérulnek.

e A csatorna akkor diszkrét memdriamentes, ha a kimeneti szimbolumanak eloszlasa mindig csak az
aktualis bemenettdl fligg.

Meghatarozza az adatatviteli sebességet
minden diszkrét memadriamentes csatorna esetén

C=max s, .@:’:I = Iier.X{Hlf}f] = H(YUU}

jll: J':| L

Csatornakodolasi tétel
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10. Define and explain the relationship between the following properties and
parameters of error correcting codes

1. minimum code distance;
2. code-length and message-length versus performance (Singleton and Hamming bounds);
3. general algorithmic complexity of coding with tables

Bevezetés

forras kidold csatormna |— dekodold nyeld

e u: Uzenet vektor, c:kdd vektor, v: vett vektor, csatorna kimenete, f: kddolé fv, g: dekodold fv
e aforrasabc-bdl (F) kiveszink egy k hosszu u vektort és leképezzilk egy n hosszu c vektorba (ez a
koédabc/csatorna bemeneti abc-bél van: Q). A csatorna kimenete egy szintén n hosszu v vektor lesz
(Q-beli). Abban az m pillanatban, amikor a ¢, != v, hiba tortént.
o hibak szama: t = d(c, v) a hibakat tartalmazza, ahol ¢, |=v,, ezt nevezzik Hamming tavolsagnak

d| e, v) valoban tavolsdg, hiszen
die. vl =0, €s igaz a haromszog-egyenlitlenség:

die v) =d(v e, die,v) < diew)+d(wv).

o dekddolasnal azt csinaljuk, hogy megkeressilk a v-hez azt a ¢’ kddszo6t, ami a Hamming
tavolsag szerint a legkdzelebb van hozza. Az a trikk, hogy ugy kéne meghatarozni ezt a
fuggveényt, hogy ne kelljen az 6sszes d(c,v)-t kiszamolni. Ha ¢’ = g(v), akkor

d(c'. v) = mind(e, v).

(=4

o tablazatos dekodolas: ha mégis felirnank az dsszes ilyen kddszot, akkor egy tablazatba
lehetne rendezni, de ez egy nagy komplexitasu feladat (pazarlas). Komplexitasa = q" db
Uzenetbdl all, ahol g = |Q|.

El6adas példa komplexitasra:
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e Az fkodolo fv leglényegesebb tulajdonsaga a kédtavolsag, amit d, -nel jeldlink. Ez a C kod egy

paramétere, amit ugy lehet kiszamolni, hogy vesszik a Hamming tavolsagat az eredeti kddszdnak és a
dekddolo fuggvényben kapott kddszénak és kivalasztjuk a legkisebbet.

o Magyarabbul: végignézzik, hogy melyik dekodolt kodszé tér el legkevésbé az eredeti kodszotdl
és ahany bitben eltér, annyi lesz a minimalis kéd tavolsag.
Cﬁ '\.-I_LA.LL : Lt dl. (_l_:::_ {_:*I :!
e €6
Q J': -1

188

e Hibajelzésnek nevezziik azt, amikor nem azt kérdezzik, hogy hany hiba van, hanem hogy van-e hiba?

Nyilvan egy v vett sz6 esetén akkor tudjuk a hibazast észrevenni, ha v nem kddszo, amire garancia,
hogy ha c kuldétt kodszo esetén:  d_, > d(v,c) => d., >t
o tehategyd,, kodtavolsagu kéd minden, legfeljebb d ;-1 szamu hibat jelezni tud.
o helyes dontés: v vett szébdl a c kiildott kddszé egyértelmiien visszaallithatéd legyen, vagyis
minden mas ¢’ kddszoéra igaz lesz az (1) képlet

o Hibajavitas képlete a haromszdg egyenlétlenség alapjan jon ki:

doden déudes Q) dlca) <2 dle' )
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Singleton korlat, Hamming korlat (lila keretben van, a kékek specialis esetek):
4.1. tétel (Singleton-korlit). Egy M kodszobdl dlls, n hosszi és dyn kodtdvol-
sdgii kodra
M< qF“‘frrn'n‘H‘
B1zoNYITAS: Legyen & egy természetes szdm, melyre
' <M<,
Jellegzetes esetben M = g*, vagyis a kodolo k hosszi forrdsszegmensekhez

rendel i hosszi vektorokat. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a kddunk [, k) paramé-
terii. Ebben az esetben a Singleton-korlat alakja

i J\L}L’JLO\A. rordet oﬂm'-"z no kol d

MERERYRNG RFTarEn

S HC{.U...M% eoqdok *’z (T) L i ;..“
T | i=a
(tesito oqaknt  Ewgesnc) ac
‘ [y = = odotk  t,uw
(s ohmks Lm"rm) L Qof —:'
"
=1
2 —=> Petert wodor

4.2. tétel (Hamming-korlat). Ha egy (n. k) paramétert kod t hibat tud javitani,

akkor :
2 (’;){q -1y < gt (4.3)

i=0

o MDS: Maximum distance separable
General algorithmic complexity of coding with tables

kédolos
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11. Introduce the concept of linear block coding and explain the meaning of
systematic codes, generator matrix and parity check matrix (and their
relationship), algorithmic complexity of linear block coding (including
detection).

e Az altalanos look up tables kodolas nem tul hatékony: azért, hogy ezen javitsunk bevezethetjik a
linearis blokk kddolast.
Generator matrix

4.3. definicié. Egy C kod linedris, ha a C halmaza linedris tér, azaz ha minden
c.c eCrec+c' eC.

[k fertes

aEEm t) g{/ 7 [ %m .%{‘”, e QE.H?J

Gcg«——?g=zuc%ﬁ]

f=a
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e G halmaz elemeibdl soronként képzink egy matrixot, ez a generator matrix.

e Az u az Uzenetvektor.
e [Ezt a generator matrixot 6sszeszorozva az lizenet vektorral megkapjuk a kédvektort.

Szisztematikus kédok
e Egy kodot szisztematikusnak hivunk leirhaté a Uzenet bitjeivel és még par kiegészit6 bittel, valahogy

igy:

c|= (u”u.,' ot Al ,Pq Q) Pyl Pﬂ_b)

e Ebben az esetben a G generator matrix eléall az alabbiak szerint:



= L ITL LB s

Ahol ugye | az egységmatrix, B pedig egy matrix.
e Dekoddolasnal csak el kell hagyni az Gzenet végét. (értelemszeriien)

Paritasellen6rzé matrix

]
L
o

]Gr o it = C[‘HL)

,__H (==

H segitségével tehat meg tudjuk allapitani, hogy egy vett sz6 valdban kédszo e.
Arra jo, hogy csokkentsiik a dekddolas komplexitasat.
Ugyanazon C generator és paritds matrixa kdzott fennall az alabbi 6sszefliggeés:

Wil

(N

e [Ezt a paritas ellen6rzdé matrixot ugye ugy legéztuk 6ssze, hogy ennek meg a vége az egységmatrix, az
eleje pedig a B transzponaltja. (szisztematikus kodoknal)

H = [A..’u--ijL-H.f”. .l"-‘llx{.-.---..l".:l] . where A = BT
Szindréma vektor, hibajavitas

e |tt az az official definicio a kdnyvben, hogy s=eHAT
e Ha a kddszé c és a vett sz6 v, akkor e = v - ¢ (hibavektor)

*:_—hr--'-'—'ﬁml gT L2 SN RVCIS NP IR
| | | g ek
A Lt 2 MLt /
/ [t tiodd ._t[ B B
2t reanii
lascd L

Ve+e P C = f+e

e Altaldban pont ezzel fogunk dekddolni: a vett sz6bdl kiszamoljuk a szindrémat, amibél az e-t, amit
kivonva a v-bdl megkapjuk a kédszéra vonatkozé becslést.

e A trikk az, hogy erre az egyenletre tdbb megoldas is van (az e-re), ezért vannak ez az ugynevezett
hibacsoport: E_s (2%k eleme van egygébként)

e Ebbdl kivessziik a leggyakoribb /legkisebb sulyu e-t és azt hasznaljuk. (ez a csoportvezetd)



Extra definiciok
4.9. definicié. Egy c¢ vektor siilya a koordindtdi kozott levé nem nulla elemek

szdama, jelolése w(c).

4.4. tétel. Ha C linedris kod, akkor a kodtavolsdga megegyezik a minimalis sti-

lyaval, azaz

i = Whiiti:

Algoritmikus komplexitas
e encoding, decoding ~ G-vel szorzas
Algorithmic complexity of detection (offline): O(2" ).
Algorithmic complexity of encoding and decoding (online): O(n - k).
Algorithmic complexity of the whole scheme: 1 LUT (detection) + 2 matrix-vector mul-

tiplication + truncation.
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Példa feladat a tételhez
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12. Give the construction of binary Hamming codes (define the
corresponding matrices and the error correcting capability)

e A Hamming kod egy olyan binaris, linearis kéd, ami 2 hibat tud jelezni és 1-et javitani.

o 1 hibat tud javitani: 1 = (¢, V) esetén biztos meg tudjuk mondani v-bél c-t.
e [Egy hiba detektalasa esetén a szindréma vektor megtalalhat6é a H paritasellenérzé matrixban, az egyik

oszloppal megegyezik.
o oszlopai linearisan fliggetlenek
o n=2"1 féle oszlopa lehet a H-nak
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e A Hamming kddok perfekt kodok, mert teljesil a Hamming korlat.

Hamming kéd felépitése
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Paritasellen6rzé matrix:

Legyen a majdam kod ]:;arit_ﬁsmétrixa:

H=(al, a],...,al).

i sl oo,
Heam = (Lo ] -;&-'f-)x@-u}> A= B (e

Generator matrix:

gkﬁut'( Lo l ;ﬂf'”{“"‘q> |

Multiple error correction

Multiple error correction

Theorem. If a Hamming-code can correct every ¢ error, A must have at least 2¢ inde-
pendent column vectors.

Detection rule for ¢ = 2: the syndrome vector matches with one of the columns (single
error) or with one of the two-element-sums of the column vectors. This is highly inefficient
to check.



13.Describe the Reed Solomon codes (generator matrix, parity check
matrix, performance) + elég j6 a sztori Rudi kidolgozasaban

Mese

e Ahhoz, hogy t hibat (2 v tébb) ki tudjunk javitani, Uj dolgokat kell bevezetni: quaris kédok — GF(q),
polinomok GF(q) felett, Shift Registerek, linearis ciklikus kédok, ETA (mami kedvence)
e Mivel nagyobb domainbe Iépiink, nagyobb az esély a hibazasra.

Bevezetés

e Az RS kédok a linearis kddok egyik leggyakrabban hasznalt fajtaja
e Galois Field GF(q)-ban vagyunk, ahol

GF(q)=1{0,1,2,...,q—1}

o qprimszam
Osszeadas és szorzas (IKEA) miveletek vannak értelmezve modulo q artimetikaval
Egy elem rendje:

ord(a) = 1111}‘1{”;" =1}

1<k

o minden GF-ben van legalabb 1 primitiv elem
2

o Alfa GF(q) primitiv eleme, ha €¥. (i ..’ 1 expand the field.

AZAZ, ord(a) =q—1
o GF(q) feletti polinom és vektor reprezentacio:

2

a(z) =a+a;-z+az-z°+---+a, z"

a(z) & a = (ag,ay,..., [+ 29

Reed Solomon kod konstrukcio

Crs(n,k), GF(q) felett, aholn=q -1
az Uzenetet vektoros reprezentacioban irjuk fel:

L—'FT'(.u” \, .. u-.Lq} EEGT'(W\

ehhez rendeljuk az Gzenetpolinomot:

M ERRCENEIESTH Gl S PRV .

Alfak: GF(q) kilénb6z8 elemei, ahol n <= q


https://drive.google.com/file/d/1qtL27s_cUYhSyKszjJLB3iU_1qbicaXR/view

O{o"ih. - Oj\u—--{ E:_‘.v GF (.q_}

l'J'L-'_' + d\‘ \{“1 = .. W=l

l‘=“'
o + 0 i

Lagrotdo | GT(er)

e Az u lUzenethez tartozé n hosszu ¢ kbédszavakat el6allitjuk
o felirjuk a vektoros és polinom reprezentaciéjat:

( L = (Co 23 " C"hnt\

-4
C{J’\\}::: c'u*_cl-""_c,)_:“:l_"’,a,ch—,{ x“’
o Alfat behelyettesitve és pl az n-1-re kifejtve igy néz ki:
co = u(0otp)
cr =uloy) '
¢ =ulol) L 5 1
= = C“'d = U. (x} i Ua + ul D'{Ll-'a{ * uld\ll,.-,[ + e L‘l\k—--" d‘“—i

X =,y
Cn—1 = ”[ﬂ-n—I]'

e Belatjuk, hogy a Reed Solomon kdd linearis és felirjuk a generatormatrixat

C:LLG‘

—
—_— =

Generator matrix: k x n

4 A { 1 _[
G_ = HFo oAy E’\j Ay 4
—— ' 5 i
— do D{‘:L ‘-J‘:,-: S
' | "l"..--{
G‘\;-‘I ﬁi,., 0{1 h "

e Masik konstrukcioban: Legyven o a GF(q) egy nem 0 eleme, melynek rendje m, m > n
Es a fent emlitett konstrukcidban az alfakat médositjuk a kdvetkezé médon:



. | =]l
u- A
d‘u-a =
Ekkor a generatormatrix:
¥: ] 1 |
1 o (12 (I.ﬂ_l
G=|1 & o cr 2n=1)
1 okl g2tk-1) ... glk=1)n-1)
Paritasellen6rzé matrix: (n-k) x n
|,'- - w=4 =
'1. u't [} i a - 5 Iy d\ O
= T Y - 4
_l[j n <A [} A 4
-4
ﬂ. I.'A-t Q{\:_ 0{1_
A
L5
» SN .

71 o{h-k_ d"‘-‘k

Kédtavolsag (d, ), MDS bizonyitas
Proof. As deg(u(r)) = k — 1 = u(z) has maximum k — 1 roots. This means, that Ve

codeword has maximum k& — 1 nonzero CO]H]’)OHCH‘ZH.



J) 0. (T iR wm#mm(mow n@)‘
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@ = | n- wam( D{lm.»—d_mrim\

n - (e-1)

:_:’ hH\L#:’*

@ d € u-e A

S radich

L"‘/“' Aucn = -t +4 \H'D.S odde

Tehat a Reed Solomon kéd maximalis tavolsagu

e Ebbél kdvetkezik, hogy n - k hibat tud jelezni

n—k

° t=[ 2 Jhibéttudjavitani

Performance

The only problem: complexity of the lookup table used: O(g"*).



14. Describe the steps of the Error Trapping Algorithm for error detection in
the case of cyclic codes

e Linearis, ciklikus kddokat vizsgalunk

4.21. definicié. Egy

vektor ciklikus eltoltja a
8¢ = (cy—1,€05---+Cn-2)-
S-et a ciklikus eltolas operdtoranak nevezziik.
4.22. definicié. A C kddot ciklikusnak nevezziik, ha barmely kodszo ciklikus el-

toltja is kodszo.

4.23. definicié. Rendeljiink polinomot az egyves kodszavakhoz a kévetkezd mo-
don:

{!—[L'ﬂ:{‘]:..,:r_‘” ]] = [I[-ﬂ_{L{]+{h]-r+"'+f}r ]_,(J'r ]:

ekkor a ¢ kodszonak megfeleltetett ¢(x) polinomot kodszépolinomnak vagy rivi-
den kédpolinomnak nevezziik. A kédszopolinomok halmazat C(x)-szel jeléljiik.

e |tt ezeket a polinomokat altalaban GF(q)-ban nézziik ugye
e Linearis ciklikus kddokra - ez a generator polinom

34O (@t et) T gl = ek
A%, =1 {2potivoul
D Lo ety [ [
W) 40

S
¢ (5,2)
du-v F |4
ClhliMtin idom r,_ﬁ\/
e oo binon e i I O G&h—uf'{l} 9 ...O
IS = O cﬁ'ﬁ e %h'mq’lﬂ-rﬂ

= kexvi

- - = = -

Qe ba A



Theorem 6: If the generator polynomial g(x) of C has degree n-k then
C is an [n,k]-cyclic code. If g(x) = a,+ax+ a2x2 Foact @ x"" then a

generator matrix for C is the k - n matrix,

 e(x) | |2 a a - a., 0 0 0
x g (x) 0 a, a Aypp—1  Ayy 0 0
ng(X) = O 0 a(] an—k 2 an—k 1 an—}’c 0
k—1 :

x"g(x) 0 0 0 a.

ElGismeretek
o Ugy altalaban arra jok ezek a faszom shift regiszterek, hogy csdkkentik a komplexitast, ha jol értem.

LFFSR

e Linear Feedforward Shift Register
e Arra jo, hogy polinomokat szorozzunk 6ssze

o)

&Y = ubd o)

LFBSR

e Linear Feedback Shift Register
e Arra jo, hogy polinomokat osszunk vele (maradékmentesen)

L= Ty =
—3| levse & s (%)

LFBSRwr
e LFBSR maradékkal
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igy nézki ez a kodolas most hogy tudjuk mi a generator polinom meg a shift regiszterek:

eix) B b
ki . (leftlecac iy
W) _:__;_t__,_ Cexy A [t“'}'lti"] . .,_)
e LFFOR r\f’ ]_Px,ﬁj I‘. : 1}: r‘—
L — ‘ S
o R e . /
fead X i
Ak 0l X =
AL >y T = _E-'— —
| g i | 1 3 LL{xY
‘T g il 6 =
e i |
| | | AT -
- ; —a(x y !
_,L-I =i} --‘—'li' 6 .
- | 1 k P 5] -
| B | g g o 8
= 5
e — = . — = =

Error Trapping Algorithm

http://www-math.ucdenver.edu/~wcherowi/courses/m7823/cyclicll.pdf szevasz mami
e Az ETA egy mddszer, amivel azonositani tudunk ciklikus kodhibakat, anélkul, hogy LUT-okat
hasznalnank.
e Csak burst errorokat képes felismerni.
o Eddig minden olyan hibakat javitott, amig random oszlottak el a kddban a burst error 1ényege,
hogy csomosodva van.
e Alap otlet:

_.{_} U™ = LA (x) -('I‘“{k'j 4 €(x)

2 rix)= © (Y (ﬁlﬁj + Y%
e Tehat ha a megkapott v(x)-et osztjuk g(x)-szel akkor e(x)-et megkapjuk osztasi maradékként. Ebbél
kovetkezik, hogy
deg(e(z)) <n -k - 1.
e Mivel azt feltételezziik, hogy burst error, azért azt mondjuk hogy az elsé és utolso hibas biz kdzotti tav

max. n-K.
e Na most ebbél valahogy ez kdvetkezik: (i, az els6 hiba pozija)


http://www-math.ucdenver.edu/~wcherowi/courses/m7823/cyclicII.pdf

e(x) = zr(x)
Es akkor itt az egyenletbdl ez jovoget kifelé:

v(r) mod g(x) =e(x) mod g(x)

rv(r) = a(z)g(x) 4 riz)
rte(x) = b(x)g(x) + r(x)

NA ok ezt majd megérti jobban akinek 6 anyja van. :D



15. Describe the cyclic RS codes (generator polynom, parity check

polynom, implementation)

Ciklikus kédok
e C kodot ciklikusnak nevezzik, ha barmely kodszo ciklikus eltoltja is kodszo

C AL
_,Fz'l - S c £ G (‘:_me.)
L} E—r‘m lvl‘"n
.‘(.:\'1':::I € C: = v - C 1"9('9[ £ d %
e Ciklikus eltoltja a c kodnak és c(x) polinomnak:
e (C" Cq ..l Cuda C’t\-k ) e CRY = C, +Cy X +C;?\z Lo B .l | i
Q' - Sl ¢ (Cu\.* Qe C4l -1 Cu-l) e =l A R L o S P S ST S SR

SRR ED S E bl o) L lal.l

X C(x) = ¢, ®+ ¢, ®° +C;"*3+---*Cu-;)“ +| Clui - K
=(C“_l\’ CL&—»\ EE .:,L(x) QLD

o Az RS kéd MDS (optimalis) és ciklikus (valés idejl implementacio)

Paritasellen6rzé matrix és polinom

m

L) = T (*-at)

(=n-tetq

-

4



H-c =0
H =r~4 A | * dﬂ"“'] [ Ic. Y
= AL d® | A% e S Gy
Al o3| g® x 30 = 0
woe (v -l
L..ﬂ c’& ) -8 .:l

Clisg
—

e A kddpolinomba behelyettesitjik az alfakat + felirjuk a generatorpolinomot

v < -1}
() |=|Cq *C{d JrClich‘x:i +] .1 +Cu_1-u‘§u =0 o LG
X -l
w=k
) = II (;q_{,gf:} U.(.{'\\j = C&@’J' u ()
.L” ; QED
§ 6

L

linomja, ha megmutatjuk, hogy osztja az (x" — 1)-et. Ez utobbi azért igaz, mert
g(x) gyokei az (x" — 1)-nek 1s gydkei, ugyanis

{U’.‘.)” = {ui}m - um: — {um): — 11
ort " .
eZer xu_1=l_[{l._ﬂ!]1

i=]

Generatormatrix és generatorpolinom

L?ﬁ.u" w = ',{
ettt Uil 7
R ITRRTREE S N i il el B O 5 G&h—ufkﬂ 9 L.-L b
&\ = 0 '%ﬁ Ko P B T %h-h—q"ﬂD,-D
= ke H g
] 2= EE B = i B s

Qurtea A



e g(x) és tulajdonséagai:

n-

Q&) = T | (%] = o)

o

Osszegezve

¢¥ (2%)
A= T (-4)
h &)= r\ (x-4')

Tl
N deg () - w-
2 ol =4 {2potiatin
3) ep) = gl ul
W) qe

PR

u.%aiﬁ‘do 1 vkl eleune

% P g



Implementation

fjnm.'.n'-s, S TO ST 9 '-%‘-'nﬂafeu'ma

JL oy
2 KE)
[

Now we arrived to a very special place. We have an optimal (MDS) code with the optimal (real-time)
realization. However, we cannot be exactly happy, because the complexity of the shift registers are so
high cause of the q—ary -::'lnmam it cannot be implemented on the current families of VLSI chips.

In order to fHake it imip fableé. we should introduce the fundamentals of ininimal polynoms over

, and the Bﬂ&E—Chaudhun Hocquenghem codes, which are not MDS, but close to optimal and
actually easily implementable, because every multiplication inside of a shift register is implemented with
either a wire or nothing, because the polynomials in this code has 1 or 0 as coefficients.

Implementation in binary domain

Definition. A polynom over GF(q) is irreducible, if it cannot be written as a product of
two lower-degree polynoms.

Theorem. Let ply) be an e polyr
Then, any element q of the ﬁEId GF (p ] can be uniquely mapped to a polynom ¢(y) over
GF {p}, with the following operation:

ynom with degree m in G F(p), p prime number.

a, B € GF(p™) +— aly).bly) € P(GF(p))
7=a+ 8+ cly) =aly) +bly) meod p(y)
T=a-8 > cly) =aly)-bly) mod p(y)

Theorem. In this field, the first-order polynom y is be a primitive element.

afr)=ap+a T+ -+ a,- 1"
ﬂ{I]=ﬂn{y)+a1[y] B +an{y]-:.':“
a(z)=y* -4y -z+.-+y"

Construction of optimal binary Reed-Solomon codes: t = (n,k);p=2,q= 2" n = 2""1



16. Describe the CDMA/FH system and the CDMA/DS system with
Walsh-Hadamard codes and with random codes

Probléma: Vannak felhasznalok, akik tetszéleges id6ben szeretnének adni infot egy k6zds csatornan.
Nincsen kozottuk semmilyen koordinacio és a teljes savszélességet szeretnének hasznalni. A jeleik
utkdzhetnek egymassal és ebbdl lehet nagy galiba.

Altalaban felosztjuk az idéintervallumokat (TDMA) vagy frenkceiosztast (FDMA) alkalmaznak és
ortogonalis részcsatornakra bontjak a kézds csatornat.

Otlet: egyes felhasznaléknak sajat kodot adunk, amelyekkel megkuildnbdztetjiik ket egymastal.
Nyilvanvalo, hogy a kédokat nem lehet akarhogy megvalasztani. A kddokra Ultetett Uzenetek, amelyek
az egyes felhasznaloktol érkeznek Uitkdznek a csatornaban (pl. 6sszeadddnak) igy érkeznek majd a
vev6éhoz.

CDMA: Code Division Multiple Access

Frequency Hopping (FH)

Itt ugye a Iényeg hogy valami meghatarozott random frekvencia sorozat alapjan folyamatosan
valtogatjuk a frekvenciat amin adunk, amit mi is meg a vevé is tudunk.

fasza benne, hogy nem is nagyon lehet minket lehallgatni sem ilyenkor mert senki sem tudja rajtunk
kivil hol jon az Gzi. kilénbdz6 frekiken figyelve kb csak zaj van.

GSM pl ilyet hasznal, amikor hivas van kioszt egy ilyen sorozatot.

Kod tablakat hasznal

https://www.youtube.com/watch?v=CkhA7s5GIGc

Kédolas:

Dekoddolas:


https://www.youtube.com/watch?v=CkhA7s5GIGc

Direct Sequence
e Na ez egy masik modszer, alternativa az FH helyett
modulacios séma: az lUzeneteket jellel modulaljuk.
Ez a jel a signature signal: pszeudo random, révid radié pulzusokbdl all. Egy ilyen pulzus hossza
chiptime. Minél kisebb annal nagyobb lesz a sadvszélesség.
e az Uznetet szétdarabolja igy nagyobb savszélességet kapunk.
e ebben amugy a csavd elmondja mint egy kisangyal:
https://www.youtube.com/watch?v=-1mxYWvfVWQ

Ezt leirtuk kicsit matekosabban is amugy:
e Userek:i=1,... M
e Uzenet szimbélum of user i:

PR

e Kobdszé of user i: (T_sample, T_chip)

e Signature signal: (négyzetes jel)
si(8) =& for t € [(k — 1)Tonip, KT eniz)-
e Multiplexelt jel:

o0) = Yy 50 + (1)

e |tt aztadn van ilyen nagy féleImetes abra, de nem értem:


https://www.youtube.com/watch?v=-1mxYWvfVWQ
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A lényeg, hogy észrevesszik hogy ebbél az egyenletbdl kipottyan egy olyan tag, amit a Multi User
interference okoz. Ez az amire jok az ortogonalis kodok.

Walsh-Hadamard

lehetbveé teszi az M=2* ortogonalis kodok konstrukcidjat.

Truly orthogonal codes: Two codes are said to be orthogonal if when they are multiplied together the
result is added over a period of time they sum to zero. For example a codes 1-1-11and 1-11 -1
when multiplied together give 1 1 -1 -1 which gives the sum zero.

Rekurzivan képezzik ezt a Walsh cuccost igy:

Cik o1 — | C&) | Ck)
c)y=1 Ck+1) C(k) | —C(k)
Ezek a kodok ortogonalisak lesznek, széval nem lesz MUI.
Itt is van még sok matek de nem értem igazabdl széval mindegy szerintem.

Random koédos CDMA/DS

Ha hasznaljuk azt a Walshot az igaz, hogy nem nagyon lesz interferencia, de elég kevés user
hasznalhato6 a high-speed data transmissionben.

Hogy ezt kikiiszébdljiik random generalt KVAZI ortogonalis kddokat hasznalunk, ami kdvetik a
Bernoulli eloszlast, tehat:

Ez nem fogja sajnos kikiszobdlni a MUI-t, tehat szarabb lesz a bit error probability.

Itt is van egy akkora képlet, hogy befosol, (a P_b-re) azt a képletet kell majd minimalizalni, ha optimalis
kédot szeretnénk.



17. Describe the OTP method and RSA algorithm for cryptography

OTP (one time pad / véletlen atkulcsolas / Vernam-féle titkositd)

e a kulcs hossza megegyezik a kodolandé szdvegével (x)
e Kk kulcs minden esetben automatikusan generalddik = véletlenszerien allitédnak elé a kulcsot alkotd
betlk
Konvencionalis titkosité rendszer = rejtett kulcsu = egykulcsos:

X titkositd Y titkosito X
kadola Ci | dekodold
k k
kulesforrds e
(s

Miikodése
o rejtett Gzenetet a C, nyilvanos csatornan kuldjik el (pl: kozhasznalatu hirkdzlési csatorna)
e a kulcsot a C, titkos csatornan tovabbitjuk (pl: megbizhato futar kézbesit)
e ergo a kodolas és a dekddolas azonos kulcsot hasznal

As seen in the figure, for an eavesdropper without access to the one-time-pad, this type
of encryption can be seen as a binary simmetric channel with a bit error probahility equal
to the probability of a bit being 1 in the key. If the key is truly random, P(k; = 0) =
P(ki=1) = 0.5.

Now, it can be easily concluded, that for a bit error probability F, = (.5, the conditional
entropy of the channel is equal to H(B,) = B, - ldﬁ +(1-AR)-1d ﬁ = 1, resulting
in ' = () channel capacity. In another words, the mutual informaiton of the transmitted
and the eavasedropped symbols is J{X.}Y) = 0.

In conclusion, if the key is never reused, the OTP is impossible to be broken.

There are several comman operations that can satisfy this property. For example, we can use modular
addition for encryption, and modular subtraction for decryption, or vice versa. Or we could use e g.
bitwise XOR, which is its own inverse, and can thus be used for both encryption and decryption in the
same system. Or, if we wanted, we could use e.g. multiplication in a Galois field for encryption, and
multiplication by the group inverse for decryption (or, again, vice versa).

Tamadas (altalanos, nem csak a one time padre vonatkozik):
e passziv
o lehallgatas: a nyilvanos csatornan aramlo Gzenetek birtokaba jut



m célja, hogy megtalalja a kapcsolatot a kinyert infok alapjan és ebbél algoritmikus
tamadast inditson = rejtjelfejtés
e aktiv
o Uzenetmddositas: kicseréli a rejtett Uzeneteket
o megszemélyesités

Elénye
e feltérhetetlen, mert random a kulcs és csak egyszer hasznaljuk fel (lasd “one time”)
e optimalis
Hatranya
e a kulcs ugyanolyan hosszu, mint az Uzenet
e csak akkor biztonsagos, ha minden lzenetnek sajat kulcsa van

Alkalmazasa
e military, diplomatic matters, “red phone” between DC and Moscow

RSA

e Nyilvanos kulcsu rejtjelezés

o Minden felhasznaldnak két kulcsa van: egy publikus és egy privat

o Publikussal titkositjuk a nekik mend Gzit privattal dekddoljuk a nekink jovét
e Biztonsagos adatatvitel és digitalis alairasokhoz hasznalt.

Matematikai hattér
e Euklideszi algoritmus
o Két szam LNKO-jat tudjuk vele kiszamolni
o Tehat fogod b-t és elosztod c-vel maradékosan. Aztan c-t osztod az el6z6 maradékkal
maradékosan. Stb. Az utolsé nem nulla maradék b és c LNKO-ja.
54. tétel (Az EREIAESE algoritmus). Adott b és ¢ > 0 egészekre egymads utdn
tibbszir alkalmazzuk a maradékos osztist, s ezzel az egyenletek kévetkezd soro-
zatat kapjuk:

b=cg1+n D<ri<e
c=rig+r D<rmarn

rn=rxgstr; O<rs<r

Fn2 =TIy 19n+ Tn O<ry<rai

"n1=rngns11+0 0=rys
A b és ¢ szamok legnagyobb kdzos osztoja ry, az osztdsi eljdrds legutolsé nem
nulla maradéka, azaz (b,c) = ry.

e Kis Fermat
o Havan egy p primink, és egy a szamunk, ami nem oszthato p-vel, akkor

271 =1 (mod p).

e Fermat tétel altaldnositasa
o Havan p, és p, primink és a, p,, p, legnagyobb kéz0s osztdja 1, akkor:

a? el 1 (mod pypa).



e FEuler tétel specialis esete

5.8. tétel. Ham — pipa2--- pyn, ahol py, pr.. ... pn kiilénbézd primek és (a.m) = 1,
akkor
a™ =1 (modm). (5.14)

ahol (m) = (p1—1)(p2—1)--- (pn — 1) az Euler-fiiggvény. (Ez a tétel az Euler-
tétel specialis esete.)

e Egyéb modulos dolgok:

5.8. definicio. Azt mondjuk, hogy b modulo m inverze a-nak ha
ab=1 [(modm).

5.5. tétel. Az a modulo m inverze akkor és csak akkor létezik, ha (a,m) — 1. Ha
Iétezik inverz, akkor az egyéntelmii az m-nél kisebb pozitiv egészek kozott.

Az RSA algoritmus Iépései
1. Valasszunk két random nagy primet: p_1, p_2
2. Szamoljuk ki az alabbi paramétereket
m=pipy  ¢(m)=(p1—1)(p—1)
3. Valasszunk egy véletlenszeri e-t, ugy hogy

1 <e< ((m) (O(m).e) =1

4. Szamoljuk ki e inverzét modulo fi(m)
d=e ' (modd(m))
5. Az m, e egészeket nyilvanossagra hozzuk (nyilvanos kulcs), és a d, p_1, p_2 értékeit titokban tartjuk
(privat kulcs). Tehat
k” = (m,e) k*=(d,p1,p2)

6. A titkosito kodolas az 1 <= x < m nyilt Uzenetre egy 1 <=y < m rejtett Uzenetet ad, ahol
a. Kodolas

y=x (modm),

b. Dekddolas

x=y" (modm)

e Ugye érdemes megjegyezni, hogy az egész azon a probléman alapul, hogy feltételezziik, hogy ez egy
nehéz probléma. Sejtések alapjan az m primtényezd&kre bontasanak nehézségével egyezik meg. Most
jelenleg ugy tudjuk hogy ez lehetetlen belathaté idén bellil megoldani, ha elég nagy a két prim, de
siman lehet hogy valami nagyon okos ember megoldja ezt a problémat.



