PPKE ITK

A szamitdogépes grafika alapjai

Geometriai transzformaciok

El6ado: Benedek Csaba
Qananyag : Szirmay-Kalos Laszlo, Benedek Csaba




Szamitogépes grafika feladata

illuzio

modellezés

képszintézis

Képpontok: Metaforak:

e VOros * optika

o kék * 2D rajzolas
e zold * festés

* analogiak

N

szamok

Virtualis vilag
modell

e




Mindent szammal

axi

pont szamok

miveletek

egyenes megfeleltetés

egyenlet

llleszkedik

metszi

fuggvény

geometria algebra




4 ™
Koordinatageometriai gyorstalpalod -

Pontok, alakzatok megadasa

e Mindent szammal!

e Koordinata rendszer

e Koordinatak megadasa
e Koordinata rendszerek

e Descartes
e Polar
e Homogén




Koordinata rendszerek
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Pontfuggvények: Mozgatas

pont

e Vektor = eltolas: v
e Iranya és hossza (|v|) van

e Helyvektor
e De vektor # pont !!!
e Vektormuveletek V1
e v=v, +v, (kommutativ, asszoc)
e v, =Vv-v, (6sszeadasnak van inverze) e
e v,=av (6sszeadasra disztributiv)

helyvektor

origo

\Y

ﬁ a'V
—
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Skalaris szorzas

vl
e Definicid / V2
e vliv2=|vl|-|v2]|-cosa
, «—>
e Jelentés IV1|-cosa

e Egyik vektor vetililete a masikra x masik hossza

e Tulajdonsagok
e Kommutativ

V2
vliv2 =v2-vl
.. ) ] ] i vl
e (Osszeadassal disztributiv
v3:(v2+vl) =v3-v2 + v3-vl o
v3
o vv=|v|? Iv1|-cosa

-




/
Vektorialis szorzas VL xv2

e Definicié
— vl xv2| =]|vl]-|v2]-sina
— Merdleges, jobbkéz szabaly

e Jelentés Iv1|-cosa

— Paralelogramma teriilete, sikjara merdleges

— (Egyik vektor vetlilete a masikra meréleges sikra +
90 fokos forgatas) x masik hossza

e Tulajdonsagok
— Alternalo
vlixv2=-v2xvl lv1|-sina

vl V2

90 fok

— Osszeadassal disztributiv
v3 X (v2+vl) =v3 xv2 +v3 x vl

vixv2

-
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Descartes koordinatarendszer

Egyértelmd (x = v-i, y = v+j) Y]
Mdveletek koordinatakban |
Osszeadas: J

vy + V, = (X +,)i + (Y, +Y,)] .
o ) origo |
Skalaris szorzas:

V-V, = (X1i+ y1.i) ' (Xzi"' yzj) = (X1X2+ y1y2)
Vektorialis szorzas:
Vi XV, = (X +y j+2z.k) x (X0 +y,j+2z,k) =
(viz,=y,2,) i + (X2, = x12,) j + (X ¥, =y X5)k

Abszolut értek:
vl =Vvv=Vx2+y2+22

X i

V=X +Yj

X1 Y14
Xo Yo 2,




Vektor és Pont nem ugyanaz!

e 2D: vektor (x, y) Pont (x, y)

e 3D: vektor (x, y, z) Pont (x, y, 2)

e Miiveletek:
Vektor + Vektor = Vektor Pont + Vektor =Pont (eltolas)
Vektor — Vektor = Vektor Pont — Pont = Vektor

Vektor x Vektor = Vektor
Vektor - Vektor = Skalar
Vektor * Skaldr = Vektor




'Vektor osztaly

struct Vector {
float x, vy, z;

Vector (float x0, float y0, float z0) {
x =x0;, vy =y0; z = z0;
}
Vector operator* (float a) {
return Vector(x * a, y * a, z * a);
}
Vector operator+ (Vector& v) {
return Vector(x + v.x, y + v.y, 2 + v.z);
}
Vector operator- (Vector& v) {
return Vector(x - v.x, y - v.y, 2 - v.z);
}
float operator* (Vectoré& v) {
return (x * v.x +y * v.y + z * v.z);

}

Vector operator% (Vector& v) {

}
float Length() { return sqgrt(x * x + y *y + z * z);

return Vector (y*v.z-z*v.y, z*v.x - x*v.z, x*v.y-y*v.x);

}

/




e

2D egyenes

n normalvektor

\ v iranyvektor

Fo

n(r—ry) =0

N (X = Xo) + Ny (Y = Yo) = O
ax+hby+c=0
(x,y,1)-(a,b,c)=0




n normalvektor

n(r—ry,) =0

n(x—=xo)+n,(y—yo) +n,(z—2))=0
ax+by+cz+d=0
(x, v,2,1)-(a,b,c, d)=0




" ... és akkor tényleg folytassuk a
transzformaciokkal

e Affin transzformacio:
e Parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe viszi
e Linearis transzformaciok ilyenek




e

Elemi affin transzformaciok

e Eltolas: r'=r+p
e Skdalazas: X=5x;, y= O%
F. t' . ’ SX 0

IX pont: origo r! — r 0 Sy

e Forgatas: x’= cosd x- sind y; y'= sind x+ cosd y;

i COS ¢ Sin @

. L r=r| _
Fix pont: origo -Sin ¢ cos ¢

Megj: r itt sorvektor




e

Elemi transzformaciok

e Nyiras: X=x; y=y+ax;

1 a

0o 1

e Tukrozés: i 1 0
r=r|, .




4 .. . .
Transzformacio fix pontja: pivot

point: (xp, yp)

Skalazas: A

x:: Sy (X-X5) + Xo; o
y'=3S, (Y-Yp) + Yy

Forgatas:

X'= (X-Xp)*COS ¢ - (Y-Y,)* sin ¢+ X,

Y= (X- Xp)*sin ¢+ (y- yp)* cos ¢+ Y,




4 ™
Modellezési feladat

= .C

Alap objektum
modell

meret: s=1.5x

Vart elhelyezés

e Alapmuveletek:
e eltolas
e origo fixpontu skalazas
e origo kozeppontu forgatas
o /




e
Muveletek sorrendje

) ‘ oo

SN— ~__~

N

-




Modellezés: 2 csukldju robotkar
















e

Osszetett transzformacio

e Affin transzformacio: I’ =r A + P

e A: linearis transzformacio
e forgatas, skalazas, tikrozés, nyiras, stb.

® p: eltolas
e Amig linearis transzformacio: konkatenacio
or =(...(rA)A,)...A )=r(AA,. A, )




4 ) .
Homogén koordinatas

transzformaciok

e Eltolas nem fér bele a 2x2-es matrixba
e Dolgozzunk 3x3-as matrixokkal

A .
dj; dgp O

r’,1]=1Ir,1]|a,, a,, 0o | = [FA+p, 1]
1P1 Po| 1]
P

r,1 =(..(r,2] T, T7,)... T,) = [r,1] (T, T,... T,,)
N




" Transzformaciok projektiv geometriai
megkozelitése

e Homogén koordinatak — nem csak az eltolas egységes
kezeléséért!

e 3D grafika kozponti eleme a 3D-s vilag 2D-s megjelenitése
e Vetités, mint dimenziocsokkenté mivelet
e Centralis (k6zépponti) vetités

Az euklideszi térben nem minden pont vetitheté centralisan ->
euklideszi helyett un. projektiv geometria




" Centralis projekcio

EltGin6 egyenes

|dealis e
p Vetitési
pontok = kézéppont
kepsik

argysik
e Képsikkal parhuzamos vetit6sugarakkal jellemzett pontok
végtelenbe tlinnek

e C. projekciéd nem minden euklideszi pontot visz euklideszi pontba
— projektiv geometria: tomjik be a lyukakat!

- /




4 ™
Projektiv geometria

e Euklideszi geometria

e 2 pont meghataroz egy egyenest
e 2 kilonbozb egyenes legfeljebb 1 pontban metszi egymast

e 1 ponton keresztilil pontosan 1 egyenes megy at, amely nem metsz egy, a pontra
nem illeszked6 masik egyenest (parhuzamossag)

e centralis projekcidra lyukas (idealis pontok)
e algebrai alap: Descartes koordinata rendszer

e Projektivgeometria
e Projektiv sik = Euklideszi sik pontjai + idealis pontok
e Minden egyeneshez vegyink hozza egy idealis pontot ugy, hogy két egyenes
akkor kapja u.a. pontot, ha parhuzamos

e Az egyenesek halmazat egészitsiik ki az idealis pontokat tartalmazé
egyenessel
e 2 pont meghataroz egy egyenest
e 2 kilonboz6 egyenes pontosan 1 pontban metszi egymast

e algebrai alap: homogén koordinatak




4 ) ™
Homogen

koordinatak

Szemléltetés: mechanikai
rendszer sulypontja

Osszsuly: h=X,+Y, +w

Pont homogén koordinatai:

[Xh/Yh/h]

[0,0,0] nem pont

Homogén

X, P+Y, P, +w P,
XY, +w

Ha az 6sszsUly h # 0 a sUlypont P, euklideszi pont: Ps=
[Xi,,Y} 0] és [AX,, AY,,, A h] sulypontja ugyanaz!

- /




"Homogén-Descartes kapcsolat affin
pontokra

™

*Keressik egy adott affin (h # 0) projektiv térbeli pont megfelel6jét az

euklideszi térben (azaz a Descartes koordinatarendszerben)
*Sulypont analdgia: tegyuk a sulyokat i=[1 0], j=[0 1] és 0=[0,0]
pontokba, és olvassuk ki a sulypont koordinatait

(X, Y, hy =0 [LOY, [0.1]+w(0,0]

Y, h

[0.1]




Kovetkezmények

e Minden affin ponthoz van: [X,,Y,,h]
° (x,y) =[x y1]

e Ha h =0, akkor [X,,Y,,h] affin pont

Xp Y
h ' h




e

Mi az idealis pont?

h=0

o X¥.0)
”
(x,y,1/3)
(x,y,1)
(2X,2Y,1) = (xy.1/2)
X

(x,y,0) ~lim_ (X,y.7)




e

a.%m.%ﬂ;:o @ a X +b-Y,+c-h=0

-

Egyenes egyenlete

a-X+b-y+c=0

atiras homogén koordinatas alakra:

(a,b,c): egy egyenes; (X, Y,,h) egy pont

Dualitas: pont és egyenes formailag analog — az 6sszes
pontokra érvényes tétel igaz lesz az egyenesekre




~ Parhuzamos egyenesek metszéspontja
Descartes koordinatakkal

a,/b, % d, /b,

< a,x+by+c,;=0

__—0,x+by+c; =0 0t

T ax+by+c, =0
o = — T—ax+by+c,=0

¢, - ¢, =0 = nincs megoldas
- /




" Parhuzamos egyenesek metszéspontja

homogén koordinatakkal

Descartes:

ax+by+c=0
ax,/h+bvy/h+c=0

Homogeén:

aX,+bY +ch=0

T aXxX,+by,+c,h=0
g\“/\axh+th+c2h=O

\ [bA,-aA,0]

(c,-¢,)h =0=
h - O, Xhzbﬂ/, Yh=-a/1

™




. Beagyazott modell

3D euklideszi tér

‘h (X, Yy, h] (x,y) =] );h : );'h]

2D projektivsik
0,0,0] nem pont

X,,Y,,h]-a u.a. pont




4 L N
Projektiv egyenes

paraméteres egyenlete
X,,Y,,h]

X, Szakasz: Konvex kombindcid!

[X(t),Y(t),h(t)]=[X1,Y1,h1]-t + [XZ,YZ,h2]°(1-t)
- /




e

Homogén linearis transzformaciok

e Euklideszi sik affin transzformacioi:

X,y =

e Homogén

X, Y.

A+p

coordinatak linearis fliggvgnyei: [X,’
Y, ,h1=1X,Y, h] T+p us(

e Homogeén linearis transzformaciok bévebbek:

T= ||921 Gy |0

a1 44510

|P1 Py |1




" Homogén linearis transzformaciok
tulajdonsagai

e Pontot-pontba, egyenest-egyenesbe (pontba),
konvex kombinaciokat, konvex kombinacidokba
visznek at

Példa: egyenest egyenesbe:
[X(t),Y(t),h(t)]=[X1 /Y1 /h1]'t + [X2/Y2;h2]'(1't)

P(t)= P, t+P,r(1-t) //-T

| PH)=PORT = (PT) £+ (PT) (1

™




'Példa: Euklideszi geometriaban nem linearis A
transzformacio: Q pont vetitése e egyenesre

Q’ a OQ egyenesen van _ 2 X
J9Y y’-y - X' = y'= Y
Q az e egyenesenvan  px+qy=1 pPX+qy  pX+qy

Ugyanez matrixokkal:

1 O P
\ e Q=[X, V] 0 1 g
0 =[x, y] 0 0 O

O \e . [X, Y, 1] [X, Y, px+qy]
$,

e: px+qy=1 [ «

px+qgy pX+qy] /




™

/ @
(x,y,0)
(x,y,1/3)
(x,y,1)
y (2x,2y,1) = xy.1/2)
X
('X;_ya 1)=(X’y’-1)
/ |dealis pont
0 (-2X,-2y,1)=(xy,-1/2)

(x,y,0)

Projektiv egyenes: korszerl topologia /




e
Veszélyek: atfordulasi probléma

|dealis pont

‘\=Projekt|'v egyenes (topologia)

—"




e

-

Xy

A projektiv tér, 3D pontok homogén
koordinatai

Zy

Y

Homogeén

3

Osszsuly: h=X,+Y, +Z, +w

Pont homogén koordinatai:

™




/A projektiv tér egyenesei és sikjal

e Egyenes:

[X(t),Y(t),Z(t),h(t)]=[X1,Y1,Zl,h1]t + [XZ/YZ/ZZ/hZ]'(l-t)

e Sik:

Euklideszi, Descartes koord: n, x+n,y+n,z+d=0
Euklideszi, homogén koord: n, X,/h+n,Y,/h+n,Z,/h +d =0

Projektiv: rn Y | Xp+n, Yy+n,-Z,+d-h=0
ny
nZ
[Xh’Yh/Zh’h]. d - O

\ - 4




e

Invertalhatd homogén linearis
transzformaciok sikot sikba visznek at

’ :T ) p* = p-T
j (P*-T-1)-NT=0
P-NT=0 p*.(“-l.NT) =0
(N (T2)7)7=0
P*-N*T= 0

N*=N .(T-l)T Inverse-transpose




Projektiv geometria a
szamitégepes grafikaban

Vilag:
Euklideszi tér

Projektiv tér

YnZnh) (T To... Tp)

Keép:
Euklideszi tér




