Forras: http://users.itk.ppke.hu/~csuba/files/digszam/gyakzh2018.pdf

1. L nyelv azokbol az {0, 1} feletti szavakbél all, amelyekben az 1-
ek szama nem oszthatdo harommal. Adjon meg egy L-t
reprezentalo regularis kifejezést és DVA-t!

Regex: 0*10*(1 U €)0*(10*10*10%)*

A string kezd6dhet barmennyi 0-val, egy 1-es biztos van benne (a nulla oszthaté harommal),
uténa is johetnek 0-k, ezutan johet még egy egyes (ha végil az 1-esek szadma harommal osztva

kett6 maradékot ad; ha egyet, akkor lesz epszilon). Ezutan a string hatralevdé részében
harommal oszthaté szamu 1-es van, koztiik lehet barmennyi O.

DVA:
A kezddallapot qo, lemaradt a nyil.
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2. Adjon meg egy olyan generativ grammatikat, amely az L = {w € {0,
1}* . w paratlan hosszu} nyelvet generalja!
S->00S|01S|10S|11S|0]1

A rekurziv esetekben mindig kettével nd a string hossza, barmilyen kombinacidban lehetséges,
a nemrekurziv esetekben viszont eggyel, tehat 6sszességébe paratlan lesz a string hossza.


http://users.itk.ppke.hu/~csuba/files/digszam/gyakzh2018.pdf

3. Konstrualjon meg egy olyan determinisztikus véges automatat,
mely azokat a {0, 1} feletti szavakat fogadja el, amelyekben van
négy egymas utani ‘0’!
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4. Mondja ki a reguléaris nyelvcsaladba nem tartozast tanusito
pumpalasi lemméat! Mi a kdrnyezetfiiggetlen nyelvcsaladba nem
tartozast tanusité pumpalasi lemma? (Nem Kkell bizonyitani!)

Bizonyitsa be, hogy az L = {0"1™0"|n=20} nyelv nem regularis!

A tételkimondasok megtalalhatok a 2. és 3. diasorban, http://bal.itk.ppke.hul/.

Bizonyitas:
Tegyuk fel indirekten, hogy L regularis. Ekkor létezik egy p pumpalasi konstans, amire igaz,
hogy a legalabb p hosszu w e L szavak felbonthaték w = xyz alakban, ahol
- ly| >= 0 (szerintem itt nincs egyenldség, sét biztos)
- xyl<=p
€s xy"z is eleme L-nek minden n >= 0 esetén.

Legyen w = 0P1™M0P. Ennek hossza nagyobb, mint p, tehat a fentieknek teljesilnie kell. Viszont
xy-ban csak 0-k vannak, mivel |xy| <= p. Ha ennek egy nemires részét, y-t pumpaljuk, a kapott
szGban az m darab 1-es bal oldalan tébb 0 lesz, mint a jobb oldalan, az igy kapott sz nincs
benne L-ben, ellentmondasra jutottunk. Ezért L nem regularis

Figyelem: Ez természetesen csak akkor igaz, ha m >= 1, ha m = 0, akkor L = {0?" | n >= 0}
nyelv természetesen regularis.

5. Eldonthet6-e algoritmikusan, hogy egy P verem automata
elfogad-e egy adott w sz06t?


http://ba1.itk.ppke.hu/

lgen. Konstrualunk egy verem automatat megvalositd (szimulald) Turing gépet és
betaplaljuk a w sz6t. Mivel a w sz6 véges hosszu a Turing gép véges idén belll megall.
(M. B)

Megjegyzés: szerintem a Turing-gép nem biztos, hogy véges idén belll megall (Cs. B)

Igen, elddntheté. Mivel minden P verem automatanak megfelel egy kontext-free nyelv,
lényegében azt kell eldonteni, hogy a veremautomatanak megfelelé6 G grammatika
general-e egy adott w szo6t.

Tudjuk (tétel), hogy ha a G Chomsky-normalformaban van, akkor egy n hosszu sz6 2n-
1 Iépésben generélhatdé. Azaz, a kérdés eldontéséhez elég az 6sszes 2n-1 hosszu
levezetést megvizsgalni, ami véges sok lépés.

Megjegyzés: ez a 2016-0s ZH 5. Feladatara is megoldas :)

(Cs. B. - lasd hivatalos tankdnyv 4.6 tételének bizonyitasa, ez pont ezt irja le)

6. Bizonyitsa be, hogy algoritmikusan nem eldonthetd, hogy egy
adott M Turinggéphez van-e olyan (haszontalan) g € Q allapot,
amibe soha (semmilyen inputon inditva) nem keril!

Masik megoldas: soroljuk fel a turing gép O6sszes allapotat és kossik 6ssze az
allapotokat ha létezik direkt atmenet az egyik allapotbdl a masikba. Ezutan keresstink
benne utat a kezdd allapotbdl g-ba. (vagy hamilton utat ha azt akarjuk bizonyitani hogy
nem létezik olyan q’ amire sose lépnuk és a Hamilton ut az NP teljes probléma tehat
algoritmikusan nem megoldhatd) (M. B)

A problémat visszavezetjuk arra, hogy eldénthet6-e, hogy egy M Turing gép elfogad-e
egy w szot. A bizonyitas lényege, hogy létrehozunk egy olyan M’ gépet, ami az
elfogaddn kivil nem tartalmaz useless allapotokat, az elfogadéba pedig akkor keril, ha
M elfogadja a w sz6t. Ez lényegében azt jelenti, hogy M'-nek pontosan akkor van
useless allapota, ha M nem fogadja el w-t (hiszen ekkor az elfogado6 allapot useless).
Ha el tudnank donteni, hogy van-e useless state, azzal lényegében eldéntenénk, hogy
M elfogadja-e a w sz6t, amirél tudjuk, hogy nem lehetséges.

A bizonyitas lépései:
Tegyuk fel, hogy elddnthetd, hogy egy adott Turing-gépnek van-e haszontalan allapota.
Konstrualjunk egy M’ Turing gépet, ami a kdvetkezét teszi egy x bemenetre:



- Hax!'=w, akkor elutasitja,

- ha x=w akkor lefuttatja az M gépet, és annak eredménye szerint dont
Médositsuk a gépet, hogy mikor elutasité allapotba kerllne, elétte Iépegessen végig az
Osszes allapotan, az elfogadot kivéve (ez megteheté egy Uj szalag-szimbolum
bevezetésével, és ezek kozti jobbra-balra lépegetéssel, részletekért lasd a linkelt
megoldas). Legyen ez M”.
A feltételezésnek megfelel6en elddntjik, hogy M”-nek van-e haszontalan allapota, ha
van, akkor M elutasitja, kulonben pedig elfogadja a w-t. Tekintve, hogy ez egy
eldonthetetlen probléma, ellentmondashoz jutottunk.

(Cs. B - https://cseweb.ucsd.edu/classes/sp08/cse105/hw4s.pdf)
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mondjuk azt, hogy L1 polinomilisan visszavezethet L2-re? Mikor
mondjuk azt, hogy L NP-teljes? A HCYCLE. probléma azt hivatott
eldonteni, hogy van-e egy grafban olyan Hamilton kdr, amely
tartalmazza a graf e élét. Bizonyitsa be, hogy HCYCLEe NP-teljes
feltételezvén, hogy tudjuk, hogy HCYCLE NP-teljes. Bizonyitsa
be, azt is hogy HCYCLE NP-teljes feltételezvén, hogy tudjuk,
hogy HCYCLEe NP-teljes.
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9. és 10. El6éadas diak (http://bal.itk.ppke.hu/)
P = Uks=1 TIME(n¥) a polinom id6ben egyszalagos TG-pel eldonthet nyelvek osztalya.
NP = Ux>1 NTIME(n*) a polinom idében egyszalagos NDTG-pel eldonthet nyelvek osztalya.

Mikor mondjuk azt, hogy L1 polinomilisan visszavezethetd L2-re?

L1 és L2 Z* feletti nyelvek. L1 polinom id6ben visszavezethet§ L2-re, ha van f: &* —Z*
polinomialis idében kiszamithat6 fv, hogyw € L1 & f(w) € L2. Ezt L1 <p L2 jeldli

Mikor mondjuk azt, hogy L NP-teljes?

Egy L NP-beli nyelv NP-teljes, ha abbdl a feltételezésbél, hogy L P-beli is, kévetkezik, hogy az
0sszes NP-beli nyelv P-beli, azaz NP=P.


http://ba1.itk.ppke.hu/

Bizonyitsa be, hogy HCYCLEe NP-teljes feltételezvén, hogy
tudjuk, hogy HCYCLE NP-teljes.

1. HCYCLE: benne van NP-ben. Merlin-Arthur példaval (tudomanyosabban: polinomialis
tand): Merlin megadja a HCYCLE. megoldasat, élek sorozataként amit Arthur ellendrizni
tud a megoldas éleinek és a graf csucsainak felsorolasaval.

2. Oldjuk meg HCYCLEe: segitségével HCYCLE-t. Adjunk hozzé két Uj pontot amit kdssuink
Ossze egymassal és a graf egy tetszbleges pontjaval. (ezzel haromszoget alkotva).
Ezutan kérdezzilk meg a HCYCLE_e algoritmust hogy van-e az Uj grafban Hamilton kor
ami tartalmazza az Ujonnan alkotott haromszdg barmely tetszdleges élét. Es ha van,
akkor az eredeti grafban volt Hamilton kor.
(Azért kell az uj pontokat felvenni és azok egyik élét megadni, mert ha csak
véletlenszeriien kivalasztunk egy élt a grafbdl és nincs olyan Hamilton koér ami azt a
kivalasztott élt tartalmazza att6l még lehetséges, hogy van Hamilton kér a grafban csak
épp mas éleket hasznal. Az Gjonnan felvett éleket nem lehet mas élekkel helyettesiteni a
Hamilton koérben ezért alkalmasak a feladat megoldaséara ) (M. B)

Szerintem egyszer(ibben megoldja a problémét, ha lefuttatjuk HCYCLEe-t az 6sszes
élre a grafban. Mivel polinom szamu (egész pontosan n(n-1)/2-nél) kevesebb él van, ez
még mindig polinom idejd. (Cs. B)

Bizonyitsa be, azt is hogy HCYCLE NP-teljes feltételezvén, hogy
tudjuk, hogy HCYCLEe NP-teljes.

1. HCYCLE benne van NP-ben. Merlin-Arthur megint: Merlin megadja a Hamilton kor
csucsait, Arthur végig megy a csucsokon és ellendrzi, hogy valdéban megvannak koztik
az élek és hogy egyetlen cstcs sem maradt ki. (ehhez csak a csucsok és a graf éleinek
felsorolasara van sziikség tehat polinomialis idejli => polinomialis tanu)

2. Oldjuk meg HCYCLE segitségével HCYCLE:. -et barmely g grafra. Hozzunk létre egy (]
g’ grafot amiben kitoréljik az e cslcsot és felvesziink két 0j pontot amit 6sszekotiink
egymassal és az e él korabbi csucsaival (tehat ha eddig e él A és B cslcsokat kottote
Ossze akkor most felvessziik C és D cslcsokat és dsszekotjik A-t C-vel, C-t D-vel és D-t
B-vel) Ezt az (j grafot beadjuk a HCYCLE-t megoldé fekete doboznak (algoritmusnak,
fliggvénynek, etc.) és ha ez elfoghadd allapotban fejezédik be akkor az eredeti g
grafban is van Hamilton kér ami &tmegy az e élen. (M. B)

Az elejével egyetértek (Arthur-Merlin). Masodik részt nem értem teljesen, széval itt egy masik
verzio ra, aztan valassza ki mindenki amelyik neki tetszik :)

Legyen az e él altal 6sszekdtott két csucs A és B. Kitorlom az e élet, l1étrehozok egy C csucsot,
illetve Osszekdétom A-t C-vel és C-t B-vel. Lefuttatom a HCYCLE algoritmust. Mivel C



mindenképp benne kell legyen a Hamilton-kérben, ebben a médositott grafban pontosan akkor
lesz Hamilton-kor, ha az eredetiben van Hamilton kor az e élen keresztil. Ezzel megoldottam a
HCYCLEe problémat a HCYCLE segitségével. (Cs. B)
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ZH 2016 (csak amiben ettél kuilonbozik)

5. Feladat: Eldontheté-e algoritmikusan, hogy egy CF grammatika general-e egy w szot.

Ez Iényegét tekintve ugyanaz, mint amit fent megoldottunk, hiszen a veremautomata egy az
egyben megfeleltethetd egy CF grammatikanak.

6. Feladat: Bizonyitsa be, hogy algoritmikusan nem eldéntheté, hogy egy M turing gép
egy S inputon végzett szamitas soran leirja-e az ABC x elemét a szalagra

Modositsuk a Turing-gépet a kévetkezé modon:

- Vezessilnk be egy (j (y) szimbdlumot az ABC-be

- Mindenhol, ahol a gép x-et hasznal cseréljuk ki y-ra (igy a gép sehol nem ir x-et)

- A gép elfogadé allapotaba Iépéskor irjunk egy x-et a szalagra.
Ekkor annak elddntése, hogy a szamitas soran keril-e x a szalagra ekvivalens annak
eldontésével, hogy a gép elfogadja-e az s sz6t - ezt pedig tudjuk, hogy nem eldéntheté.

7. Feladat: Bizonyitsa, hogy NP-teljes annak eldontése, hogy egy graf kiszinezheté-e 17
szinnel.

Ez volt az utolsé gyakorlaton, széval csak réviden: elfogadtuk tételként (bizonyitas nélkil), hogy
a 3 szinnel valé szinezhetéség NP-teljes, igy ha ezt meg tudjuk oldani a 17 szin segitségével,
akkor kész vagyunk.2
1. A probléma benne van az NP-ben: Arthur-Merlin mese, Merlin megad egy szinezést,
Arthur ezt az élek szama Iépésben ellenérzi (polinom idében).

2. El akarom donteni, hogy egy graf szinezhet6-e 3 szinnel. Felveszek 14 Uj cslcsot,
Osszekotom Oket egymassal (K14), majd minden (j csucsot 0sszektok minden eredeti
cslccsal. Mivel a K14 szinezéséhez 14 szin kell, és a kapcsolatok miatt ezek egyike sem
hasznalhato a régi csucsokhoz, az uj graf pontosan akkor szinezhet6 14 szinnel, ha az eredeti
3 szinnel szinezhetd volt. Ha a 17-szint el tudom donteni P-ben, akkor - a fent leirt médon - a 3
szint is el tudom. Ellentmondas, készen vagyunk :D



	Szerintem egyszerűbben megoldja a problémát, ha lefuttatjuk HCYCLEe-t az összes élre a gráfban. Mivel polinom számú (egész pontosan n(n-1)/2-nél) kevesebb él van, ez még mindig polinom idejű. (Cs. B)

