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1. Elso eloadas:

1.1 Determinisztikus véges automatak:

1. ‘g Definicié. Determinisztikus véges automata (DVA vagy VA): M =(Q, %, ¢, qo,
F) ahol:

1. Q, egy véges halmaz az allapotokhalmaza
2. X egy véges halmaz az abc

3. 0:Q x ¥ — Q az allapotatmenet fliggvény
4. qo € @ a kezdeti allapot

5. F C @ a végallapotok halmaza

47| | ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ | | | bemend jelek

a bemeneti szalagon

("
véges sok
allapot
-4

&

kimeno jel:
Igen -Nem

2. ‘g Definicié. Felismert (elfogadott) jelsorozat. M =(Q, X, J, qo, F) egy dva, w=
T1%2...Ly 2-beli jelek sorozata. M felismert w-t, ha 3 rgry...r, Q-beli dllapotok sorozata, hogy:

L. 70 =qo
2. 0(riyxip1) =rig1 i=1l.n—1

3. rp, € F

3. ‘g Definicié. Az M dva felismeri az L nyelvet, ha L = {w| M felismeri w-t}.
1. ‘g Jelolés. Az M altal felismert nyelv: L(M)

1.2 Nyelvek reprezentacigja:

4. Q Definicié. X tetszOleges jelek egy nemiires, véges halmaza, az abc. A X* jeloli az
Osszes, 2-beli jelekbél all6 véges sorozatok (szavak) halmazit.
Y ={w=aj..apla; € ¥,i=1..n,n >0}



w = ai...an sz6 hossza n.
Specidlisan, ¢ jeloli a 0 hosszi sorozatot, az iires sz6t. A binaris abe, T a 0 és 1 jeleket

tartalmazza.

5. Q Definicié. L egy formalis nyelv X felett, ha L C X*.
Egy nyelv véges médon megadhato:

1. Elemeit felsorolva - ha azok szama véges.
2. L={w € ¥* | P tulajdonségi}

3. L=L(M) ahol M egy automata, pl. dva.
4. Operatorokkal

5. General6 nyelvtannal

1. . I-rﬁﬁMegjegyzés. Nem lehet az 6sszes X feletti nyelvet végesen reprezentélni!

1.3 Regularis operatorok:

6. ‘9 Definicié. Reguléris operatorok egy 3 abc feletti nyelveken.
e Egyesités (unié): AU B = {z|x € A vagy x € B}

e Szorzat (illesztés, konkatendcié): A o B = {ay|r € A, y € B}, ahol
T =T122..Tn, Y = Y1Y2..-Ym €S€tén TY = T122...TnY1Y2...Ym

e Iteralas (Kleene csillag:) A* = {wiwa.. wi|w; € Ai=1...k, k> 0}

1. megj. € € A*
2. megj. L =X esetén L* = ¥*

1.4 Operatorok nyelveken:

7. ‘g Definicié. Tovabbi operatorok egy 3 abc feletti nyelveken.
o Metszet: ANB = {w|we Aéswe B}
e Kiilonbség: A — B ={wjwec Aésw ¢ B},A® =%* - A

e Tiikorkép: AR = {zB|z € A} ahol x = x129...22,, esetén xf* =z, 1..21



1.5 Regularis kifejezések:

8. Q Definicio. Egy ¥ abc feletti reguléris kifejezések:
1. ¥ minden eleme
2. ¢
3. o
4. Ha « és [ regularis kifejezések, akkor (af3) is az.
5. Ha a és (8 reguldris kifejezések, akkor (a U f3) is az.
6. Ha « reguldris kifejezések, akkor a™* is az.
Minden reguldris kifejezés reprezental egy nyelvet!
1. Tétel. Legyen L azon nyelvek halmaza, melyek felismerhet6k determinisztikus véges
automataval. L zart a reguldris operatorokra nézve. Azaz ha Ay € L és As € L akkor:
1. AU Ay el
2. Ajo Ay e L

3. A xe L

1.6 Nemdeterminisztikus véges automatak:

9. Q Definicié. Nemdeterminisztikus véges automata (NVA): N = (Q, X, 4§, qo, F) ahol:
1. Q, egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. ¥ egy véges halmaz az abc
3. 0:Q x (¥ U{e}) — P(Q) az dllapotatmenet fiiggvény
4. qo € @ a kezdeti allapot

5. F C @ a végallapotok halmaza

2. ‘g Jel6lés. ¥, =X U {e}



L= (01 U 010)*

D
&/

10. ‘g Definicié. Felismert (elfogadott) jelsorozat. N = (Q, X, 9, qo, F) egy nva,
W= wiws...w, .-beli jelek sorozata. N felismert w-t, ha 3 rgry...r, Q-beli dllapotok sorozata,

hogy:
L. ro=qo
2. rip1 € 5(n,wi+1) 1=1.n—1

3. rp, € F
11. ‘g Definicié. Az N nva felismeri az L nyelvet, ha L = {w | N felismeri w — t}.
12. ‘S Definicié. M; és My ekvivalensek, ha L(M;) = L(M,).
2. 7 Tétel. Minden N = (Q,%,0,qo, F) nva-hoz 1étezik vele ekvivalens M dva.

3. Y Tétel. Legyen L azon nyelvek halmaza, melyek felismerhet6k determinisztikus véges
automataval. L zart a reguldris operatorokra nézve. Azaz ha Ay € L és As € L akkor:

1. A1U Ay el

2. Ajo Ay e L

3. A1 x€ L

1.7 Ly és Lp ekvivalencigja

Kovetkezmény (Lg és Lp ekvivalenciaja): Az aldbbi, valamely adott X feletti nyelvosztalyok
megegyeznek:

1. Lg a reguléris nyelvek halmaza (reguldris miiveletekkel / kifejezésekkel megadhaté nyel-
vek).

2. Ly az nva-k altal felismert nyelvek.



3. Lp a dva altal felismert nyelvek.

13. Q Definicié. Altalanositott nemdeterminisztikus véges automata (anva)
N = (Qv Ea 67 Gkezdb, QUég) ahol :

1. Q, egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. X egy véges halmaz az abc

3.0 1 (Q — {queg}) x (Q — {qkezds})) — az allapotdtmenet fv, ahol R a ¥ feletti reguldris
kifejezések halmaza.

4. Qrezas € Q kezdeti allapot
5. quég € Q végdllapot
14. Q Definicié. Felismert (elfogadott) jelsorozat N = (Q, %, 0, qiezds, queg) €8y anva.

N felismeri a w € X* sorozatot, ha w = wiws...wg aholw; € ¥*i=1..n és I rori...ry Q-beli
allapotok sorozata, hogy:

1. 70 = Qrezas
2. rp = Quég

3. w; € L(Rl), ahol R; = (5(7};1,7}') 1=1...k
15. Q Definicié. N anva felismeri az L nyelvet, ha L = {w| N felismeri w — t}.

1.8 Véges atalakito:

16. Q Definicié. Véges atalakité (fordité) M = (Q, %, 1,0, qp) ahol :
1. Q, egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. X egy véges halmaz, a bemeneti abc

3. T egy véges halmaz, a kimeneti abc

W

. 0:Q x XY = Q x T az allapotatmenet fliggvény

ot

. qo € @ a kezdeti allapot



ale

aaaaa a
aba aba
b/b
aaaabbaba ababa

b/g

2. Masodik eloadas

2.1 Minimalis DVA

17. Q Definicié. Legyen L C X* egy nyelv. z,y € ¥* L-re nézve ekvivalensek, ha
Vz € ¥ esetén igaz, hogy: xz € L akkor és csak akkor, ha yz € L. Ezt a relaciét ~p-vel
jeloljiik.

2. I-rﬁﬁMegjegyzés. ~, ekvivaleincia relacié X*-on, mely ekvivalencia osztalyokra bontja ¥*-
t. Egy x € ¥* ekvivalencia osztélyat [x] jeloli.

18. ‘9 Definicié. Legyen M = (Q, 3,0, qo, F) dva. (r,z) € Q x¥*, M egy konfiguracidja.

19. Q Definicié. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F') dva, (r,x) egy konfigurdcié. (r,x) rdkovet-
kezdje az (r ') konfiguracié, ha:

e az’ =x, ahola e ¥,

o §(r,a) =r.

3. ‘9 Jelolés. (r;x) by (T,,$1)~



20. ‘sj Definicié. (r,x) Fj, (r/,x/), (r,x)-b61 (r',x') elérhetd, ha (r,x) Fy (r1,91) Fas
(i, k) Far (v,2") valamely k > 0.

21. ‘9 Definicié. Legyen M = (Q, %, 6, qo, F) dva. x,y € ¥* M-re nézve ekvivalensek,
ha 3q € @ hogy (qo,x) F3s (¢,) és (qo,y) Fis (¢,). Ezt a relaciét ~ps-vel jeloljiik.

3. —thMegjegyzés. ~); ekvivalencia relacié >*-on.

4. ‘g Jelolés. Minden q elérheté allapothoz egy-egy X*-részhalmaza ekvivalencia osztaly
tartozik, ezt [q] jeloli.

4. T Tétel. Legyen M = (Q, 3,0, qo, I') dva. Ekkor Y,y € X* esetén: x ~yy =X~ ¥

5. Y Tétel. Ha L C X* egy reguldris nyelv, akkor IM=(Q,%, d, qo, F') dva, hogy L(M)=L
és allapotainak szama, n éppen az =, relacié altal meghatarozott ekvivalencia osztalyok szama.
M az allapotainak szamatdl eltekintve egyértelmi.

1. ‘g Kovetkezmény. [ C ¥* regularis akkor és csak akkor, ha =~ relacié altal meg-
hatdrozott ekvivalencia osztalyok szama véges.

2.2 Regularis nyelvek jellemzése

6. s Tétel. Pumpal6é lemma, Bar-Hillel lemma: Ha L C ¥* egy regularis nyelv, akkor
Jp € N szam, hogy Vs € L esetén ha s hossza legalabb p, akkor s felbonthaté s = zyz alakba
gy, hogy:

1. 2zy"z € L minden n > 0 esetén,

2. |y| >0,
3. |zyl < »p.
=)

1. \ Bizonyit4s. e Legyen p = |Q).

e Legyen s € L, s = 51,89,...8,,p < n. Az s-et elfogadd allapotok sorozata legyen r =
r1,T9...Tn+1, ekkor p < n + 1. Tehat r tagjai kozott kell lennie legaldbb két azonosnak, a
skatulya elv miatt. Jelolje ezeket r; és 1. Feltehetjik, hogy k < p + 1.

® T = S51,82...5j—-1, Y= 84,8j4+1.--Sk—1, Z = Sk, Sk+1---Sn-
1. zy™z € L minden n > 0 esetén valoban,
2. |y| > 0, mert j # k,

3. |lzyl=k—1<p, mert k<p+1.
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3. Harmadik eldadas

3.1 Generativ grammatikak

22. Q Definicié. Egy G=(V,3, R, S) négyes generativ grammatika, ahol:
e V egy véges halmaz, a grammatikai valtozdk, vagy nemterminalisok halmaza.
e > egy véges halmaz, diszjunkt V-vel, a termindalisok halmaza,

e R egy véges halmaz, a levezetési szabalyok halmaza, ahol egy levezetési szabaly alakja
a — B, ahol « és B termindlisok és nemtermindlisok tetszéleges sorozata, de a-ban kell
legyen egy nemterminalis.

e S €V akezdd- vagy mondatszimbdlum.
23. Q Definicié. Egy G=(V,3, R, S) grammatika alapjén a I' € (V U X)* szd, ha léteznek
olyan 7,0 € (V U X)x szavak és a — 3 szabdly R-ben, hogy:
I' =~yad, p =84
Jelolés: I' =g pvagy I' = u
24. Q Definicié. Tetszbleges u és v (V U X*)-beli szavak esetén, azt mondjuk, hogy v

levezetheté az u-bdl a G=(VmX, R,S) grammatika alapjian, ha u=v, vagy léteznek n>
0ésu =w1, ...w, = v(V U X)*-beli szavak ugy, hogy

w, =G w2 =@ ... =G Wnp
Jelolés: u= *quvagyu = *v
25. Q Definicié. A G = (V, X, R, S) grammatika generdlja az L C ¥« nyelvet, ha L=L(G),

ahol
L(G)=weX«|S=xw

a G grammatika altal generdlt nyelv.

26. ‘g Definicié. A G és G’ grammatikdk ekvivalensek, ha L(G)=L(G’)

3.2 Rekurziv grammatikak

27. Q Definicié. A G=(V,%, R, S) grammatika rekurziv, ha van olyan A€V, és v,0 €
(V U X)x* szavak, vagy A = x0Ad
Ekkor az A egy rekurziv nemtermindlisa a grammatikdnak. Megjegyzés: Nemrekurziv gram-
matikdk véges nyelvet generalnak.

28. Q Definicié. G=(V, X, R, S) grammatika kornyezetfiiggetlen, ha a levezetési szabdlyainak
bal oldaldn egyetlen nemtermindlis szerepel, azaz a szabdlyok A — Balaktak,aholA € V, 5 €

(VUD)x
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3.3 Kornyezetfiiggetlen grammatikak

7. 4 Tétel. Bgy reguléris nyelv kornyezetfiiggetlen.

29. ‘g Definicié. Egy CF G grammatika szerini levezetés olyan faval abrédzolhatd, melynek
gyOkere a kezdOszimbdlum, levelei balrél jobbra a levezetett szé betiii, tovabbi csomépontjai
nemtermindlisok nemtermindlisok, és az eldgazasok egy-egy alkalmazott szabdlynak felelnek meg.
Ez a levezetési fa.

30. ‘g Definicié. Egy kornyezetfiiggetlen grammatika szerinti levezetés baloldali, ha a leve-
zetés egyes lépéseiben a legbaloldalibb nemtermimaélist helyettesitjiik be.

31. ‘g Definicié. Egy nyelvtan egyértelmi, ha minden generalt szavinak egyetlen baloldali
levezetése van. Kiilonben tobbértelmii.

Megjegyzés:
Minden baloldali levezetés meghataroz egy levezetési fat. Tehdt egyértelmil nyelvtan esetén
minden generdlt széhoz egyetlen levezetési fa létezik.

32. ‘9 Definicié. Egy CF nyelv eredendéen tobbértelmii, ha nem generalhaté egyértelmi
grammatikaval.

33. ‘g Definicié. A G=(V, X, R, S) CF grammatika Chomsky-féle normal alakban adott,
ha a szabalyok az aldbbi alakuak:

e A— BC

e A—a

e S —=¢

8. i Tétel. Tetszéleges CF nyelvhez megadhaté 6t generald grammatika Chomsky-féle
normal alakban.

9. s Tétel. Pumpélé lemme, Bar-Hillel lemma: Ha LC ¥* egy CFL, akkor Ip € N
szam, hogy Vs=uvxyz alakba tigy, hogy:

1. wv™zy™z € L minden n>0 esetén,
2. |vy| >0,

3. |vxyl <p

12



3.4 Chomsky-féle nyelvosztalyok

34. Q Definicié. Chomsky-féle nyelvosztalyok A nyelvet generdlé grammatika szabalyaira
tett megkotések alapjan:

e 3-as nyelvosztdly: Regularis (R) A — a, A — aB alaku osztalyok.

2-es nyelvosztaly: Kornyezetfiiggetlen (CF) A — a alaki szabélyok.

1-es nyelvosztaly:

— v — Bary, alaku szabalyok,
— «a — [ alaku szabélyok, ahol |«| < || nem csokkend.

— Megjegyzés: ezek nem ekvivalensek!

e 0-as nyelvosztaly: tetszéleges alaku szabdlyok
4., I-rﬁﬁMegjegyzés. egyre bovebb nyelvosztalyok
5. I-rﬁﬁMegjegyzés. nyelv jellemzése az 6t generalé grammatika alapjan.

4. Negyedik eléadas

4.1 Verem automatak

35. ‘g Definicié. Verem automata: M = (Q, >, T, 4, qo, F') ahol:
1. Q, egy véges halmaz az allapotokhalmaza
2. ¥ egy véges halmaz a bemenetiabc
3. ' egy véges halmaz a veremabc
4. 0:Q x X. xT'. = P(Q x I';) az dallapotdtmeneti fiiggvény
5. qo € Q a kezdeti dllapot

6. F C @ a végallapotok halmaza
5. ‘g Jelolés. ¥, =X Ue, I'. =T'Ue ('nem olvasunk-irunk’)

36. ‘g Definicié. Felismert (elfogadott) jelsorozat M = (Q,%,T,0,qo, F) egy verem
automata, w = wiws...w, X.-beli jelek sorozata. M felismeri w-t ha 3:

1. rori...rn, Q-beli allapotok sorozata, és

2. 8041...5,1¢ - feletti szavak sorozata hogy:

13



3. rg=qo és sg = ¢
4. (rig1, b) € 0(ri, wit1, a) i=0..n—1 ahol :
5. s; = at és s;41 = bt valamely a,b e ' ést ™

6. r, € F

37. ‘S Definicié. M verem automata felismeri az A nyelvet, ha A = {w | M felismeri w—

£},

10. “4 Tétel. Minden L CF nyelvhez létezik 6t felismerd verem automata.

=
2. ~7\ Bizonyitds. Legyen egy, az L-et generalé CF grammatika G. Megkonstruglunk egy M
verem automatdt, amely minden bemeneti jelsorozatrdl eldonti, hogy levezetheté-e a G gram-
matika szerint.

11. “#°Tétel. Minden M verem automatihoz létezik G CF grammatika, mely éppen az M
altal felismert nyelvet generilja.

1. ‘9 Lemma. Ha x levezethet6 A,, -bdl, akkor M a p allapotbdl iires veremmel indulva, az
x-et beolvasva el tud jutni a q allapotba gy, hogy a verme ismét iires.

2. ‘g Lemma. Ha M valamely p allapotabdl és iires verembol x-et beolvasva, van olyan
allapotatmenetek sorozata, hogy az automata q allapotba keriil, és a verem ismét tires, akkor x
levezethet6 a grammatika A,, nemtermindlisabol.

4.2 Miveletek kornyezetfiiggetlen nyelveken

12. “4 Tétel. Legyen L a CF nyelvek halmaza. L zért a reguldris operdtorokra nézve. Azaz
ha Ay € L és Ay € L, akkor:

1. AfjUAy; € L.
2. AloAQEL.
3. A; *e L.

13. 74 Tétel. Legyen L a CF nyelvek halmaza. L nem zart a metszetre nézve. L nem zért
a komplementerre nézve.

=)

2"

3. - Bizonyitas. A; = a"b"¢™|n, m > 0 mindketten CF nyelvek. A—1NAy = a™b"c"|n,m > 0
viszont nem CF (belattuk). A DeMorgan azonossag szerint: A1 N Ay = (AYUAS)C, {gy a komp-
lementerre zartsag maga utan vonna N-re zartsagot.

14. L Tétel. Ha Ay CF nyelv, As reguléris nyelv, akkor A1 N Ao CF nyelv.
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4.3 Determinisztikus CF nyelvek

38. 3 Definicié. Az M = (Q,%,T,4,q, F') verem automata determinisztikus, ha a

d:Q x 3. xI': » P(Q xI'.) éllapotatmenet fv olyan, hogy minden g, a, b esetén d(q, a,b)

maximum egyelemii halmaz.

39. 9 Definicié. Az L C ¥* nyelv determinisztikus CF, ha az L{$} nyelvhez van 6tgenerald
determinisztikus verem automata, ahol $ nem Y-beli szimbdélum, mely a nyelv szavainak végét

jeloli.

15. 74 Tétel. A determinisztikus CF nyelvek osztélya zért a reguléris operdtorokra, valamint

a komplementerképzésre, és a metszetképzésre.

16. “4 Tétel. A determinisztikus CF nyelvek osztalya sziikebb, mint CF nyelvek osztélya,

azaz van CF nyelv, ami nem determinisztikus CF nyelv.

4. N Bizonyitas. A fenti tételt alkalmazzuk és keresiink egy alkalmas reguldris nyelvvet.

5. Otodik eléadas

5.1 R és CF nyelvek o0sszehasonlitasa

Regudlis nyelvek Kirnyezetfiiggetlen nyelvek

Megadssa sregularis kifejezéssel A—=BAEY, BE(VUE)*
grammatikival A — aB | a *Chomsky-féle normal alak
Példdk {1 | n 20 }, szo felismerés {0'1'}i >0 }, zér6jelezés, progr.
nyelvek (BNF)

Ellenpélddk | { w|azonos szamu 0 és 1 } {a"b"c"|Osn}
Pumpailé L s =xyz, xy"zEL, [y| 20, |xy|s p | s=uvxyz, uvxy"zEL,[vy >0, [vxy|sp
Nemdet. gép | nemdet véges automata (nemdet) verem automata
Det. gép ekvivalens a nemdet.va gyengébb mint a nemdet. viltozat
Minimailis gép | egyértelmil minden nyelvhez | ?
Operstorokra reguliris operdtorok reguliris operatorok
T ANB,A-B,A“=X*-A AR | AN B, A-B csak ha A reguldris!
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5.2 Turing gépek

40. Q Definicié. Turing gépek:
e idealizalt szamitogép

e a legaltaldnosabb szamitasi modell: minden algoritmikusan megoldhaté probléma megold-
hato Turing-géppel is

e de: nem minden probléma oldhaté meg Turing-géppel!

e kiszamithatésag elmélete, algoritmikusan eldonthetetlen feladatok

41. Q Definicié. Turing gép: M=(Q, X,T', 6, qo, ¢ei fogads Yelutasit) ahol:
1. Q, egy véged halmaz, az dllapotok halmaza
2. % egy véges halmaz a bemeneti abécé, mely nem tartalmazza a _ jelet
3. T', egy véges halmaz a szalag abécé, ahol _ €' és X C T
4. §: Q xT'— Q x T x {J, B} az allapotatmenet fiiggvény
5. qo € @ a kezdd allapot
6. Gelfogad € Q az elfogadd dllapot
7. Qelutasiteq az elutasito allapot
6. 1' :}ﬁ;ﬁMegjegyzés. Turing gép miikodése: Kezdbhelyzetben az input sorozat a szalag elsé

n mezdjében szerepel, a tobbi mezében a jelall. Agépvagymegallel fogaddvagyelutasitoallapotban, vagynemalln
mindeniitt értelmezett!)

7. -rﬁﬁl\/[egjegyzés. Egy pillanatnyi konfiguracié leirhaté a szalag tartalméaval, a fej pozicidjaval
és a pillanatnyi allapottal. Megaddsa: u q v, ahol q egy allapot, uv a szalagon 1évé sorozat a
végtelen sok jeleldtt, afejvelséeleméndll.

42, Q Definicié. Turing gép egy lépése: a,b,cc I' szalagjelek, u, ve I'*, p, g€ allapotok.
Az ua p bv konfigurdcié rakovetkezéje az u g acv, ha §(p,b) = (q,c, B) (a fej balra lépett) Az
ua p bv konfigurécié rékévetkezéje az uac q v, ha d(p, b) = (q, ¢, J) (a fej jobbra lépett)

8. I-rﬁﬁMegjegyzés. p bv rdkévetkezdje balra 1épés esetén p cv (nem esik le a szalagrdl)

43. Q Definicié. u, v € IT'*,p,eQ (u, p, v) egy konfiguracié, elfogadd/elutasits, ha p=
el fogad/ Qelutasit kKezdeti: (e, qo, w) ahol w a szalagra irt bemend jelsorozat

44. Q Definicié. M Turing gép elfogad egy w sorozatot, ha 3C,(5...C, konfiguraciok
sorozata, hogy:
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1. C} a kiindulési konfiguracio,
2. C; rakovetkezoje C; +1,i=1,..n — 1,
3. C, elfogadd konfiguracié.

6. 'S Jel6lés. L(M) jeloli az M Turing gép altal elfogadott sorozatok halmazét. Ez a gép
altal felismert nyelv.

45. Q Definicié. Egy L C ¥* nyelv Turing felismerheté (rekurzive felsorolhatd,
parcidlisan rekurziv, félig eldonthet8), ha van olyan M Turing gép, melyre L(M) =L.

9. :'-rﬁﬁMegjegyzés. s € X*-L esetén nem biztos, hogy megdll a gép, igy csak az L elemeire
kapunk igenlé valaszt.

46. Q Definicié. Egy s € ¥* nyelv Turing eldonthet6 vagy rekurziv, ha van olyan M
Turing gép, melyre L(M)=L és M minden s € ¥*széramegdll.

17. s Tétel. Ha L rekurziv, akkor LC is az.
e

5. 7\ Bizonyitis. Ha L(M) =L, akkor M-ben az elfogadé és elutasit6 allapotot felcserélve,
az gy kapott M’ TG-re L(M’) = L.

47. Q Definicié. Definicié: M és S Turing gép véltozatok ekvivalensek, ha L(M) = L(S).

10. - I-rﬁﬁMegjegyzés. Ekvivalencia bizonyitdsara minden esetben megmutatjuk, hogy egy M
TG valtozat szimuldlhaté egy alkalmas S alap TG-pel.

5.3 Turing gép valtozatok: helyben maradé fej

48. Q Definicié. Turing gép helybenmaradé fejjel (HF TG): M = (Q, XT'0, Geifogads Getutasit)ahol:
1. Q, egy véged halmaz, az allapotok halmaza
2. ¥ egy véges halmaz a bemeneti 4bécé, mely nem tartalmazza a _ jelet
3. T', egy véges halmaz a szalag dbécé, ahol _ €' és X C T
4. 0:QxT' = QxTI x{J,B,H} az dllapotdtmenet fliggvény
5. qo € @ a kezdo allapot
6. Gelfogad € Q az elfogadd dllapot

7. Qelutasiteq az elutasito allapot
18. s Tétel. A HF TG-ek ekvivalensek a TG-ekkel.
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5.4 Turing gép valtozatok: tobb szalag

49. Q Definicié. Turing gép t&bb szalaggal (TSZ TG): M = (Q, XT0, Geifogads Gelutasit)ahol:
1. Q, egy véged halmaz, az allapotok halmaza
2. ¥ egy véges halmaz a bemeneti abécé, mely nem tartalmazza a _ jelet
3. T, egy véges halmaz a szalag abécé, ahol _€T'és X C T’
4. 6:Q xTF = Q xT* x {J, B}* az dllapotatmenet fiiggvény
5. qo € @ a kezdo allapot
6. Gelfogad € Q az elfogadd dllapot

7. Qelutasiteq az elutasito allapot
11. . I-rﬁﬁl\/legjegyzés. A helyben maradast itt is megengedhetjiik.

19. i Tétel. A TSZ TG-ek ekvivalensek a TG-ekkel.
=)

6. '\ Bizonyitas. Legyen M egy k-szalagos TG. Megadunk egy S alap TG-et, mely szi-
mulélja M-et.

1. I tartalmazza I'-t, minden '-beli elem megjelolt valtozatat, és a specialis elvalaszto
jelet. Az M gép k szalagjanak tartalma egymas utan, -val szeparalva szerepel S szalagjan.
A k fej pozicidjan megjelolt szimbdlum szerepel.

2. S megkeresi a szalagjdn az elsé és utolsé (k+1)-dik jelet, és leolvassa a k db megjelolt
szimbdlumot, majd M édllapotatmenete szerint elvégzi a megjelolt szimbdlumok feliilirasat.

3. Ha egy jelre kellett 1épni valamely fejnek, akkor oda egy megjelolt iires szimbdlum keriil,
miutédn a szalag tartalma az utolsé jelig eggyel jobbra csisztatédott.

5.5 Turing gép valtozatok: nem determinisztikus

50. Q Definici6. Nemdeterminisztikus Turing gép (ND TG): M = (Q, XTI, geifogad; detutasit)ahol:
1. Q, egy véged halmaz, az allapotok halmaza
2. X egy véges halmaz a bemeneti abécé, mely nem tartalmazza a _ jelet
3. T', egy véges halmaz a szalag abécé, ahol _€ ' és X C I
4. 6:Q xI' = P=(Q xT x {J, B}) az allapotatmenet fiiggvény
5. qo € Q a kezdd allapot

6. Qelfogaa € € az elfogadé dllapot
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7. Qelutasiteq az elutasito allapot

12. . I-rﬁﬁMegjegyzés. A ND TG miikodését fa irja le. Ha egy agon az elért dllapot elfogadd,
akkor a ND TG elfogadta a kezdeti sorozatot.

20. s Tétel. Minden M ND TG-hez van vele ekvivalens TG.
=)

7. TN Bizonyitas. m az M allapotatmeneteinek legnagyobb szama
S egy 3 szalagos TG lesz (mely, lattuk, ekvivalens valamely TG-pel).

e input szalag
e szimuldcids szalag,

e cim szalag, az 1, 2, ... m szdmokbdl &ll6 sorozatot tartalmaz, az elemeket , valasztja el.
pl: 1,11,23,45

S miikddése:
1. Kezdetkor az input szalagon szerepel az M-nek adott sorozat, a masik két szalag iires.
2. Az input szalagot a szimulacids szalagra maésol.

3. A szimulacids szalagot hasznalva S szimuldlja M egy-egy dgdanak miikodését. Az csomoépontokat
szélességi kereséssel jarja be. Az allapot dtmeneteket a cimszalagrol olvassa le. Ha

(a) itt nincs tobb szimbdlum, vagy
(b) a kovetkezd szimbdélumnak megfelel allapotdtmenet nem megengedett, vagy

(c) az allapot elutasit, akkor 4-re 1ép.
Ha az allapot elfogad, akkor elfogadja a sorozatot.

4. A cimszalagon levo cimet feliilirja a lexikografikusan kovetkezovel, és 2-re 1ép.

6. Hatodik eloadas:

6.1 Turing-gépek

51. Q Definicié. Felsorolé Turing gép: M=(Q,X,I', 6, qo, ¢ei fogads Gelutasit) ahol:
1. Q, egy véges halmaz, az allapotok halmaza
2. nincsenek bemeneti sorozatok, csak munkaszalag
3. T', egy véges halmaz a szalag dbécé, ahol _ €' és X C T

4. 0:Q x I' 5> Q x I'x {J,B} x ¥* az allapotdtmenet fliggvény, ahol a X* -beli
sorozatok a felsorolt(kinyomtatott) sorozatok.

5. g0 € Q a kezdd allapot
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6. Geifogad € Q az elfogadd allapot

7. Qelutasit e az elutasité allapot

Megjegyzés: Az osszes felsorolt elemek (egyesek esetleg tobbszor is) alkotjdk a TG altal
felsorolt nyelvet.
21. “4 Tétel. Egy L nyelvet felsorolé E TG-hez létezik egy N TG, mely éppen L-et ismeri
fel, és viszont.

Turing gép variacidk: felsorolé TG:
M-hez E:
Legyen A az S éltal felismert nyelv. Legyen s183...8y,... az 0sszes lehetséges Yx-beli sorozat. E a
kovetkezd képen miikodik:

1. :=1,2,3... —raismétli:
2. Szimulalja M-met i 1épésig, az s1, s9, ..., s; szavakon.

3. Ha elfogadé allapotba ér M, kinyomtatja a megfelel6 s; szot.

6.2 Fiuggvényszamitas Turing géppel:

52. Q Definicié. © € X* kezdeti bemeneti sorozatra az M Turing gép outputja az
y € X* sorozat, ha M megéll az x inputra, és megallasakor a szalagon éppen y szerepel (az
tires szimbo6lumok el6tt), valamint a fej ismét az elsé pozicion all. Ezt a tényt y=M(x) jeldli.

53. Q Definicié. Az M Aaltal kiszamitott fv az a f); : ¥* — X* parcidlis fiiggvény
parcialisan rekurziv, ha van M TG, hogy f = fu. Ha ezen feliil f minden X*-ra értelmezve
van, akkor f rekurziv.

54. Q Definicié. M = (Q, %, T, 0, 05 Gel fogads Qetutasity LG, 0,1, : € ¥ M kiszamitja az
f : BF — B fiiggvényt, ha tetszéleges wy,...w, € B esetén a w = wy, ...wy, sorozatra M(w)=u,
ahol u = f(wy, ... wg).

22. 74 Tétel. Church-Turing tézis Ami algoritmussal kiszdmithaté/eldonthetd,
az Turing kiszdmithaté/eldonthets. Nevezetesen:

1. Egy f:¥X* — ¥* parcidlis fv algoritmussal kiszamithaté < f parcidlisan rekurziv.

2. Egy f:3¥* — X* teljes fv algoritmussal kiszamithaté < f rekurziv.

3. L nyelvre a nyelvbe val6 tartozas probléméja algoritmussal eldéntheté < a nyelv rekurziv.
23. 4 Tétel. Hilbert 10 problémaja Diofantikus egyenletek altalanos megoldhatésaga:
adjunk algoritmust, mely tetszoleges diofanikus egyenletre eldonti, hogy az megoldhatoé-e.

f(z1,...xn) = 0 egész megolddsat keressiik, ahol f(z1,...x,) egész egyiitthatés, n valtozos poli-
nom.
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7. Hetedik eloadas:

7.1 Kongruens szamok felismerése:

24. 74 Tétel. Egy m pozitiv szam kongruens, ha van olyan derékszdgii haromszog, melynek
teriilete m, és oldalai racionalis szdmok.

13. :I-P%Megjegyzés. K rekurzive felsorolhaté: Mivel a rac. szamok megszamlalhatok,az
azokbodl alkotott parok is azok. Tehdt ha van olyan p, q hogy pq= 2 m akkor az kideriil véges
sok 1épés utan. Majd egy ilyen parra az is véges sok lépésben kideriil, ha az a Pythagorasz
tételnek eleget tesz valamely r rac. szamot valasztva.

25. 4 Tétel. Van olyan L' C ¥* = {0, 1}* nyelv, amely nem Turing felismerhetd, azaz nem
rekurzive felsorolhaté.

7.2 Egy nem Turing felismerheto nyelv:

14. :I-rﬁﬁl\/[egjegyzés. a {0,1}*-beli szavak felsorolhaték. Pl. a kanonikusan: Az {ires szét,
majd az 1, 2, ... k, ... hosszusdgiakat soroljuk fel. Az azonos hosszi sorozatokat lexikografikusan
soroljuk fel, igy: ¢ 0,1,00,01,10,11,000,....

7. Q Jelolés. My, a w altal kodolt Turing-gépet jeloli.

7.3 Egy nem Turing felismerhet6 nyelv: L,

55. ‘g Definicié. Diagonalis nyelv: azon TG koédja, mely TG-ek nem fogadjak el a sajat
kédjukat Lg = {w € {0,1}*, az M, gép létezik, és w ¢ Ly,

26. 74 Tétel. L, nem rekurzive felsorolhaté nyelv.

=
8. 7\ Bizonyitas. Indirekten, t. fel, hogy Ly rekurzive felsorolhaté. Azaz van N TG, mely

éppen Ly szavait ismeri fel, Ly = Ly. Azaz N felismeri w-t, ha w egy olyan M,, TG-t kédol,
mely nem fogadja el a sajat kdodjat.
Mi a helyzet N-nel? Legyen N kédja s. Felismeri-e N s-et, azaz s € Ly teljestil-e?

e Ha feltessziik hogy igen, akkor a def. szerint s ¢ Ly, ELLENTMONDAS!!

e Ha feltessziik hogy nem, akkor a def. szerint s € Ly, ELLENTMONDAS!

Tehat mindkét esetben képtelenségre jutottunk, igy az indirekt feltevésiink hamis.

15. . I-rﬁﬁMegjegyzés. Lg:mem Turing felismerhet6 nyelv
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7.4 Az univerzalis Turing gép:

27. ¥4 Tétel. Van olyan U 3 szalagos TG, melyre teljesiil, hogy ha w,s € {0,1}*, és M,
létezik, akkor az U gép pontosan akkor fogadja el (utasitja el, keriil végtelen ciklusba) az ws
bemenetet, amikor M,, az s bemenetet elfogadja (elutasitja, ciklusba keriil).

=,
9. 7\ Bizonyitis. A 3 szalag szerepe:
WHS nem valtozik. M, miikédését adja meg
8 M,, szalagjanak a szimulalasa
0 M., pillanatnyi allapota

U miikodése:

1. Ellenérzi, hogy w TG-t ir-e le, ha nem, elutasit. Ha igen, beirja s-ta 2., és 0-t (a
kezdballapot kodjat) a 3. szalagra.

2. Az els6 szalag alapjan meghatdrozza, hogy My, mit 1épne, ha a 3. szalagon megadott
allapotban lenne, és az olvaséfej alatt a 2. szalagon szerepld jelet latna. U megteszi My
1épését, és megfeleléen médositja a 2. és 3. szalag tartalmat.U megall elfogadd ill. elutasitd
allapotban, ha az My, szerinti Uj allapot éppen elfogadé ill. elutasité. Ha nem, akkor az
1. 1épést ismétli.

16. - I-rﬁﬁMegjegyzés. U - univerzalis Turing gép
56. ‘g Definicié. Univerzalis nyelv: L, = {w#s € {0,1}*, M,, létezik, és s € Ly, }

17. :I-rﬁﬁMegjegyzés. L,, éppen az univerzalis TG nyelve, azaz L, = Ly, ahol U egy univ.
TG. Tehat L, rekurzive felsorolhato.

28. 74/ Tétel. (Turing, 1936) L, nem rekurziv nyely.

7.5 A megallasi probléma:

57. & Definicié. A megallasi problémahoz (halting problem) tartozé Ly nyelv
L, = {w#s € {0,1}*, M, létezik, és s bemenettel elinditva megdll.}.

29. 74 Tétel. Ly, rekurzive felsorolhaté, de nem rekurziv nyelv.
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e
10. 7\ Bizonyitas. Legyen U egy univ. TG. Ez L; szavaira meg fog allni. Legyen U’

az a TG, mely azonos U-val, kivéve hogy U elutasit dllapotdat elfogadra véltoztattuk. Ekkor
Ly = Ly, azaz Ly rek. felsorolhaté. Azt indirekte mutatjuk meg, hogy Lj nem rekurziv. Ind.
felt: L rekurziv, azaz van olyan M TG, mely mindig megall, és Ly, = Ly,

Legyen M’az a TG, mely el6szor M-et futattja, majd ha M elfogadé allapotban végzett, U-t.
M’mindig megall az ind. felt. miatt, és M’éppen L,-tismeri fel.

De L,-r6l 1attuk, hogy nem rekurziv. Az ellentmondés oka az ind. feltevés, az hamis tehat, azaz
a tétel masodik részének allitdsa is igaz.

7.6 A megallasi probléma iires inputra:

58. Q Definicié. L. = {w € {0,1}*, M,, létezik, és az ¢ (iires) bementtel inditva megall}.

30. 7 Tétel. L. rekurzive felsorolhato.

=
11. ~7N Bizonyitds. A rek. felsorolhatésdgot bizonyitja, hogy egy w € L. esetén az Ly,
megallasi nyelvet felismerd automatat a we = w inputtal futtatva, ez a gép éppen L. —t ismeri
fel.

31. ¥4 Tétel. L. nem eldénthetd.
59. ‘g Definicié. L; C ¥* visszavezetheté az Lo C A* nyelvre, ha van olyan Turing-géppel

kiszamithaté f : ¥* — A* fuggvény, hogy minden w € ¥* széra teljestil, hogy w € L1 & f(w) €
L.

7.7 Visszavezetések:

32. 4 Tétel. Ha Ly < Ly és
e [ eldonthetd (rekurziv), akkor L; is eldonthetd.

e [y Turing-felismerhetd (rekurzivan felsorolhaté), akkor L; is Turing-felismerhetd.

=
12. ~7\ Bizonyitas. pl. a visszavezetést kiszdmols és az Lo-t eldonté Turing-gép ,kom-

pozicidja” az Li nyelvet donti el.

7.8 A megallasi probléma eldonthetosége tujra:

33. Y Tétel. L), eldonthetetlen.

=
13. 7\ Bizonyitis. Megmutatjuk, hogy L, > Lj. Tetszbleges M Turing-géphez és s be-
menethez konstrualjuk meg az M’ Turing-gépet a kovetkezé moédon. M’ annyiban kiilénbo6zik
M-t61, hogy amikor M elutasité allapotba 1ép, akkor M’ végtelen ciklusba 1ép. Minden tovabbi
esetben az M’ mésolja M miikodését. Legyen w és w’ rendre az M és az M’ kédja. Nyilvanvalo,
hogy az f(w)=w’ fgv. kiszdmithaté egy Turing-géppel.
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7.9 L. eldonthetetlensége ujra

34 i Tétel. L. eldonthetetlen.
=

14. - ~ Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy Lj > L.. Adott M Turing-géphez és s bemenethez
legyen M’ a kovetkezo Turing-gép. M’ tetszéleges u bemeneten a kovetkezét teszi. M’ meg-
vizsgédlja u-t, és ha u nem az lires szd, akkor M’ elfogadja a bemenetet. Ha u az iires szd,
akkor M felmésolja a szalagjara az s szdt és elkezdi szimuldlni az M-et az s szén. Legyen rendre
w és w az M és az M’ kdédja. Az f(w)=w’ fgv. kiszdmithaté egy Turing-géppel. Tovabba:
wH#s € L, & w € Ly,

8. Nyolcadik el6adas

8.1 Rekurzive felsorolhaté és nyelvtannal generalhaté nyelvek
kapcsolata

35. 74 Tétel. A nyelvtannal generslhat6 nyelvek osztélya megegyezik a rekurzive felsorolhaté
nyelvek osztalyaval. Azaz L nyelv akkor és csak akkor generdlhaté grammatikaval, ha van a
nyelvet felismeré Turing -gép.

e
15. 7\ Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy ha L grammatik4val generalhat6, akkor van M TG,
hogy L(M)=L.

Legyen G = (V, X, R, S) grammatika mely L-et generédlja. A grammatika szerinti levezetés
egy-egy lépését meghatarozza, hogy mely szabalyt alkalmazzuk, és annak bal oldalat az éppen
aktudlis mondatszerli forma hanyadik elemére illesztjiik.
36. Y4 Tétel. M miikddése:

° Atmésolja a 3. szalagot a 4-re, majd torli 3 tartalmat.

e A 4. szalagon szerepld minden egyes mondatszeri formaéra:

— Minden egyes @ — [ szabalyra megkeresi mindazon helyeket a mondatszer® formaban,
ahol a el6fordul.

— Minden egyes ilyen esetben a mondatszerli format gy toldja hozza a 3. szalagon
szereplo sorozatokhoz, hogy elvalasztdjel utan a mondatszert forma megfeleld helyén
« helyett 3 szerepel.

e Megvizsgalja, hogy a 4. szalagon szerepel-e w-vel azonos mondatszerii forma. Ha igen,
elfogadé allapotban megdll, ha nem, 1-re 1ép.

M éppen a G grammatika altal generalt szavakat fogja elfogadni.
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8.2 Kornyezetfiiggo nyelvtannal generalhaté nyelvek felismerése
TG-pel

60. Q Definicié. Linearisan korlatozott TG egy olyan, specidlis TG, mely a szalagnak
csak a bemeneti altal elfoglalt részét hasznalja.

37. 4 Tétel. A kérnyezetfiiges nyelvtannal generalhaté nyelvek osztlya (CS) megegyezik
a linedarisan korlatozott T'G-pel felismerheté nyelvek osztalyaval.

38. 74 Tétel. A kornyezetfiiggd nyelvtannal generdlhaté nyelvek osztélya (CS) valédi részhalmaza
a rekurziv nyelvek osztalyanak.

8.3 Numerikus fliggvények

61. Q Definicié. Az alap fiiggvények a kovetkez6k: N—N rakovetkezd fv: suce(n) = n+1.
Nk—N (k—0) k-véltozés zéro fv: zerok(ni,...ny) = 0. N¥ =N (k>0) k-valtozoés j-dik identitds
fv: idk,j(nl, nk) = n;.

Bonyolultabb fiiggvényeket a kévetkezd mdédokon kombindlunk:

62. Q Definicié. Legyen k, m>0, és adottak a g : N¥ — N illetve hy,..h; : N™ —
N fiiggvények. Ekkor g kompozicidja a hy,...hy fiiggvényekkel azaz f : N™ — Nfv, melyre:

f(ny,..nm) = g(hi(n1, ..nm), . hi(ng, ..np)).

63. Q Definicié. Legyen k>0, és adottak a g: N* — N illetve h:N*+2 — N fiiggvények.
Ekkor g és h 4ltal rekurzivan definialt fiiggvény az az f : N¥t1 — Nfv, melyre:

F(n1, i 0) = g, .y

f(ny,..ng,m+1) = h(ny,...ng,m, f(ny,..n,m)).

64. Q Definicié. A primitiv rekurziv fliggvények az alap fiiggvények, és a beldliik tetszoleges,
véges szamu kompozicidval és rekurzidval szarmaztatott fliggvények.

39. ¥ Tétel. A primitiv rekurziv fiiggvények szémossiga megszamlalhatéan végtelen.

e
16. '\ Bizonyitas. A primitiv rekurziv fiiggvények megadhatdk az alap fiiggvények, a kom-

pozicié és rekurzid, valamint zardjelek és term. szamok szimbdélumaibdl allé véges sorozatokkal,
ilyenb6l megsz. végtelen van.

40. ¥4 Tétel. Nem minden kiszémithaté fv. primitiv rekurziv.
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B
17. 7\ Bizonyitas. Cantor-féle 4tl6s médszerrel, unaris fv-ekre Soroljuk fel az sszes pri-

mitiv rekurziv undris fiiggvényt, fi, fa,...fn,.. Legyen g az az undris fliggvény, melyre g(n) =
fn(n)+1

65. ‘g Definicié. Legyen k>0. A g: N¥1 — N fiiggvény minimalizaciéja az az f: N¥ — N
fliggvény, melyet a kovetkez6 médon értelmeziink:

e f(ni,...nx) = a legkisebb m, melyre g(ni,...nx, m) = 1, ha van ilyen m

o f(ni,...nx) = 0 kiilénben.
66. Q Definicié. : Legyen k>0. A g: N*1 — N fiiggvény minimalizalhaté, ha a fenti

eljaras mindig megéll, azaz minden nq,...ny — Nesetén van olyan m € N, hogy g(ni, ...ng, m)=
1.

67. 'g Definicié. Egy f fv u-rekurziv, ha eléallithat6 az alap fiiggvényekbél a kompozicio,
a rekurzié és a minimalizacié operatorokkal, az utébbit minimalizalhaté fiiggvényre alkalmazva.

41. 7 Tétel. Az f: N¥ — N fiiggvény p-rekurziv akkor és csak akkor, ha rekurziv, azaz
kiszamithaté Turing géppel.

9. Kilencedik eloadas

9.1 Fuggvények asszimptotikus osszehasonlitasa

Hogyan értelmezziik algoritmusok hatékonysagat?

e Eldonthet6 nyelv (feladat) felismerése van-e praktikusan hasznélhaté algoritmus?
Milyen fajta feladatok vannak?
Eldontend6 kérdés pl. primszam-e az adott szdm? - nyelvbe tartozas
Hozzarendelés pl. Inko, Hamilton-kor keresés - fv kiszamitas

e Egy problémadra (pl. szdm prim mivoltdnak eldontésa, utazé tigynok) adott algoritmusokat
hogyan értékeljink, hasonlitsunk Gssze?

Algoritusok 6sszehasonlitasa:

Id6igény (1épésszam) illetve térigény szerinti 6sszehasonlitas

A feladat nagysdganak (a megadds hosszdnak) fiiggvényében, a nagy feladatokra kon-
centrélva (asszimptotikus viselkedés)

A legrosszabb esetet tekintve (worst case)

Azonos fajta TG-pel és be és kimeneti reprezentaciéval megvaldsitott algoritmusok (ezt
majd még pontositjuk)

68. Q Definicié. "Nagy ordé’: f,g: N — RT fiiggvények. f(n) = O(g(n)), ha talalhaték c és ng pozitiv
Azt mondjuk, hogy g(n) aszimptotikus fels6 korlatja f(n)-nek.
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9.2 TG idokorlatja

8. Q Jelolés. Egy adott M TG esetén:

o Ths(n) jeloli M maximalis 1épésszamét (szdmoldsi idejét) az n hosszisdgi bemenetek
esetén.

e Sy(n) jeloli az M dltal maximalisan elolvasott munkaszalag jelek szdmat n hosszusagu
bemenetek esetén.

18. . I-rﬁﬁMegjegyzés. Ha M nem all meg valamely n hosszi bemenetre, akkor Ths(n) végtelen.
Ekkor Sys(n)-t is végtelennek tekintjiik.

69. Q Definicié. Legyen t : N — N fiiggvény olyan hogy t(n) > n minden n-re. Az M
TG t(n) id6korlatos, ha az n hosszi bemenetek esetén legfejjebb t(n) 1épést tesz meg, azaz
Tr(n) > t(n).

70. Q Definicié. TIME(t(n)) = {L|Lfelismerhet6 egy O(t(n)) idékorldtos M TG-pel.}.

71. Q Definicié. Legyen s : N — N fliggvény olyan, hogy s(n) logan minden n-re. Az M
TG s(n) tarkorlatos, ha az n hosszi bemenetek esetén legfeljebb s(n) db cellat haszndl a
munkaszalagon, azaz Sy(n) > s(n).

72. Q Definicié. SPACE(s(n)) = {L|L felismerheté O(s(n)) tarkorlatos M TG-pel.}.

9.3 A P osztaly

73. Q Definicié. P = Up<;TIM E(n*) a polinom id8ben egyszalagos TG-pel eldénthetd
nyelvek osztalya.

19. . I-rﬁﬁMegjegyzés. Valamely, az alappal ekvivalens specidlis TG modellt hasznélva, ha az
polinom id6ben szimulalhaté az alap TG-pel, akkor P invaridns arra nézve, hogy az alap vagy a
specidlis TG-et hasznaljuk modellként.

20. :;Ili}ﬁ..ﬁMegjegyzés. P a praktikusan szamitogéppel megoldhaté probléméaknak felel meg.
Altaldban taldlunk P-beli probléméakra gyors (négyzetes, kobos, ...) algoritmust.

Példak P-beli problémakra Ismert polinomidlis algoritmus az aldbbi problémakra:

e PATH = |G,s,t;, — G irdnyitott graf, és van benne irdnyitott ut s-bél t-be.

e RELPRIME = jx,y; — x és y relativ primek

e GRAPH-2-COLOR = G — G graf cstcsai kiszinezheték 2 szinnel

e EULER-CYCLE = G — G grafban van EULER kor
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e PRIME = x — x prim

Példak mindmaig nem P-beli problémadakra Nem sikeriilt eddig polinomialis algorimust
taldlni pl az alabbi problémakra:

e HAMILTON-CYCLE = G — G grafban van Hamilton kor

e GRAPH-3-COLOR = G — G graf cstcsai kiszinezheték 3 szinnel

9.4 TG-ek szimulacigjanak ido és tarigénye

Léttuk, hogy specidlis TG-ek (t6bbszalagos, RAM, ... nem determinisztikus) szimulalhatdk alap
TG-pel. Ehhez t6bb id6 illetve tar kell, mennyivel? Mi az egyszeriibb gépeken a hatékonysdgromlas
mértéke?

42. 7 Tgtel. Az N k-szalagos TG-hez van olyan egyszalagos M TG, hogy L(M)=L(N), és
ha N f(n) id8igényti, akkor M O(f(n)?)idéigényti.

43. ks Tétel. Az N TG-hez van olyan tobbszalagos M TG, hogy egyalkalmas ng szdmon tul:
1. tetszoleges € > 0 esetén Thr(n) > n(l+¢), ha TN(n) = O(n)

2. tetszlleges ¢ > 0 esetén Th(n) > cI'y(n), ha limTyn(n)/n = oo

21. . -rﬁﬁMegjegyzés. A fenti tétel magyarazza, hogy miért tekinthettiink el a konstans szorz6tél
az id6igény definidlasakor.

44. 7 Tétel. Tér-id6 tétel Ha L SPACE(s(n)), akkor van olyan L-tél fliggd ¢ konstans,
hogy L € TIME(25™).

e
18. 7\ Bizonyitéas. vazlat Legyen M egy L-et O(s(n)) tarkorlattal eldénté Turing-gép

és legyen w az M egy tetszbleges n hosszii bemenete. Ekkor a kezdSkonfiguraciobdl elérheto
konfigurdcick szdma cn20(m) = 20(s(n) "ahol ¢ egy a szalagabécétél fiiggd konstans.

Mivel M 206(™) 1épése utdn konfigurdcié ismétlédés all fenn, tigyes konstrukciéval elérhetd,
hogy az M-et szimuldlé N Turing-gép 200(™) 1épés utén észrevegye ha végtelen ciklusba esik.
Kovetkezik, hogy N az L-et ismeri fel és 206(") id8igényfi, ami bizonyitja a tétel allitasat.

9.5 Nyelvosztalyok komplementere

9. ‘g Jel6lés. L I feletti nyelv esetén LC = I x /L az L komplementere

74. 3 Definicié. L nyelvosztély esetén coL = {L|L¢ € L} az L nyelvosztaly komplemen-
tere.

45. ' Tétel. 1. co(co(L)) = L
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2. Ha A C B nyelvosztyalok, co A C coB3
=

19. 7N Bizonyitas. 1. (L¢) = L alapjan

2. LecoA—> I e A— L e B> L e coB

9.6 Tar-ido tételek komplemens nyelvosztalyokra

46. 4 Tétel. TIME(t(n))=coTIME(t(n)), azaz L € TIME(t(n)) akkor és csak akkor, ha
LC € TIME(t(n)).

=
20. N Bizonyitas. Az L-et eldonté M TG-ben az elfogad6 és elutasité allapotokat fel-
cserélve, egy azonos futasidejii, LC-t eldonté TG-et kapunk, tehat L¢ € TIME(t(n)), azaz
coTIME(t(n))) C coTime(t(n)).
Miésrészt TIME(t(n)) = coTIME(t(n)).
Tehét TIME(t(n)) = coTIME(t(n)).

47. 4 Tétel. SPACE(s(n))= coSPACE(s(n)), azaz L € SPACE(s(n)) akkor és csak akkor,
ha LC € SPACE(s(n)).

She
21. 7\ Bizonyitéds. Legyen L € SPACE(s(n)). A tér-idé tételbeli N gép minden inputra

megall, O(s(n)) tarkorlatos. Ebben felcserélve az elfogadd és elutasité allapotokat, adédik, hogy
L¢ € SPACE(s(n)). A més irdny mint elbb.

75. Q Definicié. EXPTIME = U< TIM E(2”k) az exponencidlis idében felismerheto
nyelvek osztalya.

76. Q Definicié. SPACE = U<y SPACE (2”k) az exponencidlis idében felismerhet nyel-
vek osztalya.

48. 74 T¢tel. P C PSPACE C EXPTIME
>

22. % Bizonyitas. Ha M TG t(n) idékorlatos, akkor t(n) tarkorlatos is (lépésenként max
egy jelet ir a munkaszalagra). Tehat TIM E(n*) C SPACE(n*), és igy P = Up>1SPACE(nk)
= PSPACE

Ha L € PSPACE, akkor valamely k-ra L. € SPACE(n¥). A tér-id6 tétel szerint ekkor hogy
L e TIME(2"%) C EXPTIME.

49. 7% Tétel. EXPTIME C R (= Rekurzfunyelvckosztalya)
>

23. 7\ Bizonyitas. C kovetkezik EXPTIME idokorlatossagabol. A valédi tartamazashoz
mutatunk egy L nyelvet, mely rekurziv, de nem EXPTIME-beli, L = w € 0,1%, az M, gép
1étezik, és legfeljebb 221%l 1épésben elutasitja w-t, ahol |w| a sz6 hossza.
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1. L-nek végtelen sok eleme van, mivel egy M,,-t kibévithetiink a kiindulé helyzetbdl soha
nem elérhetd dllapotokkal. Egy ilyen y leirds esetén M, éppen tigy fog miikodni mint M,
tehat az idékorlatja is azonos.

2. Megmutatjuk, hogy L semmilyen n-re nincs benne TIME(22n_1)—ban. Ez elég is, mivel
EXPTIME C TIME(22" ).

Indirekte feltessziik, hogy L felismerheté 22" " id8korldtos M TG-pel. Legyen ng olyan szam,
hogy nng esetén 22T < 22" Legyen w egy mg —nal hosszabb sz6, melyre M,, létezik és
ugy viselkedik mint M. Most megmutatjuk, hogy mind w € L, mind a w ¢ L feltételezés
ellentmondasra vezet. Ha w € L, akkor M, elfogadja w-t 22" < 22" lépésben, de ekkor L
def. szerint w ¢ L. Ha w ¢ L, akkor M, nem utasitja el w-t 221" < 22" 1épésben, de megall,
ezért elfogadja w-t, amibol w € L kovetkezne.

10. Tizedik eloadas

10.1 Nemdeterminisztikus TG idokorlatja

77. & Definicié. Legyen t: N—N fiiggvény olyan, hogy t(n)> n minden n-re. Az M NDTG
t(n) id6korlatos, ha az n hosszi bemenetek esetén M minden szdmitasi it mentén legfeljebb t(n)
1épést megtéve megdll. Azaz n hosszii bemenetek esetén legfeljebb t(n)+1 mély a szdmitasi fa.

22. :'-rﬁﬁMegjegyzés. Nem ismert olyan fizikai megvalésitds, mely t(n)-nel ardnyos idében
szimulalnd egy t(n) idékorlatos NDTG miikodését.

78. ‘g Definicié. NTIME(t(n)) = LC I*|L felismerhetéegyO(t(n))idékorlatosM N DTG —
pel..

10.2 Az NP nyelvosztaly

79. "g Definicié. NP:UkleTIME(nk) a polinom idében egyszalagos NDTG-peleldont-
het6 nyelvek osztalya.

23. :I-P%Megjegyzés. P C NP mivel egy t(n) id6korlatos TG tekinthetd egy specidlis, t(n)
idSkorlatos NDTG-nek, egy TIM E(n*) C NTIME(n*).

50. 74 Tétel. P C NPNncoNP

=
24. 7N Bizonyitas. PCNP lattuk. De co operator tartalmazasmegérzé volta miatt ekkor
coPC coNP.

Lattuk, hogy coP=P, tehat P is teljesiil.
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80. ‘g Definicié. Legyen L egy X feletti nyelv. L polinomidalisan bizonyithatd, ha van olyan
V algoritmus, hogy

L =w|V elfogadja < w,c > —t valamely X* — beli ¢ — re,

és V polinomideji w hosszat tekintve.

51. “4 Tétel. NP azokat a nyelveket tartalmazza, amelyek polinomislisan bizonyithatok.

81. Q Definicio. A és B ¥* feletti nyelvek. A polinomidében visszavezetheté B-re, ha van
[ =X

Polinomidlis idében kiszdmithaté fv, hogy w € A & f(w) € B.
52. 4 Tétel. Ha A<, B ésV € P, akkor A € P.

She
25. N Bizonyitas. Legyen M az a TG, mely polinom id6ben felismeri B-t. Ekkor a kdvet-
kez6 N TG A-t ismeri fel polinom id6ben:
w input esetén N:

e Kiszdmitja f(w)-t,

e M-et futtatja f(w)-n, és outputként M outputjit adja.

10.3 NP-teljes problémak

82. Q Definicié. L. NP-teljes, ha
e [, NP-beli, és

e tetszileges A NP-beli probléma polinom idében visszavezethetd L-re.
83. Q Definicié. Bool véltozdk igaz (1) vagy hamis (0) értéket vehetnek fel.
53. 4 Tétel. Ha B NP-teljes és BEP, akkor NP=P.
54. 74 Tétel. Ha B NP-teljes, C NP-beli, és B<,P C , akkor C is NP-teljes.

55. i Tgtel. (Cook-Levin) SATe P akkor és csak akkor, ha NP =P. Mésképp fogalmazva,
SAT NP-teljes.

84. ‘9 Definicié. 3SAT = {®|® = (a1 Vb1 Ver)(az Vba Vea)...(ag Vb Vcg)} valamely k-ra,
ahol tetszoOleges a;, b;, ¢; egy Boole-valtozé vagy annak negaltja ® kielégitheté Boole-kifejezés.

31



56. 74 Tétel. VERTEX COVER (lefoghaté-e G minden éle legfeljebb k ponttal) NP-teljes.

57. 7 Tétel. k-COLORABILITY (kiszinezheté-c G minden éle legfeljebb k szinnel) NP-
teljes k>3 esetén.

58. 7 Tétel. HAMPATH NP-teljes.
3

26. '\ Bizonyitds. 3SAT polinom idében visszavezethetd HAMPATH-ra.

85. ‘g Definicié. NSPACE=U;>1 NSPACE(n¥), ahol NSPACE(S(n))=L—L felismerhetd
egy O(s(n)) tarkorldtos M nemdeterminisztikus TG-pel.

10.4 Savitch tétele

59. 7 Tétel. Ha f(n) > O(loga(n)), akkor NSPACE(F(n)) CDSPACE((f(n))?)
B

27. K Bizonyitds. Egyrészt, Savitch megmutatta, hogy a PATHE TIME((loga(n))?).
Miésrészt, legyen N egy f(n) tarigény(i nemdeterminisztikus TG. Az N konfiguraciés gréafja egy
n hosszi bemeneten 20U () és ebben a grafban kell egy determinisztikus TG-nek egy utat
keresni a kezdOkonfiguraciébdl egy elfogadd konfiguracioba. Savitch tétele alapjan ez elvégezheto
(1og2 (20U M) 2 azaz O((f(n))?) térral, ami bizonyitja az &llitast.

2. Q Ko6vetkezmény. PSPACE=NSPACE

10.5 Problémaosztalyok tartalmazasa

60. 74 Tgtel. Tétel: PSPACE C EXPTIME
>

28. ~ AN Bizonyitas. Legyen LEPSPACE, és N egy L-et f(n) tarral felismer6 TG. Korabban
l4ttuk, hogy N konfiguréciés grafja egy n hosszi bemeneten 20U (™) méret{i. Ebben a grafban kell
egy M determinisztikus TG-nek egy elfogadd konfiguraciét keresni. Mivel a PATH probléma P-
beli, ez megoldhaté 20(/() id8en. Mivel f(n) egy polinom fiiggvény kapjuk, hogy LEEXPTIME.

86. Q Definicié. Egy L nyelv PSPACE-teljes, ha PSPACE-beli és minden tovébbi PSPACE-
beli nyelv poinomiddben visszavezetheto L-re.

87. Q Definicié. QBF (True quantified Boolean formula)=(¢) : ¢ igaz prenex alaku zért
Boole-formula

61. 4 Tétel. QBF PSPACE teljes.

alma Q
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