Szamitaselmeélet szigorlat

Digitalis szamitaselmélet targy

Kidolgozott tételek

Készitette:
Srancsik Balint
2006 aprilis

Megj.: Az anyag a Pazmany Péter Katolikus Egyetem Informdacidés Technologiai Karanak
Digitalis szamitaselmélet tantargyanak szigorlati tételeinek kidolgozéasat tartalmazza. Az
anyag teljességért és helyességért feleldséget nem vallalok, ebbdl kifolydlag mindenki sajat
felelésségre hasznalja. (Am hozzateszem, pusztan ebbdl az anyagbol felkésziilve sikeres
vizsgat tettem.) Az anyag nem all szerzdi jogvédelem alatt, igy szabadon terjeszthetd.



1. Formalis nyelv, megadasi mddjai. Generativ grammatika, levezetés, generalt nyelv
fogalma. Grammatikak ekvivalencidja. Chomsky-féle nyelvosztalyok.

Formalis nyelv:
Def: X tetszbleges jelek egy nemiires, véges halmaza -> abc
X* az Osszes Z-beli jelekbdl 4ll6 véges sorozatok halmaza -> szavak
Y*={w=a;...ayla;€ X, i=1,...,n n>0}
W=4aj...a; -> n a sz6 hossza
€: 0 hosszu sorozat -> iires sz6
I: 0 és 1 jeleket tartalmazza -> binaris abc

L egy formadlis nyelv ¥ felett, ha LcX*

Megadasi modok:
- elemek felsorolasa (ha azok szama véges)
- L={ooeX*lw P tulajdonsagu}
- L=L(M) ahol M egy automata
- Operatorokkal

- General6 nyelvtanokkal

Generativ grammatika
Def: G=(V, X, R, S) egy generativ grammatika, ahol
V: egy véges halmaz -> nemterminalisok (gram. valtozok)
>: egy véges halmaz, diszjunkt V-vel -> terminalisok
R: véges halmaz -> levezetési szabalyok
o->f a és P termindlisok és nemterminalisok sorozata
SeV: kezdészimbolum (mondatszimbdlum)

Jelolés: k=>gu vagy k=>u

Levezetés:
Egy G=(V, %, R, S) grammatika alapjan a ¥ € (V U X)* szdbol kozvetleniil levezethetd p e
(V U X)* sz6, ha léteznek olyan v, 6 € (V U X)* szavak és o — 3 szabaly R-ben, hogy

k=yad, p=yR3d



Def: Egy wy,..,w, (V U Z)*-beli szavak sorozatara azt mondjuk, hogy ez egy levezetése wy-
nek w;-bél a G = (V, X, R, S) alapjan.
Wi=>6 Wy =>6...=>6 W,

Def: u és v (V U X)*-beli szavak esetén v levezethetd u-bol G alapjan,
ha u=v
vagy létezik n>0 , u=wy,...,w,=v minden (VUZX)*-beli szora
ugy hogy: wi=>¢ Wr=>g...=>¢ W,

Jelolés: u=>g*v vagy u=>*v

Generalt nyelv:
Def: A G grammatika generalja az LcX* nyelvet, ha L={weXZ*|S=>*w}
L(G) a G grammatika altal generalt nyelv

Grammatikak ekvivalenciaja:

Def: G és G’ grammatikak ekvivalensek, ha L(G)= L(G’)

Chomsky-féle nyelvosztalyok
A nyelvet generalo grammatika szabdlyai alapjan:
Reguldris nyelv (R) 3-as nyo.: A->a, A->aB szabalyok
Kornyezetfiiggetlen (CF)  2-es nyo.: A->a
Kornyezetfiiggd (CS) 1-es nyo.: k=BAy->Pay
o->P, ahol |a|<|B]

0-s nyo.: tetsz6leges alaku szabalyok!



2. Regularis kifejezések, regularis nyelvek. Determinisztikus és nemdeterminisztikus
véges automata fogalma, ekvivalencidjuk. Reguléris nyelvek felismerése automatéaval.
Egy regularis nyelvet felismerdé minimalis dva.

Regularis kifejezések:

Definicio: Egy X abc feletti regularis kifejezések:
1. ¥ minden eleme.
2. ¢
3.0
4. Ha o ¢és B regularis kifejezések, akkor (af3) is az.
5. Ha a és B regularis kifejezések, akkor (awU) is az.
6. Ha o reguldris kifejezés, akkor a* is az.

Minden reguldris kifejezés reprezental egy nyelvet.

Regularis nyelvek:

Azon nyelvek halmaza, melyek felismerhet6k determinisztikus véges automataval (dva)

L regularis nyelv zart a regularis operatorokra nézve.
Azaz ha Aés A, € a, akkor:

l.LAJ/UA; € a.

2.A1° Ay e a.

3.A1* € a.

Determinisztikus véges automata (dva vagy va)
M =(Q, %, 5, qo, F) ahol:
1. Q, egy véges halmaz -> az allapotok halmaza
2. %, egy véges halmaz -> az abc
3.8: Q x £ -> Q az allapotatmenet fliggvény
4. qo € Q a kezdeti allapot
5. F < Q a végallapotok halmaza

Definicié: Felismert (elfogadott) jelsorozat
M=(Q, %, 3, qo, F) egy dva, w =x;_ X ... X, 2-beli jelek sorozata.

M felismeri w-t, ha létezik 1o, 1; ... r, Q-beli allapotok sorozata, hogy:



l.to=qo
2. 8(1, Xi+1) =ri+1,1=1,...n-1
3.tneF
Definici6: M dva felismeri az A nyelvet, ha A = {w| M felismeri w-t}. Jelolés: A = L(M)

Nemdeterminisztikus véges automata (nva)
N=(Q, X, 9, qo, F) ahol:
1. Q, egy véges halmaz -> az allapotok halmaza
2. %, egy véges halmaz -> az abc
3.0: Q x (Xu{e}) > P(Q) az allapotatmenet fiiggvény
4. qo € Q a kezdeti allapot

5. F < Q a végallapotok halmaza

Definici6: Felismert (elfogadott) jelsorozat
N=(Q, %, 9, qo, F) egy nva, w = wy, w; ... w,, X, -beli jelek sorozata.
N felismeri w-t, ha 1étezik r, 1] ... r, Q-beli allapotok sorozata, hogy:
l.to=qo
2. 1i+1 € O(1i ,Wi+) 1=0,...,n-1
3.1, € F
Definicio: N nva felismeri az A nyelvet, ha A = {w| N felismeri w-t}. A=L(N)

Ekvivalencia
Definicio: M; és M, ekvivalensek, ha L(M;) = L(M,).
Tétel: Minden N = (Q, %, 3, qo, F) nva-hoz Iétezik vele ekvivalens M dva.



3. Reguléris és CF nyelvek jellemzése a megfelel6 pumpalé lemmaval.

Pumpalé lemma: Regularis nyelv

Ha L ¢ Z* egy regularis nyelv, akkor 1étezik peN szam, hogy V s € L esetén, ha s hossza
legalabb p, akkor s felbonthaté s =xyz alakba gy, hogy:

1. xy"z € L minden n >0 esetén,

2.1y [>0,

3.1xy | <p.

Bizonyités:

*p=1[Q/legyen.

*Legyens € L, s=sj, 2 ... Sp, p < n. Az s-et elfogad6 allapotok sorozata legyenr=r; 13 ...
rn+1, ekkor p < n+1. Tehat r tagjai kozott kell lennie legalabb két azonosnak, a skatulya elv

miatt. Jelolje ezeket rj és 1y

X =81, 82 ... §j-1,
Y =5;j, Sj+1 «.. Sk-1,

Z = Sk, Sk+1 .- Sp.

1. xy"z € L minden n >0 esetén

valdban,

2.y >0, mertj =k,
3. |xy|=k-1<p.



Pumpail6 lemma: CF nyelv

Ha L e 2* egy CFG, akkor létezik p € N szam, hogy V s € L esetén, ha s hossza legalabb p,
akkor s felbonthat6 s =uvxyz alakba gy, hogy:

1. uv'xy"z € L minden n >0 esetén,

2. | vy | >0,

3. vxy | <p.

Bizonyitas:

Legyen G egy, az adott L-t generald CFG, és b legyen a szabalyok jobb oldalan szerepld
szimbolumok max. szama, feltételezziik hogy b>2. Tetszéleges m mélységii levezetési faban
max. b™ levél szerepel.

Legyen p =b"" ahol [V| a G-beli valtozok szama. Mivel b>2, igy p > b ezért ha s L-beli
legalabb p hosszll sorozat, akkor minden levezetési faja legalabb [V|+2 mély kell hogy legyen.
Legyen s. L-beli legalabb p hosszu sorozat, legyen t s egy legkevesebb csomopontt levezetési
faja. T legalabb |[V[+2 mély, ezért a leghosszabb ut a gyokeértdl egy levélig is legalabb [V|+2.
Ez az 0t legalabb |V|+1 valtozot tartalmaz, ekkor a galambduc elv miatt van olyan valtozo,

mely legalabb 2-szer szerepel az ut végso, |V|+1 hosszl szakaszan. Legyen ez A.

S = UVXyZz
uv'xy"z € L n >0 esetén valoban v és y koziil
legalabb az egyik nem e.

Kiilonben 1—nal kevesebb csomopontu levezetési fa
létezne s-hez.

vxy legfeljebb p hosszl, mivel A-bol egy maximum

[V[+2 mélységili fa vezeti le, melynek legfeljebb

u v X y 7
bV =p levele lehet. :



4. Kornyezetfiiggetlen grammatikak, egyértelmi ill. tobbértelmi CF grammatika
Chomsky-féle normalalak, BNF. Miiveletek CF nyelveken. Verem automata,
kapcsolata CF nyelvekkel.

Kornyezetfiiggetlen nyelvtan (CFG)
Definicié: A G = (V, Z, R, S) grammatika kornyezetfiiggetlen, ha a levezetési szabalyainak

bal oldalan egyetlen nemterminalis szerepel, azaz a szabalyok

A —> B alakuak, ahol A € V, B € (VUZ)*

Definicié: Egy kornyezetfiiggetlen grammatika szerinti levezetés baloldali, ha a levezetés

egyes lépéseiben a legbaloldalibb nemtermimalist helyettesitjiik be.

Egyértelmii-tobbértelmii

Definicié: Egy nyelvtan egyértelmii, ha minden generalt szavanak egyetlen baloldali
levezetése van. Kiilonben tobbértelmii.

Megj: Minden baloldali levezetés meghataroz egy levezetési fat. Tehat egyértelmi nyelvtan
esetén minden generalt sz6hoz egyetlen levezetési fa 1étezik.

Definicio: Egy CF nyelv eredendden tobbértelmii, ha nem generalhat6 egyértelmi

grammatikaval.

Chomsky-féle normalalak (CNF)
Definicio: A G = (V, X, R, S) CF grammatika Chomsky-féle normal alakban adott, ha a
szabalyok az alabbi alakuak:
A —>BC
A—>a
S—>¢
ahol A, B, C € V,a € X, B és C nem kezd6szimbolumok.
Tétel: Tetszéleges CF nyelvhez megadhato 6t generalé grammatika Chomsky-féle normal

alakban.

Backus-Naur Form (BNF)

programozasi nyelvek szintaxisanak definialasara szolgal.



Miiveletek CF nyelveken
Tétel: Legyen L a CF nyelvek halmaza.
L zart a regularis operatorokra nézve.
Azaz ha Al € L és A2 € L, akkor:
1.ATUA2 e L.
2.A1°A2 e L.
3.A1* e L.
A metszetre és a komplementerre nézve L nem zart!

Egy rekurziv és egy CF nyelv metszete CF nyelv lesz

Verem automata
M=(Q, %, T, 9, q0, F) ahol:
1. Q, egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. %, egy véges halmaz a bemeneti abc
3. T, egy véges halmaz a verem abc
4.0: Qx X xI'e —> P(Q x I';) az allapotatmenet fiiggvény
5.q" € Q a kezdeti allapot
6. F < Q a végallapotok halmaza

Jelolés: 2, =X U {e}, [ =T U {&} (‘nem olvasunk-irunk”)

Definici6: Felismert (elfogadott) jelsorozat
M=(Q, %, T, 9, qo, F) egy verem automata, w = w;, w, ... W, ¢ -beli jelek sorozata.
M felismeri w-t, ha l1étezik:
To, I ... Iy Q-beli allapotok sorozata, és
S0, S1 ... Sn I '€ -beli jelek sorozata hogy:
l.to=qoéssp=¢
2. (1i+1, b) € 8(1i ,Wis1, @) 1 =0,...n-1, ahol:
si=atés sis; = bt valamely a,b e 'eést e ['*
3.rmeF
Definicié: M verem automata felismeri az A nyelvet, ha A = {w| M felismeri w-t}.

Minden L CF nyelvhez létezik 6t felismerd verem automata.



5. Turing gép, ekvivalens fajtai. Rekurziv és rekurzive felsorolhato nyelvek,
szamossaguk. Példa rekurzive felsorolhatd, de nem rekuziv nyelvre, illetve nem
rekurzive felsorolhatd nyelvre. Turing-gépek €s nyelvtanok kapcsolata.

Turing gép
M=(Q, Z, T, 3, qo, Gelfogads Jelutasit) ahol:
1. Q, egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. %, egy véges halmaz a bemeneti abc, mely nem tartalmazza a _ jelet
3. T, egy véges halmaz a szalag abc, ahol e T'ésZ T
4.0: QxI'e—>QxTI x {J, B}) az allapotatmenet fiiggvény
5. 90 € Q a kezdeti allapot

[*)

. Qelfogad € Q az elfogado allapot

3

. elutasit € Q az elutasito allapot

Definicié: M Turing gép elfogad egy w sorozatot, ha 1étezik:
Cy, C; ... C, konfiguracidk sorozata, hogy:
1. C a kiindulési konfiguracio,
2. C; rakovetkezoje Ciry,1=1,...n-1,
3. C, elfogad6 konfiguracio.
Jelolés: L(M) jeloli az M Turing gép altal elfogadott sorozatok halmazat. Ez a gép altal

felismert nyelv.

Turing gép variaciok, ekvivalenciajuk az alap géppel
- fej helyben maradhat

- tobb szalag

- nem determinisztikus allapotatmenet

- felsorol6 (enumerator)
Ezek mind ekvivalensek az alapgéppel, tobbet nem tudnak, esetleg kényelmesebbek lehetnek

bizonyos szempontbol.

Definicié: M és S Turing gép valtozatok ekvivalensek, ha L(M) =L(S).
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Rekurziv és rekurzive felsorolhaté nyelvek:

Definicio: Egy L < X * nyelv Turing felismerhetd vagy rekurzive felsorolhato, ha van olyan
M Turing gép, melyre L(M) =L.

Megj: s € X * -L esetén nem biztos, hogy megall a gép, igy csak az L elemeire kapunk igenld
valaszt.

Definicio: Egy L < £ * nyelv Turing eldonthetd vagy rekurziv, ha van olyan M Turing gép,
melyre L(M) =L, és M minden s € £ * széra megall.

Megj: Minden rekurziv nyelv rekurzive felsorolhato is. (Az érdekes kérdés a forditott

tartalmazas.)

Példa rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv nyelv:

Az olyan TG kod (inputszé parok L, nyelve), melyekre a TG elfogadja az inputot az
univerzalis nyelv.

Lu={ wis € {0, 1}*, Mw létezik, és s € Ly }

Biz.: indirekten.

Példa nem rekurzive felsorolhato nyelv:
Def: Diagonalis nyelv: azon TG kodja, mely TG-ek nem fogadjak el a sajat kodjukat
Ld={w e {0, 1}* az Mw gép létezik, és w ¢ Ly }

Biz.: indirekten.
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6. Church-Turing tézis, példa algoritmikusan nem eldonthetd problémara. TG kodja, az

univerzalis TG fogalma, hasznalata.

Church-Turing tézis

(Algoritmus: véges sok 1épéssel kiszamit egy fv-t, eldont egy kérdést.)

Megvalosithat6-e minden algoritmus Turing géppel?

Church-Turing tézis: Ami algoritmussal kiszamithat6/eldonthetd, az Turing
kiszdmithato/eldonthetd. Nevezetesen:

* Egy f: X* —>¥* parcialis fv algoritmussal kiszamithatdé <=> f parcialisan rekurziv.

* Egy f: Z* —>X* teljes fv algoritmussal kiszamithato <=> f rekurziv.

* Egy L nyelvre a nyelvbe valo tartozas problémaja algoritmussal eldonthetd <=> a nyelv

rekurziv.

Algoritmikusan nem eldonthet6 probléma

Hilbert 10 problémaja: Diofantikus egyenletek altalanos megoldhatosaga: adjunk algoritmust,

mely tetszdleges d. e-re eldonti, hogy az megoldhaté-e.

f(x1,...xn) = 0 egész megoldasat keressiik, ahol f(x1,...xn) egész egyiitthatos, n valtozos
polinom.

Felismerhetd, de nem donthet6 el.

Dominodprobléma: k féle dominoval lefedhetd-e a sik? Nem felismerhetd, nem eldonthetd.

TG kédja

Feltessziik az M = (Q, Z, T, 3, q0, gelfogad, gelutasit) TG-rdl, hogy:
*Q=1{0, 1,...q}, 0 a kezdd, q az elfogadd, g-1 az elutasitd allapot
* 2 ={0, 1} bemeneti abc,
*I'={0, 1,...s}szalag abc, s felel meg az iires jelnek, -nek
«J=1,B=0

Ekkor M egyértelmiien megadhato egy {0, 1} * -beli w szoval, ez M kddja.

Univerzalis TG fogalma

Képes szimulalni tetszdleges, a w kodjaval adott Mw TG-et.

Tétel: Van olyan U 3 szalagos TG, melyre teljesiil, hogy ha w, s € {0, 1}*, és Mw létezik,
akkor az U gép pontosan akkor fogadja el (utasitja el, keriil végtelen ciklusba) az w#s

bemenetet, amikor Mw az s bemenetet elfogadja (elutasitja, ciklusba kertil).
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A 3 szalag szerepe:

WHS nem vdaltozik, M,, mikodését adja meg
S a szalag tartalma, M, dllapota szerint
0 M,, pillanatnyi dllapota

Univerzalis TG miitkodése

0. Ellen6rzi, hogy w TG-t ir-e le, ha nem, elutasit. Ha igen, beirja s-ta 2., és 0-t (a
kezddallapot kodjat) a 3. szalagra.

1. Az elso szalag alapjan meghatarozza, hogy Mw mit 1épne, ha a 3. szalagon megadott
allapotban lenne, és az olvasofej alatt a 2. szalagon szerepld jelet latna.

U megteszi Mw 1épését, és megfeleléen modositja a 2. és 3. szalag

tartalmat.

U megall elfogad¢ ill. elutasito allapotban, ha az Mw szerinti 01 allapot éppen elfogado ill.

elutasitd. Ha nem, akkor az 1. 1épést ismétli.
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7. Primitiv rekurziv fiiggvények, p-rekurziv fiiggvények, Turing kiszamithato
fliggvények.

Primitiv rekurzios fiiggvények
Def: Az alap fiiggvények a kdvetkezok:
a) N —>N rakovetkezo fv: succ(n) =n+1.
b) N* —>N (k >0) k-valtozos zéro fv: zerok(ny,...ng) = 0.

¢) N¥ >N (k >0) k-valtozos j-dik identitas fv: 1dij(ny,...nK) = n;.

Bonyolultabb fliggvényeket a kdvetkezd modokon kombinalunk:
Def: Legyen k, m >0, és adottak a g: N* —> N illetve hy, ... h: N™ —>N fiiggvények. Ekkor g
kompozicidja a hy, ... hi figgvényekkel az az f: Nm — N fv, melyre:

f(ny, ... ny) =g(hi(ny, ... ny),... h(ng, ... ny)).

Def: Legyen k>0, és adottak a g: NK > Nilletve h: N2 >N fliggvények. Ekkor g és h altal
rekurzivan definialt figgvény az az £ : N"'->N fv, melyre:
f(ny, ... ng, 0) =g(ny, ... ng).

f(ny, ... ng,, m+1) =h(ny, ... ng, m, f(ny, ... ng, m)).

Def: A primitiv rekurziv fliggvények az alap fliggvények, és a beldliik tetszdleges szamu
kompozicioval és rekurzidval szarmaztatott fiiggvények.
- A primitiv rekurziv fiiggvények szdmossaga megszdmlalhatdan végtelen.

- Nem minden kiszdmithato fv. primitiv rekurziv.

p-rekurziv fiiggvények

Def: Legyen k>0. A g: NKT_>N fliggvény minimalizacioja az az f: N*—> N fiiggvény,
melyet a kovetkezdé modon értelmeziink:

f(ny, ... ny) = a legkisebb m, melyre g(ny, ... nx, m) = 1, ha van ilyen m

f(ny, ... ny) = 0 kiilonben.

Legyen k>0. A g: N'_>N fliggvény minimalizalhato, ha a fenti eljaras mindig megall, azaz

mindenn', ... n* € N esetén van olyan m € N, hogy g(n', ... n*, m)= 1.
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Def: Egy f fv p-rekurziv, ha eldallithato az alap fiiggvényekbdl a kompozicid, a rekurzio és a

minimalizéaci6 operatorokkal, az utdbbit minimalizalhat6 fiiggvényre alkalmazva.

Tétel: Az f: N* — N fiiggvény p-rekurziv akkor és csak akkor, ha rekurziv, azaz kiszamithato

Turing géppel.

Turing kiszamithato fiiggvények

Definici6: x € * kezdeti bemeneti sorozatra az M Turing gép outputja azy € £* sorozat, ha
M megall az x inputra, és megallasakor a szalagon éppen w szerepel (az lires szimbolumok
el6tt), valamint a fej ismét az els6 pozicion all.

Ezt a tényt y = M(x) jeloli.

Definicié: Az M éltal kiszdmitott fv az a fy;: £* —> Z* parcialisan értelmezett fv, mely minden

x-en értelmezett, melyre van y, hogy y = M(x).
Definicio: Egy f: £* —>X* parcidlis fliggvény parcidlisan rekurziv, ha van M TG, hogy f = fu.

Ha ezen feliill f minden X*-ra értelmezve van, akkor f rekurziv. A rekurziv fiiggvények Turing

értelemben kiszamithatok

15



8. Algoritmusok (TG-ek) id6 és tarigénye. A P nyelvosztaly jellemzése, zartsaga nyelvek
feletti miiveletekre. Nevezetes P-beli problémak. Tar-id6 tétel. A P, NP, PSPACE,
EXPTIME ¢és a co operatorral kapott nyelvosztalyok, ezek tartalmazasi viszonyai.

TG id6- és tarigénye
M TG szamolasi ideje az s inputon a megallasig végrehajtott épések szama.
A tarigény pedig az olvasott (felhasznalt) szalagcellak szama. Ebbe nem feltétleniil szamoljuk

bele az inputot és az outputot.

M TG, n jelbdl all6 input, akkor
Twm(n): max szamolasi id6

Sm(n): max tarigény

Ha van olyan n jelbdl coeZ* amellyel M-et elinditva az véges sok 1épés utan nem all meg =>
Tm(n)= o0

Ha N és M TG-ek melyekre Tam(n) < Tn(n) teljesiil minden elég nagy n-re => M algoritmus
gyorsabbnak mondjuk N-nél.

Def: f, g: N — R fiiggvények. f(n)= O(g(n)), ha talalhatok ¢ és n0 pozitiv egészek, hogy
f(n) < c g(n) han > n0.
Azt mondjuk, hogy g(n) asszimptotikus fels6 korlatja f(n)-nek.

Definicio: Legyen t: N — N fiiggvény olyan, hogy t(n) > n minden n-re.
Az M TG t(n) idékorlatos, ha az n hosszii bemenetek esetén legfeljebb t(n) 1épést tesz meg,
azaz Ty(n) < t(n).

Definicio: TIME(t(n)) = {L < I" | L felismerheté egy O(t(n)) idékorlatos M TG-pel.}.

Definici6: Legyen s: N — N fliggvény olyan, hogy s(n) = logon minden n-re. Az M TG s(n)
tarkorlatos, ha az n hosszt bemenetek esetén legfeljebb s(n) db cellat hasznal a
munkaszalagon, azaz Sy(n) < s(n) .

Definicié: SPACE(s(n)) = {L < I* | L felismerhet6 egy O(s(n)) tarkorlatos M TG-pel.}.
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P nyelvosztaly
Definicié: P = Uy TIME(n") a polinom idében egyszalagos TG-pel eldénthetd nyelvek
osztalya.
Nevezetes P-beli problémak:
PATH = {<G,s,t>| G iranyitott graf, s van benne iranyitott ut s-bol t-be}.
RELRPIME = {<x,y>| x és y relativ primek}.
GRAPH-2-COLOR = {G | G graf csucsai kiszinezhetdk 2 szinnel }.
EULER-CYCLE = {G | G grafban van Euler kor}.
PRIME = {x| x prim}.

logn

Tétel: Ha az L nyelv n™ " —nél rovidebb idében nem ismerhetd fel, akkor L ¢ P.

Tar-ido tétel

Tétel: Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-t81 fiiggd ¢ konstans, hogy L € TIME(c'™), .

P, NP, PSPACE, EXPTIME és a co operatorokkal kapott nyelvosztalyok
Jelolés: L I feletti nyelv esetén L = I*\L az L komplementere.

Def: £ nyelvosztaly esetén coL = {L | L® e£ } az nyelvosztaly komplementere.

Tétel:
a) co(coL) =L

b) Ha 4 < Bnyelvosztalyok, akkor co 4 < co 3.

TIME(t(n))= coTIME(t(n)), azaz L € TIME(t(n)) akkor és csak akkor, ha L® € TIME(t(n)) .

SPACE(s(n))= coSPACE(s(n)), azaz L. € SPACE(s(n)) akkor és csak akkor, ha
LS e SPACE(s(n)) .

k
Definicié: EXPTIME = Uy > TIME(2") az exponencialis idében felismerhetd nyelvek
osztalya.

Definicié: PSPACE = Uy »; SPACE(n") a polinom tarban felismerhetd nyelvek osztalya.

Tétel: P < PSPACE c EXPTIME
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9. Az NP nyelvosztaly jellemzése, nevezetes NP-beli nyelvek, tanukkal. Az NP-teljes
nyelvek jellemzése. Nevezetes NP-teljes problémak.

Nem determinisztikus Turing gép
M=(Q, %, T, 3, qo, qelfogad> Jelutasit) ahol:
1. Q, egy véges halmaz az allapotok halmaza
. 2, egy véges halmaz a bemeneti abc, mely nem tartalmazza a _ jelet

.I', egy véges halmaz a szalag abc, ahol el'ésXcT

2
3
4.0: QxI'> AQ x T x {J, B}) az éallapotatmenet fiiggvény
5. q0 € Q a kezdeti allapot
6. Qeifogad € Q az elfogad6 allapot
7. Qentasit € Q az elutasito allapot
Definici6: Legyen t: N — N fiiggvény olyan, hogy t(n) > n minden n-re. Az M NDTG t(n)
idokorlatos, ha az n hosszu bemenetek esetén M minden szdmitasi ut mentén legfeljebb t(n)

1épést megtéve megall. Azaz n hosszi bemenetek esetén legfeljebb t(n)+1 mély a szamitasi fa.
Definicio: NTIME(t(n)) = {L < I" | L felismerhetd egy O(t(n)) idékorlatos M NDTG-pel.}.

Az NP nyelvosztaly

Definicié: NP = Uy »; NTIME(n®) a polinom idében egyszalagos NDTG-pel eldontheté
nyelvek osztalya. Megj: Nem ismert olyan fizikai megvalositas, mely t(n)-nel aranyos idében
szimulalna egy t(n) id6korlatos NDTG miikodését.

P < NP; P < NP n coNP

NP-be tartozas tanukkal
Def: Legyen L egy X feletti nyelv. L polinomiélisan bizonyithat6, ha van olyan V algoritmus,
hogy L = {w | V elfogadja <w,c> —t valamely X*-beli c-re}, és V polinom idej6 w hosszat

tekintve.

NP azokat a nyelveket tartalmazza, melyek polinomialisan bizonyithatok
Egy NP-beli nyelv komplementere nem mindig NP-beli.
PL:

Merlin lovagjai és udvarhdlgyei nem hazasithatok dssze / tanu adhaté
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Nincs Hamilton kor a grafban / tanu nem adhat6
G graf nem sikba rajzolhat6 / tanu adhato: valamelyik Kuratowski-graf mint G részgrafja

Nem ismert, hogy co NP =NP teljesiil-e.

NP-teljes nyelvek és problémak

Egy problémat NP-nehéznek neveziink, ha minden NP-beli probléma visszavezethetd ra. Ha
probléma maga is része NP-nek, akkor azt mondjuk, hogy a probléma NP-teljes. Ha NP-teljes
problémat meg tudnénk oldani polinom idében, akkor minden NP-beli probléma is

megoldhato lenne polinom idében.

Nevezetes NP-teljes problémak

Tétel: VERTEX COVER (lefoghato-e G minden ¢€le legfeljebb k ponttal) NP-teljes.
Tétel:k-COLORABILITY (kiszinezheté-e G minden éle legfeljebb k szinnel) NP-teljes k >3
esetén.

Tétel: HAMPATH NP-teljes.

@TI M I-',/

PSPACE /’

NP A

coNP
]_3

NP-teljes
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10. Kolmogorov bonyolultsadg, 6sszenyomhatosag, 6sszenyomhatatlansag. Invariancia
tétel és kovetkezményei. A Kolmogorov bonyolultsag fliggvény nem rekurziv.

Osszenyomhatésag

Def: [={0, 1}, M egy olyan TG, melynek bemeneti és szalag abc-je 1.

M az fy: I* — I* parcialis fliggvényt szamolja ki. Ekkor egy I*-beli x sz6 esetén
min { |y|:y el*, fM(y) =x } ha van ilyen y

Cm(x) =
Kiilonben oo

Cm(x) azt adja meg, hogy M milyen mértékben nyomja dssze x-et.

Invariancia tétel
Legyen U egy univerzalis TG. Ekkor tetszleges M TG-hez ¢y € Z' szam, hogy minden I*-
beli x sz6 esetén

CU(X) < CM(X) + CMm.

Kolmogorov-bonyolultsag
Def: Egy I*-beli x sz6 esetén a sz6 Kolmogorov-bonyolultsaga C(x), ahol C(x) = CU (x).

U univerzalis TG.

Osszenyomhatatlansag
Def: Egy I*-beli x sz6 dsszenyomhatatlan, ha C(x) > x|
Tétel: Legyen k € Z+ szam. Ekkor

1) Legfeljebb 2 ™' — 1 olyan x sz6 van, melyre C(x) <k.

2) Minden n természetes szamra van n hosszu, dsszenyomhatatlan sz6.

Nem rekurziv

Tétel: A Kolmogorov bonyolultsagot megado C: I* — Z+ fliggvény nem rekurziv.
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