P, NP, NP-C, NP-hard, UP, RP, NC, RNC

Az eddig vizsgalt algoritmusok csaknem valamennyien polinomidlis idejiiek, azaz n
méretli bemeneten futdsi idejiik a legrosszabb esetben is O(n*), valamely k konstanssal.
Természetes a kérdés: vajon minden probléma megoldhat6-e polinomidlis id6ben. A vélasz
természetesen: nem. Vannak problémdk — mint példaul Turing hires megdlldsi problémadja
—, melyek egyaltaldn nem oldhat6k meg szamit6géppel, barmennyi id8 4ll is rendelkezésre.
Vannak olyanok is, melyek megoldhaték ugyan, de nem polinomidlis idében. A polinomia-
lis idejti algoritmussal megoldhaté problémakat dltalaban konnytinek tekintjiik, a szuperpo-
linomidlis id&t igénylSket pedig nehéznek.

Ennek az anyagnak a tdrgya néhdny fontos bonyolultsdgi osztdly — mnit a P (polinomi-
alis), NP (nemdeterminisztikusan polinomidlis), UP (egyértelm{ polinomidlis) ) NP-teljes
problémék osztalya. NP-teljes problémara mind ez iddig senki sem adott polinomialis algo-
ritmust, mint ahogy szuperpolinomidlis alsé becslést sem. A P # NP sejtés felvetése, azaz
1971 6ta az elméleti szamitégéptudomany egyik legmélyebb, legnehezebb kutatasi tertilete.

Az NP-teljes problémdk egyik kiilondsen kellemetlen tulajdonsdga, hogy szdmosan ko-
ziiliik ranézésre igen hasonldak olyan problémdkhoz, melyekre 1étezik polinomidlis algorit-
mus. A kovetkezd problémapdrok mindegyikében az egyik probléma polinomidlis id&ben
megoldhatd, mig a masik NP-teljes, annak ellenére, hogy a koztiik 1évé kiilonbség csekély-
nek ttinik.

Legrovidebb és leghosszabb utak: A 24. fejezetben lattuk, hogy még negativ élsilyok
mellett is meg tudjuk taldlni az egy adott pontbdl a tobbi pontba mend legrovidebb uta-
kat egy irdnyitott G = (V, E) grafban O(VE) id{ alatt. A két adott pont kdzotti egyik leg-
hosszabb Ut megtaldlasa viszont nehéz. Mar annak eldontése is NP-teljes, hogy 1étezik-e
egy grafban egy adott k szdmdu éInél t6bbet tartalmazé egyszert tt.

Euler- és Hamilton-korok: egy osszefiiggd, irdnyitott G = (V, E) graf Euler-kiérének ne-
veziink egy korsétdt, ha G minden élén pontosan egyszer megy végig, egy cstcson
azonban tobbszor is atmehet. A 22-3. feladatndl lattuk, hogy annak eldontése, hogy
egy adott irdnyitott graf tartalmaz-e Euler-kort, elvégezhetd O(E) idSben, s6t O(E) idS
alatt meg is taldlhatunk egy Euler-kort (ha van). Egy irdnyitott G = (V, E) graf Hamil-
ton-korének neveziink egy egyszer(i kort, ha a V-ben szerepl$ valamennyi csticsot tar-
talmazza. Annak eldontése, hogy egy adott graf tartalmaz-e Hamilton-kort, NP-teljes.
(Késdbb bebizonyitjuk, hogy annak eldontése, hogy egy irdnyitatlan graf tartalmaz-e
Hamilton-kort, NP-teljes.)



2-CNF kielégithetoség és 3-CNF kielégithetoség: egy Boole-formula O vagy 1 érték val-
tozokbél, egy- vagy kétviltozés Boole-fiiggvényekbdl, mint példaul A (ES), v (VAGY),
- (NEM) és zardjelekbdl dll. Egy Boole-formula kielégithetd, ha 1étezik a valtozok-
nak olyan behelyettesitése, amelyre a formula értéke 1. A most kévetkezd fogalmakat
késGbb pontosan is definidljuk, egyel6re érjitk be annyival, hogy egy Boole-formula k-
konjunktiv normdlformdji vagy k-CNF (conjunctive normal form), ha olyan zaréjeles
tagok ES-ekkel valé sszekapesoldsabdl dll, melyek pontosan k véltozét vagy negdlt
valtoz6t tartalmaznak. Példaul az (x; V —x2) A (mx1 V x3) A (=x2 V =x3) Boole-formula
2-konjunktiv normalformajui (és kielégithetd: az x; = 1,x, = 0, x3 = 1 behelyettesitésre
az értéke 1). Annak eldontésére, hogy egy 2-CNF kielégithetb-e, 1étezik polinomidlis
idej algoritmus, a 3-CNF formuldk kielégithetdségének kérdése viszont — amint azt
latni is fogjuk — NP-teljes.

A P és NP osztdlyok, NP-teljesség

E fejezetben harom problémaosztéllyal fogunk foglalkozni: a P, NP és NPC osztalyokkal.
Informadlisan lefrjuk &ket most is, a pontos definicidt azonban csak késébb adjuk meg.

A P osztdly a polinom id&ben megoldhaté problémdkbol 4ll, azaz olyan problémak-
bél, melyekhez 1étezik olyan k konstans, hogy a probléma n hosszi bemenet esetén O(n¥)
id§ alatt megoldhat6. Az eddigi fejezetekben vizsgalt problémak tilnyomé tobbsége P-be
tartozik.

Az NP osztily olyan problémakbdl 4ll, amelyek polinom idében ellendrizhetSk. Ez
valami olyasmit jelent, hogy ha valaki egy , bizonyitékot” adna nekiink a megoldasrol,
akkor annak helyességét polinomidlis idében le tudndnk ellendrizni. Példaul a Hamil-
ton-kor probléma esetén egy G = (V, E) grithoz tartoz6 bizonyitéknak megfelelne egy

(V1,V2,V3, ..., V) kiilonboz6 V-beli csticsokbdl dll6 sorozat. Kénnyen ellendrizhetd po-
linomidlis id6ben, hogy a csicsok valéban kiilonbézdk-e, tovabba az is, hogy (vi, viy1) € E
mindeni = 1,2,3,...,|V| = l-re és (vjy|, v1) € E teljesiil-e. Mdsik példaként emlithetjitk a

3-CNF kielégithetSséget, itt a valtozok egy behelyettesitése a bizonyiték, melyrél valéban
ellendrizhet$ polinom id&ben, hogy csakugyan kielégiti-e az adott Boole-formulat.

Béarmely P-beli probléma az NP osztalyba is beletartozik, hiszen a P-beli problémakat
meg tudjuk oldani polinomidlis idében, még bizonyiték nélkiil is. Ezt az elképzelést késébb
pontosan lefrjuk, addig kénytelenek vagyunk elhinni, hogy P € NP. Nyitott kérdés, hogy P
valddi részhalmaza-e NP-nek.

Az NP-teljes problémdk osztilyat NPC-vel jeloljiik. Ide azok a problémdk tartoznak,
melyek ,,legaldbb olyan nehezek”, mint barmely NP-beli probléma. Hogy a , legalabb olyan
nehéz” mit is jelent, azt kés6bb pontosan definidlni fogjuk. Addig is kimondjuk bizonyitas
nélkiil, hogy ha az NP-teljes problémadk koziil akdr csak egy is megoldhaté polinomidlis
id6ben, akkor minden NP-beli probléma megoldhaté polinomidlis id6ben. A matematiku-
sok nagy része tgy gondolja, hogy az NP-teljes problémdk nem polinomidlisak. Napjainkig
sokféle NP-teljes problémat vizsgdltak, a polinomidlis idejli algoritmus irdnydba torténd
legcsekélyebb eldrehaladds nélkil, {gy igencsak megleps lenne, ha kidertilne, hogy ezen
problémédk mindegyikére 1étezik polinomidlis megoldas. Tekintetbe véve mindazondltal azt
is, hogy a P # NP 4llitds bizonyitdsdnak szentelt jelentSs erdfeszitések sem hoztak ered-
ményt, nem zdrhat6 ki annak lehetSsége, hogy az NP-teljes problémdk mégiscsak megold-
hat6k polinom id8ben.



Aki j6 algoritmusokat szeretne tervezni, annak feltétleniil értenie kell az NP-teljesség
elméletének alapjait. Ha példdul valaki mérnoki munkdja sordn NP-teljes problémdval ta-
lalkozik, tobbnyire az a legjobb, ha alkalmas kézelit6 algoritmust (14sd 35. fejezet) probél
taldlni, és nem vesz&dik a gyors, pontos megoldés kitaldlasaval. Ezen tilmenden igen sok
érdekes és természetesen felmeriild probléma, amely elsd rdnézésre nem tlinik nehezebbnek,
mint a keresés, a rendezés vagy a hdlézati folyamok, NP-teljesnek bizonyul. Ezért fontos,
hogy kozelebbrsl megismerkedjiink ezzel a figyelemre mélt6 problémaosztillyal.

Hogyan mutatjuk meg, hogy egy probléma NP-teljes?

Azok a mddszerek, melyeket egy adott probléma NP-teljességének bizonyitdsara haszna-
lunk, Iényegesen kiilonbdznek az e konyvben algoritmusok tervezésére és elemzésére hasz-
ndlatos technikdk legnagyobb részétél. Ennek alapvetSen az az oka, hogy ilyenkor azt mu-
tatjuk meg, hogy egy probléma mennyire nehéz (vagy legaldbbis mennyire nehéznek gon-
doljuk), nem pedig azt, hogy mennyire konnyfi. Nem azt prébaljuk meg bebizonyitani, hogy
létezik hatékony algoritmus, hanem éppen ellenkezdleg: azt, hogy valdszinileg egyaltaldn
nem létezik hatékony algoritmus. Ilyeténképpen az NP-teljességi bizonyitdsok leginkdbb
arra a bizony{tdsra hasonlitanak, melyet a 8.1. alfejezetben ldttunk az dsszehasonlité rende-
zések 1épésszamanak Q(n lg n)-es alsé becslésére, bar az ott hasznalt, dontési fakon alapuld
médszer itt nem fordul eld.
Az NP-teljességi bizonyitdsoknak harom {6 épitékove van.

Dontési és optimalizdldsi problémdk

Az érdeklédésiink kozéppontjdban 4ll6 problémdk jelentSs része optimalizdldsi prob-
léma, ahol minden megengedett megolddshoz egy érték tartozik, feladatunk pedig olyan
megengedett megoldds megtaldldsa, amelyhez a legjobb érték van rendelve. Példaul a
LEGROVIDEBB-UT-nak nevezett probléma esetében adott egy G iranyitatlan graf és az
u, v cstcsok, feladatunk pedig olyan u és v kozotti it megtaldldsa, melynek a lehetd leg-
kevesebb éle van. (Mds szavakkal LEGROVIDEBB-UT a két adott pont kozti legrvidebb
it probléma egy stlyozatlan, irdnyitatlan grafban.) Az NP-teljesség fogalmat azonban nem
optimalizalasi problémadkra alkalmazzuk kozvetleniil, hanem tgynevezett dontési problé-
mdkra, ahol a vilasz egyszerfien ,,igen” vagy ,,nem” (formdlisabban ,,1” vagy ,,0”).

Bar problémak NP-teljességének bizonyitdsakor tevékenységiinket a dontési problémak
birodalmara kell korlatoznunk, valéjdban nyilatkozhatunk optimalizaldsi problémdkrdl is.
kozott. Egy adott optimalizdldsi problémanak megfeleltethetiink egy dontési problémat oly
médon, hogy az optimalizdland6 értékre egy korlatot dllapitunk meg. A LEGROVIDEBB-
UT esetében példdul a megfelels dontési probléma, melyet UT-nak fogunk nevezni, a ki-
vetkez$: adott egy G irdnyitatlan graf és az u, v csicsok, tovdbbd egy k egész szdm, dontsiik
el, hogy 1étezik-e u és v kozott olyan tt, amely legfeljebb k €1b61 4ll.

Az optimalizaldsi problémdk és a hozzajuk rendelt dontési problémak kozott fenndlld
kapcsolat nagy segitséglinkre van abban, hogy megmutassuk, az adott optimalizélasi prob-
1éma valéban ,nehéz”. Ennek az az oka, hogy a dontési probléma bizonyos értelemben
,.kénnyebb”, vagy legaldbbis ,,nem nehezebb”, mint az optimalizdldsi probléma, amihez
tartozik. Példdul az UT problémat konnyiiszerrel meg tudjuk oldani, ha a LEGROVIDEBB-
UT probléma megolddsat mar ismerjiik: egyszertien Gssze kell hasonlitanunk a legrévidebb



Gt hosszét az UT dontési problémaban szerepld k paraméterrel. Mds sz6val, ha egy optimali-
z4ldsi probléma konnyfi, akkor a hozz4 tartoz6 dontési probléma is konny(. Az NP-teljesség
elméletéhez jobban illéen megfogalmazva: ha bizonyitékunk van rd, hogy egy déntési prob-
1éma nehéz, akkor arra is van bizonyitékunk, hogy az az optimalizdlasi probléma, amelyhez
tartozik, szintén nehéz. Ily médon, bar az NP-teljesség elmélete csak dontési problémakkal
foglalkozik, gyakran alkalmazhaté optimalizaldsi problémékra is.

Visszavezetések

Az imént latott médszer annak megmutatdsara, hogy egy probléma nem nehezebb egy ma-
sikndl, alkalmazhat6 akkor is, ha mindkét probléma dontési. Ezt az 6tletet csaknem minden
NP-teljességi bizonyitdsban hasznalni fogjuk, a kdvetkez&képpen. Tekintsiink egy A dontési
problémdt, amelyet szeretnénk polinom id6ben megoldani. Egy adott probléma bemenetét
a probléma egy esetének nevezziik; az UT probléma egy esete példdul egy adott G graf, az
adott u és v csicsai G-nek és az adott k egész szam. Tegyiik fel, hogy van egy masik don-
tési problémank, nevezziik B-nek, melyrél mar tudjuk, hogyan lehet polinomidlis id&ben
megoldani. Végiil tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre 4ll egy eljdrds, melynek segitségével
az A probléma egy a esetét dtalakithatjuk a B probléma egy 8 esetévé oly médon, hogy az
alabbiak teljesiiljenek:

1. Az 4talakitds polinomidlis ideig tart.

2. A vdélaszok azonosak, azaz a vdlasz az « esetre akkor és csak akkor ,,igen”, ha a vélasz
afesetre ,jigen”.

Az ilyen eljarasok, melyeket polinomidlis idej(i visszavezetd algoritmusnak hivunk, a 34.1.

abran lathaté mddon szolgdltatnak polinomidlis idejii megolddst az A problémara.

1. Az A probléma adott @ esetét a polinomidlis idejl visszavezetd algoritmus segitségével
a B probléma egy S8 esetévé alakitjuk at.

2. Lefuttatjuk a B dontési problémat polinomidlis idében megoldé algoritmust a 8 esetre.
3. A Besetre kapott vilaszt adjuk meg az A probléma a esetéhez tartoz6 valaszként.

Amennyiben e hdrom 1épés mindegyike polinomidlis id6ben megvaldsithatd, akkor a hdrom
1épés egyiittesen is polinomidlis ideig tart, i{gy az A problémdt valéban el tudjuk donteni
polinomidlis id6 alatt. M4s széval, az A probléma megoldasat ,,visszavezetve” a B probléma
megoldasara, B, konnyliségét” haszndljuk arra, hogy A , konnyGségét” bizonyitsuk.

Az NP-teljesség elmélete azonban nem arrdl sz6l, hogy hogyan lathatjuk be, hogy egy
probléma konny(i, hanem éppen az ellenkez§jérdl, ezért a polinomidlis visszavezetés méd-
szerét a forditott irdnyban fogjuk alkalmazni, problémédk NP-teljességének bizonyitdsdra.
Gondoljuk tovadbb az dtletet és nézziik meg, hogyan lathatndnk be, hogy egy adott B problé-
madra nem létezik polinomidlis idejd algoritmus. Tegyiik fel, hogy rendelkezéstinkre all egy
A dontési probléma, melyrdl tudjuk, hogy nem oldhaté meg polinomidlis id6ben. (Egye-
16re ne foglalkozzunk azzal, hogyan is taldlhatndnk ilyen A problémat.) Tegytik fel tovabba,
hogy ugyancsak rendelkezésiinkre 41l egy polinomidlis idejl visszavezet§ algoritmus, amely
A eseteit B eseteivé alakitja at. Ekkor egyszerii indirekt bizonyitdst adhatunk arra, hogy B
nem oldhaté meg polinom id6ben. Tegyiik fel ugyanis, hogy B megolddsara 1étezik poli-
nomidlis algoritmus. A 34.1. dbran lathaté médszert alkalmazva A egy polinomialis idejfi
megoldasat kapjuk, ami ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy A nem oldhat6é meg poli-
nom idSben.



33.1. Polinomidlis id6 5
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polynomial-time algorithm to decide A

33.1. abra. Polinomidlis ideji visszavezetd algoritmus haszndlata az A dontési probléma megolddséra, a B prob-
1émdra ismert polinomidlis algoritmus ismeretében. A egy « esetét dtalakitjuk B egy S esetévé, megoldjuk B-ta g
esetre, végiil a S-ra kapott vdlaszt adjuk meg az A « esetéhez tartozé valaszként.

Az NP-teljesség esetében persze nem tehetjiik fel, hogy egyiltalan nem létezik polino-
midlis megoldds az A problémadra. A bizonyitdsi médszer azonban annyiban hasonlé lesz,
hogy B NP-teljességét tigy fogjuk beldtni, hogy feltessziik, hogy A NP-teljes.

Kezdeti NP-teljes probléma

Minthogy a visszavezetési technika haszndlata sordn nélkiilozhetetlen egy NP-teljes prob-
léma ahhoz, hogy egy madsik probléma NP-teljességét bizonyitsuk, sziikségiink van (leg-
alabb) egy ,,kezdeti” NP-teljes problémara. Erre a célra a Boole-hdl6zatok kielégithet8sé-
gének problémajat fogjuk hasznalni, melyben adott egy ES, VAGY és NEM kapukbdl 4116
Boole-hdlézat, melyrdl el kell donteniink, hogy 1éteznek-e olyan bemenetei, melyekre a ha-
16zat kimenete 1. E probléma NP-teljességét a 34.3. alfejezetben bizonyitjuk.

A fejezet tartalma

E helyiitt az NP-teljesség azon megkdozelitéseit tanulmanyozzuk, melyek a legszorosabb
kapcsolatban dllnak az algoritmusok elemzésével. A 34.1. alfejezetben formalizaljuk a
,probléma” fogalmadt, és definidljuk a polinomidlis id6ben megoldhaté problémak P osztd-
lyat. Megvizsgaljuk tovabbd, hogyan illeszkednek ezen fogalmak a formalis nyelvek elmé-
letének szerkezetébe. A 34.2. alfejezetben definidljuk a polinomidlis idében ellendrizhetd
megolddsd eldontési problémdk NP osztalyat. Itt foglalkozunk elészor a P # NP kérdés-
sel is.

A 34.3. alfejezetben megmutatjuk, hogyan vizsgdlhatdk a problémak kozti 6sszeflig-
gések a polinomidlis visszavezetés segitségével. Definidljuk az NP-teljességet, és vazoljuk
egy bizonyitasit annak, hogy egy konkrét probléma — a Boole-halézatok kielégithet&sége —
NP-teljes. Miutdn taldltunk egy NP-teljes problémadt, a 34.4. alfejezetben azt mutatjuk meg,
miképp bizonyithatjuk djabb problémdk NP-teljességét mar joval egyszeriibben, a polino-
midlis visszavezetés modszerével. A médszer illusztricidjaként megmutatjuk két formula-
kielégithetSségi probléma NP-teljességét. NP-teljességi bizonyitdsok széles vilasztéka ta-
lalhat6 a 34.5. alfejezetben.

33.1. Polinomidlis idé

Az NP-teljesség tanulmdnyozasét a polinomidlis id6ben megoldhat6 probléma fogalméanak
definidldsaval kezdjiik. E problémadkat — mint mar emlitettiik — tSbbnyire j6l kezelhetSknek
tartjuk. Ennek aldtdmasztdsdra harom érviink is van, ezek persze sokkal inkabb filozdfiai,
mint matematikai jellegtiek.



Elészor is, noha indokolt egy @(n'%) 1épést igényls problémit nehezen kezelhetének
tekinteni, valdjdban igen kevés gyakorlati probléma létezik, amelyhez ilyen magas foku po-
linomidlis 1épésszam sziikséges. A gyakorlatban el6fordulé polinomidlis problémdk ennél
tobbnyire lényegesen gyorsabban megoldhaték. Emellett a tapasztalat azt mutatja, hogy egy
probléma elsd polinomidlis idejti megolddsat gyakran kovetik djabb, hatékonyabb algorit-
musok. Még ha igaz is, hogy egy problémdra a leggyorsabb ismert algoritmus @(n'®) 1épést
igényel, val6szinii, hogy hamarosan felfedeznek majd egy lényegesen gyorsabb algoritmust.

Misodszor, szdmos ésszer(i szdmitdsi modellre igaz, hogy egy probléma, amely poli-
nom id&ben megoldhaté az egyikben, az a masikban is polinomidlis. Példdul a — konyviink-
ben 4ltaldban haszndlatos — véletlen elérésti szamitégéppel (RAM) polinom idében megold-
haté problémék osztlya azonos a Turing-géppel’ polinom idében megoldhaté problémdk
osztdlydval. S6t, ugyanezt az osztdlyt kapjuk akkor is, ha olyan parhuzamos szdmitégépet
haszndlunk, ahol a processzorok szdma a bemenet méretével polinomidlisan ng.

Harmadszor, a polinom id&ben megoldhaté problémak osztdlydnak szép zdrtsagi tulaj-
donsdgai vannak, mivel a polinomok zartak az 6sszeaddsra, a szorzdsra és a kompoziciéra.
Példaul, ha egy polinomialis algoritmus eredményét betapldljuk egy masik polinomiélis al-
goritmusba, a kapott 6sszetett eljards is polinomidlis lesz, csakigy, mint az az algoritmus,
amely polinomidlis szdmu 1épésén kiviil konstansszor hiv meg egy polinomidlis szubrutint.

Abszirakt problémdak

Ahhoz, hogy a polinom id&ben megoldhat6 problémdk osztdlydt (vagy egydltalan barmiféle
problémaosztalyt) dtldssunk, elGszor is meg kell mondanunk, mit is értiink ,,probléman”.
A Q absztrakt problémadt kétviltozos relacioként definidljuk a probléma eseteinek (beme-
neteinek) I és a probléma megolddsainak S halmazin. A LEGROVIDEBB-UT probléma
egy esete példaul egy graf és annak két csicsa dltal alkotott harmas, egy megoldds pedig
csucsok valamely sorozata, beleértve az iires sorozatot is, arra az esetre, ha két pont kozt
nincs tt. Maga a LEGROVIDEBB-UT probléma az a reldcié, mely a graf és a két adott
csucs dltal alkotott harmashoz egy olyan csticssorozatot rendel, melynek hossza a legrévi-
debb a két csticsot 6sszekotd sorozatok kozott. Minthogy a legrovidebb tt nem egyértelmf,
egy esethez tobb megoldds is tartozhat.

Az absztrakt probléma fenti definiciéja jéval dltaldnosabb, mint amire sziikségiink van.
Amint lattuk, az NP-teljesség elmélete csak dontési problémdkkal foglalkozik, azaz olya-
nokkal, melyekre a megoldds ,,igen”, vagy ,,nem”. Egy absztrakt déntési problémat tekint-
hetiink olyan fiiggvénynek, mely az I esethalmazt a {0, 1} megoldashalmazra képezi. Ilyen
példdul a mar latott UT probléma, melyet LEGROVIDEBB-UT médositdsdval kaptunk. Le-
gyen i = (G,u, v, k) az UT dontési probléma egy esete. Ekkor UT(i) = 1 (,igen™), ha az u
és v kozotti (egyik) legrovidebb it hossza legfeljebb k, és UT(@) = 0 (,nem”), kiildnben.
Sok absztrakt probléma nem dontési, hanem optimalizdldsi probléma, amelyben valamely
értéket minimalizdlni vagy maximalizdlni szeretnénk. Amint azt mdr lattuk, az optimaliz4-
lasi problémdk rendszerint konnyen édtalakithaték olyan dontési problémakkd, melyek nem
nehezebbek az eredetinél.

! A Turing-gép-modell alapos 4ttekintése megtaldlhaté pl. Hoperoft és Ullmann [12] vagy Lewis és Papadimitriou
[17] mveiben.
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Kédolasok

Ha szamitégépes programmal szeretnénk absztrakt problémdkat megoldani, az eseteket gy
kell megadnunk, hogy azt a program megértse. Egy absztrakt objektumokbdl 4llé S hal-
maz kédoldsa egy e leképezés S-r6] a bindris sorozatokba.? Valamennyien jél ismerjiik a
természetes szamok (N = {0, 1,2,3,4,...}) bindris kédolasat: {0, 1, 10, 11, 100,...}. E ké-
doldst haszndlva példaul e(17) = 10001. Bérki, aki foglalkozott a szdmitégép karaktereinek
abrazoldsdval, otthonos az ASCII vagy az EBCDIC kédok valamelyikében. ASCII kéd-
ban példdul e (A)=1000001. Osszetett objektumok is kédolhaték bindrisan, az 6sszetevSk
kédjainak kombindciéjaként. Sokszdgek, grafok, fiiggvények, rendezett parok, programok
— valamennyien kédolhaték bindris sorozatként.

Egy szamitégépes algoritmus, amely megold valamilyen absztrakt dontési problémit,
ezek szerint a probléma eseteinek egy kddoldsat kapja bemenetként. Az olyan problémit,
melynek esetei a bindris sorozatok, konkrét problémdnak hivjuk. Azt mondjuk, hogy egy
algoritmus egy konkrét problémét O(T (n)) idS alatt megold, ha barmely n hosszisagu i
esetre a megoldds O(T (n)) 1épést igényel > Egy konkrét probléma polinomidlis idében meg-
oldhaté (roviden: polinom idSben megoldhat6), ha 1étezik algoritmus, ami O(n*) id6 alatt
megoldja, valamely k szdm mellett.

Most mar definidlhatjuk a P bonyolultsdgi osztdalyt: P a polinom idSben megoldhaté
konkrét dontési problémék halmaza.

Kédolds segitségével absztrakt problémakat konkrét problémakka tudunk atalakitani. A
Q absztrakt dontési problémadt, amely az [ esethalmazt {0, 1}-re képezi, az e : I — {0, 1}*
kédoldssal konkrét dontési problémévd alakithatjuk, amit e(Q)-val jelslink.* Ha az abszt-
rakt probléma egy i esetére Q(i) € {0, 1} a megoldds, akkor a kapott konkrét probléma e(i)
esetére is Q(i) a megoldds. Természetesen eléfordulhat, hogy bizonyos bindris sorozatok
nem 4llnak el6 egyetlen absztrakt eset képeként sem. A kényelem kedvéért megallapodunk
abban, hogy az ilyen sorozatok képe a 0. Ily médon a konkrét probléma ugyanazon megol-
dédsokat adja, mint az absztrakt, azokon a bindris sorozatokon, melyek az absztrakt probléma
eseteinek felelnek meg.

Szeretnénk a polinomidlis idejli megoldhatdsdg definicidjat kiterjeszteni az absztrakt
problémdkra is, a kédoldsok felhaszndldsaval, de azt is szeretnénk, hogy a definicié filig-
getlen legyen minden konkrét kédolastél. Ez azt jelentené, hogy a probléma megolddsdnak
hatékonysaga nem fiiggene att6l, hogy miképp kédoljuk. Sajndlatos médon ez egyaltaldn
nincs {gy. Példdul képzeljiik el, hogy egy algoritmusnak a k természetes szdmot szeretnénk
beadni, és tegyliik fel, hogy az algoritmus futdsi ideje @(k). Ha k-t undrisan kédoljuk, azaz
k darab egyesbdl allé sorozatként, akkor n hosszisdgi bemenetre a futdsi id6 @(n), ami
persze polinomidlis. Ha a lényegesen természetesebb bindris kédoladst haszndljuk, akkor a
bemenet hossza csak n = [log(k)] + 1, igy a futasi id6: O(k) = O(2"), tehit a bemenet mére-
tében exponencidlis. Ez j6l mutatja, hogy ugyanaz az algoritmus a kédolastol fiiggden lehet
polinomidlis és szuperpolinomidlis is.

Az absztrakt problémdk koédoldsa tehdt igen lényeges a polinomidlis idejliség tanul-
manyozasdban. Absztrakt problémak megoldasar6l még csak nem is besz€lhetiink, amig
nem rogzitiink egy kédolast. Mindamellett a gyakorlatban, ha kizdrjuk az olyan , koltséges”

%Bindris sorozatok helyett barmilyen véges, legalabb 2 elemi halmaz elemeibdl képzett sorozatok is megfelelnek.
3Feltessziik, hogy az algoritmus kimenete elkiiléniil a bemenettl. Minthogy a kimenet minden bitjének kifrdsa
egy idGegységet igényel, a kimenet mérete is O(T' (n)).

4 Amint azt hamarosan latni fogjuk, {0, 1}* a 0 és 1 szimbélumokbdl 4116 Gsszes lehetséges sztring halmazat jelsli.



kédoldsokat, mint példaul az undris, a probléma konkrét kédoldsa nemigen befolydsolja a
polinomialitds kérdését. Példdul az egész szdmok kettes helyett hirmas szdmrendszerben
valé megaddsa nincs hatdssal a polinomidlis megoldhatdsdgra, hiszen ezek a reprezentdciok
polinomidlis idSben 4dtalakithaték egymasba.

Azt mondjuk, hogy az f : {0,1}" — {0, 1}* fiiggvény polinom idében kiszdamithato,
ha 1étezik olyan A polinomidlis algoritmus, amely tetszbleges x € {0, 1}* bemenetre f(x)-et
adja eredményként. Legyen I egy probléma eseteinek halmaza. Azt mondjuk, hogy az e;
és e, kodolasok polinomidlisan kapcsoltak, ha 1éteznek olyan fi, és fo1 polinom id&ben
kiszdmithatd fiiggvények, hogy barmely i € I esetén fio(e1(i)) = e2(i) és for1(e2(i)) = e1(i),>
vagyis az e;(i) kédolds polinomidlis idejti algoritmussal kiszamithat6 e (7)-bdl és forditva.
A kovetkezd lemma szerint ha egy absztrakt probléma e; és e, kddoldsai polinomidlisan
kapcsoltak, akkor mindegy, hogy melyikiiket haszndljuk annak eldontésére, hogy a prob-
léma polinomidlis id6ben megoldhaté-e.

33.1. lemma. Legyen Q absztrakt dontési probléma az I esethalmazzal, legyenek tovdbbd e,
és ey I-nek polinomidlisan kapcsolt kodoldsai. Ekkor

e1(Q)eP < e(Q)eP.

Bizonyitas. Szimmetriaokokbdl nyilvén elég azt bizonyitanunk, hogy ha e;(Q) € P, akkor
e2(Q) € P. Tegyiik fel tehdt, hogy e;(Q) O(n*) idSben megoldhaté, és hogy minden i € I-
re az e1(i) kédolds O(n°) idében kiszamithatd az e,(i) kédoldsbdl, ahol n = |ex(i)|, k és
¢ konstansok. e;(Q) megolddsahoz az ¢,(i) bemeneten el6szor ki kell szdmitanunk e;(i)-t,
majd le kell futtatnunk az e; (Q)-t megoldé algoritmust az e (i) bemeneten. Mennyi ideig tart
ez? Az atkédolas O(n°) 1épés, igy |e1(i)| = O(n®), hiszen egy (soros) szamitdgép kimenete
nem lehet hosszabb, mint a futdsi idS. Eszerint a teljes megoldds O(le; ()[F) = O(n*) 1épést
igényel, ami polinomidlis, hiszen ¢ és k konstans. [

Lattuk, hogy mig a problémdk kettd, illetve harom elemfi abécé feletti kodoldsa
nincs hatédssal ,,bonyolultsagukra”, azaz polinomidlis idejli megoldhatésdgukra, addig pl.
az undris kédolds megvaltoztathatja azt. Annak érdekében, hogy a targyaldsmddot kédolds-
fliggetlenné tehessiik, dltaldban fel fogjuk tenni, hogy a problémadk esetei valamely ésszert,
tomor formdban vannak kédolva, hacsak mast nem mondunk. Pontosabban megfogalmazva:
feltessziik, hogy az egész szdmok kddoldsa polinomidlisan kapcsolt bindris reprezentacio-
jukkal, a véges halmazok kédoldsa pedig polinomidlisan kapcsolt azon kédolasukkal, me-
lyet elemeik zdr6jelbe tett, vesszdkkel elvalasztott felsoroldsdval kapunk. (Ilyen kédolds
példdul az ASCIL.) Ezen ,,szabvanyos” kodolds segitségével mds matematikai objektumok,
mint példdul vektorok, grafok, formuldk ésszer(i kédoldsat is nyerhetjiik. Objektumok szab-
vanyos kédoldsdnak jeldlésére a hegyes zdrdjelet haszndljuk, példaul (G)-vel jeldljiikk a G
graf szabvanyos kddolasat.

Amfig csak a szabvanyossal polinomidlisan kapcsolt kédokat hasznalunk, beszélhetiink
kozvetleniil az absztrakt problémadk ,,bonyolultsdgardl”, anélkiil, hogy egy konkrét kédo-
last kiemelnénk. Eppen ezért dltaldban feltessziik, hogy a problémék esetei bindris soroza-
tok formdjdban vannak kédolva, a szabvinyos kédolas szerint, mindaddig, amfg mast nem

STechnikai okokb6l azt is megkoveteljiik, hogy az fi» és fo; fiiggvények ,nem eseteket” ,nem esetekbe” képez-
zenek. A nem eset az e € {0, 1}* sztring olyan dekddoldsa, amelyre nem 1étezik olyan i sztring, amelyre f(i) = e.
Megkoveteljiik, hogy fi2(x) = y teljesiiljon az e dekédolds minden x nem esetére, ahol y az e, valamelyik nem
esete, tovdabba hogy f>1(x’") = y" fenndlljon ¢; minden x" nem esetére, ahol y” az ¢; valamely nem esete.
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mondunk. Az absztrakt és a konkrét problémdkat tobbnyire nem kiilonboztetjitk meg. Az
olvasénak hasznos lesz idénként dtgondolni az olyan problémdk reprezenticidjit, melyek
szabvanyos kédoldsa nem nyilvanvalo, és a kédolds befolydsolhatja a bonyolultsdgot.

Formdlis nyelvek

E ponton érdemes dttekinteni a formdlis nyelvek elméletének néhany alapvetd definicio-
jat. Abécén szimbélumok egy véges halmazat értjiik. Szavak az dbécé elemeibdl képzett
véges sorozatok, a myelv pedig nem mds, mint szavak egy tetszdleges halmaza. Példaul
aX = {0,1} dbécé feletti L = {10,11,101,111,1011, 1101, 10001, ...} nyelv a primsza-
mok bindris reprezenticidjanak nyelve. Az iires szot e-nal jeloljiik, az iires nyelvet (-
zal, a T feletti 6sszes sz6t tartalmazé nyelvet pedig X*-gal. Ha példaul £ = {0, 1}, akkor
¥ =1¢,0,1,00,01,10, 11,000, .. .}. Barmely X feletti nyelv £* részhalmaza.

A nyelveken igen sok mfivelet értelmezhets. Halmazelméleti miiveletek, mint példaul
az unio és a metszet azonnal kovetkeznek abbdl, hogy a nyelveket halmazokként definialtuk.
Az L nyelv komplementere L = X* — L. Az L, és L, nyelvek konkatendcidja (egymés mellé
irdsa, 0sszeflizése) az

L= {X1X2 x1 €Ly, xo € Lz}

nyelv. Az L nyelv lezdrtja, vagy Kleene-féle csillaga az

L"={sfULUL*UL’--- nyelv,ahol L = LL...L.
N——
k

A formdlis nyelvek szempontjdbdl tetszSleges Q dontési probléma esethalmaza egysze-
rien ¥, ahol £ = {0, 1}. Minthogy O-t egyértelmden jellemzi az esetek azon részhalmaza,
amire az 1 (,,igen”) vélaszt kapjuk, O-t tekinthetjiik a kovetkez8, X = {0, 1} feletti nyelvnek:

L={xeXZ:0(x) =1}
Példaul az UT dontési problémédhoz tartozé nyelv:

UT = (G, u,v,k)y : G = (V,E) irdnyitatlan graf,
u,vevy,
k nemnegativ egész,
létezik Gt G-ben u és v kozdtt, ami legfeljebb k hosszu}.

(Ahol nem okozhat félreértést, ott a dontési problémadkra és a hozzdjuk tartozé nyelvekre
ugyanazon a néven hivatkozunk.)

A formadlis nyelvek elmélete lehet6vé teszi, hogy a dontési problémadk és az ket meg-
old6 algoritmusok kozti 6sszefliggéseket tomoren kifejezzik. Azt mondjuk, hogy az A al-
goritmus elfogadja az x € {0, 1}* sz6t, ha az x bemeneten A 1-et ad, roviden, ha A(x) = 1;
ha A(x) = 0, akkor A elutasitja x-et. Az A algoritmus elfogadja az L nyelvet, ha L minden
szavét elfogadja.

Elképzelhetd, hogy az L nyelvet elfogadé A algoritmus nem utasit vissza egy x szot,
annak ellenére, hogy x ¢ L; példaul, ha az algoritmus végtelen ciklusba keriil. Azt mondjuk,
hogy az A algoritmus eldonti az L nyelvet, ha az L-beli szavakat elfogadja, a tobbi sz6t pedig
elutasitja. (Azaz, ha L = {x € {0, 1}" : A(x) = 1} és L= {x € {0,1}* : A(x) = 0}.) Az A
algoritmus polinom idében elfogadja az L nyelvet, ha barmely n hosszisagi x € L sz6t
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O(n*) idében elfogad, valamely k szam mellett. Az A algoritmus polinom idében eldonti
az L nyelvet, ha barmely n hosszisdgi x € {0, 1}* sz6t O(n¥) id6ben elfogad, vagy elutasit,
aszerint, hogy a szd L-beli, vagy sem (k most is konstans). Az L nyelv (polinom idében)
elfogadhaté/eldonthetd, ha létezik algoritmus, amely (polinom id&ben) elfogadja/eldonti.

Nézziik meg példaként az UT nyelvet, ez polinom idében elfogadhaté: elészor egy —
szélességi keresésen alapul6 — polinomidlis algoritmussal kiszamitjuk az u és v kozti (egyik)
legrévidebb 1t hosszdt, majd ezt 6sszehasonlitjuk k-val. Ha a kapott szdm legfeljebb %, az
algoritmus kiadja az 1-et eredményként, ha nem, akkor fut tovdbb a végtelenségig. Ez az
algoritmus nem donti el az UT nyelvet, hiszen nem ad 0-t azon esetekben, amikor egy leg-
rovidebb 1t hossza nagyobb, mint k. Az algoritmus utolsé 1épésének csekély mddositasaval
ez persze elérhetd lenne. Léteznek azonban nyelvek — mint példaul a Turing-féle megal-
l4si problémdhoz (halting problem) tartozé nyelv — melyek elfogadhaték ugyan, de nem
eldonthet6k.

A bonyolultsdgi osztdlyok informélis definici6ja: bonyolultsdgi osztdlynak nevezziik
nyelvek egy halmazat, ahol a halmazhoz tartozdst az adott nyelvet eldonté algoritmusok
valamilyen bonyolultsdagi mértéke — mint példdul futdsi id6 — hatdrozza meg. A bonyolult-
sdgi osztdlyok tényleges definicidja némiképp technikaibb jellegli — az érdeklédé Olvaséd
megtaldlhatja pl. Hartmanis és Stearns cikkében [9].

A megismert nyelvelméleti fogalmak segitségével megadhatjuk a P bonyolultsigi osz-
taly alternativ definiciéjat: P a {0, 1} feletti, polinom id6ben elddnthetd nyelvek halmaza.
S6t, P megegyezik a polinom id6ében elfogadhaté nyelvek halmazdval is.

33.2. tétel. P = {L : L polinom idbben elfogadhatd).

Bizonyitas. Mint az a definiciébél azonnal lathatd, a polinomidlisan eldonthetd problémak a
polinomidlisan elfogadhaté problémdk halmazanak részhalmazat képezik, igy csak azt kell
megmutatnunk, hogy ha létezik L-et elfogadd polinomidlis algoritmus, akkor 1étezik olyan
is, ami polinom idében eldonti L-et. Legyen L tetszSleges nyelv, amit az A polinomidlis al-
goritmus elfogad. Egy klasszikus szimulaciés triikk segitségével konstrudlunk egy olyan A’
algoritmust, ami polinom id6ben el is donti L-et. Mivel A az n hosszisdgi x € L bemenetet
O(n*) (k konstans) idében elfogadja, 1étezik ¢ konstans, hogy A x-et legfeljebb T = cnf 16-
pésben fogadja el. TetszSleges x bemenetre A" az elsé T 1épésben szimuldlja A miikodését.
Ezutdn A’ megvizsgdlja, hogy A miképpen viselkedett. Ha A elfogadta x-et, akkor persze A’
is elfogadja (azaz kiadja az 1-est végeredményként), ha viszont A nem fogadta el, akkor 0-t
ad. Nyilvanvald, hogy A’ polinomidlis, és az is, hogy eldonti L-et. [ ]

Meg kell jegyezniink, hogy a fenti bizonyitds nem konstruktiv. Egy adott L € P nyelvhez
nem feltétlen ismerjiik egy 6t elfogadd algoritmus futdsi idejének korlatjat. Mindazonaltal
tudjuk, hogy ez a korlat 1étezik, és igy persze az az A’ algoritmus is, ami ezt a korldtot
ellendrzi. (Jollehet ennek megaddsa sokszor cseppet sem egyszerd.)

Gyakorlatok )

33.1-1. Definidljuk a LEGHOSSZABB-UT optimalizdlasi problémat olyan reldciéként,
ami egy grafnak és két kijelolt pontjdnak a két pont kozti (egyik) leghosszabb egyszerti
Gt hosszdt felelteti meg. Definidljuk az UT’ dontési problémit a kovetkezSképp: UT’ =
{(G,u,v,ky : G = (V,E) irdnyitatlan graf, u,v € V, k € N, létezik egyszerd Ut G-ben
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u és v kozott, ami legalabb k hosszid). Mutassuk meg, hogy LEGHOSSZABB-UT € P pon-
tosan akkor, ha UT’ € P.

33.1-2. Adjunk formdlis definiciét a kdvetkezd problémara: taldljuk meg egy irdnyitatlan
dontési problémat, végiil adjuk meg a dontési problémahoz tartozé nyelvet.

33.1-3. Adjuk meg az irdnyitott grafok bindris szavakként valé kddoldsainak egyikét, a
szomszédsdgi matrixok felhaszndldsdval. Adjunk meg ilyen kddoldst a szomszédsdgi listdk
segitségével is. Igazoljuk, hogy a két kédolds polinomidlisan kapcsolt.

33.1-4. Igaz-e, hogy a 0-1 hétizsdk-problémara adhaté dinamikus programozdsi algoritmus
(14sd 16.2-2. gyakorlat) polinomidlis?

33.1-5. Mutassuk meg, hogy egy olyan (egyéb 1épéseit tekintve polinomidlis) algoritmus,
mely konstansszor hiv meg polinomidlis szubrutinokat, polinomidlis, mig ha polinomidlis
szdmu hivast engediink meg, akkor az algoritmus exponencidlis id6t is igényelhet.

33.1-6. Igazoljuk, hogy a P osztdly mint nyelvek egy halmaza, zirt az unidképzés,
metszetképzés, konkatenacid, komplementélas és lezdaras miiveletekre.

33.2. Polinomidlis ideji ellen8rzés

Ebben az alfejezetben olyan algoritmusokkal fogunk foglalkozni, amelyek azt , ellenérzik”,
hogy egy adott sz6 benne van-e egy adott nyelvben. Példdul tegyiik fel, hogy az UT
dontési probléma egy bizonyos (G, u,v, k) esetéhez ismertink egy p utat is u-bdl v-be.
Konnyfiszerrel ellendrizhetjiik, hogy p hossza legfeljebb k-e, és ha igen, akkor p-t egyfajta
tandsftvanynak™ tekinthetjiik, ami bizonyitja, hogy UT ((G,u,v,k)) = 1. Az UT dontési
probléma esetében ez a tandsitvany nem téinik igazdn hasznosnak, hiszen UT P-ben van,
sOt, linedris idSben megoldhatd, igy a tanusitvdny ellendrzése koriilbeliil ugyanannyi idét
igényel, mint maganak a problémanak a megolddsa. Az aldbbiakban egy olyan probléma-
val foglalkozunk, amelyre nem ismeretes polinomidlis algoritmus, de egy adott tantsitvany
ellendrzése konnyf.

Hamilton-kérék

A Hamilton-kor keresésének probléma4jat iranyitatlan graifban mar tobb, mint szdz éve ta-
nulmdnyozzak. Egy irdnyitatlan G = (V, E) graf Hamilton-korén olyan kort értiink, amely
G minden pontjdn pontosan egyszer megy at. A Hamilton-kort tartalmazé grafokat szokds
hamiltoni, vagy Hamilton-grafoknak nevezni, a Hamilton-kort nem tartalmazoékat pedig —
értelemszertien — nem hamiltoni grifoknak. Bondy és Murty [4] idézi W. R. Hamilton egy
levelét, mely egy, a dodekaéderen (34.2(a) dbra) jatszhaté matematikai jaték lefrasat tartal-
mazza. Az egyik jatékos kijelol egy tetszleges 5 hosszisdgu utat, s a masiknak ezt kell
az Osszes cslicsot tartalmazé korré kiegészitenie. Ebbd is sejthetd, hogy a dodekaédernek
van Hamilton-kore, egy ilyen 14thaté is a 34.2(a) dbrdn. Természetesen nem minden graf
hamiltoni. Példdul, ha egy grafban nincsen kor, akkor persze Hamilton-kor sincs. A 34.2(b)
abran egy — koroket is tartalmazé — paros graf lathatd, melynek pdratlan sok csicsa van.
(A 34.2-2. gyakorlatban az Olvasénak kell belatnia, hogy az ilyen grafok nem tartalmaznak
Hamilton-kort.)
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@ (b)

33.2. abra. (a) Dodekaéder grafreprezenticidja; a vastagitott élek Hamilton-kort alkotnak. (b) Paros graf, paratlan
szamdu csucesal. Az ilyen grafoknak soha nincs Hamilton-koriik.

A Hamilton-kor probléma (HAM): ,Van-e a G grafnak Hamilton-kore?”. Formadlis
nyelvként definidlva:
HAM = {{G) : G Hamilton-graf}.

Hogyan lehetne algoritmussal eldonteni a HAM nyelvet? Egy adott (G) esetre egy lehetsé-
ges algoritmus az, ha felsoroljuk G 6sszes cstcsdnak minden lehetséges permutdcidjit, és
mindegyikr8l megnézziik, hogy Hamilton-kor-e. Mennyi id6t igényel ez az algoritmus? Ha a
graf | ésszer(i”, szomszédsdgi matrixos kddoldsat hasznaljuk, a cstcsok szdmdra m = Q(/n)
adddik, ahol n = [(G)| a kédolds hossza. A csicsoknak m! lehetséges permutdciéja van, igy
a futdsi id6 Q@m!) = Q((Vn)!) = Q22 Vi) ami nem O(nk) egyetlen k konstanssal sem. Ez
a ,,naiv” algoritmus tehat nem polinomidlis, s6t a 34.5. alfejezetben latni fogjuk, hogy a
Hamilton-kor probléma NP-teljes.

Ellen8rzé algoritmusok

Foglalkozzunk most az elébbinél kicsivel egyszerlibb problémaval. Tegyiik fel, hogy egy
j6 bardtunk megsigja nekiink, hogy egy adott G grafban van Hamilton-kor, és felajanlja,
hogy bizonyitékul megad egyet. Ezt a bizonyitékot meglehetdsen konny( ellenérizni: egy-
szerfien megvizsgaljuk, hogy a megadott pontsorozat permuticidja-e G cstcsainak, €s hogy
az egymds utdni pontok (meg persze az elsd és az utolsd) szomszédosak-e. Ez az eljards ké-
nyelmesen végrehajthaté O(n?) 1épésben, ahol n a G graf kddoldsdnak hossza. Ezek szerint
a Hamilton-kor 1étezésének effajta bizonyitéka polinom idében ellen&rizhets.

Ellendrzé algoritmusnak olyan két bemenett algoritmust neveziink, ahol az egyik be-
menet megegyezik a dontési algoritmusokndl megszokottal, azaz a probléma egy esetének
(bindris) kédoldsa, a mdsik egy bindris sz6, amit taniinak neveziink. Azt mondjuk, hogy
az A ellendrz§ algoritmus bizonyitja az x sz6t, ha l1étezik olyan y tand, hogy A{x,y) = 1.
A bizonyitja az L nyelvet, ha minden szavit bizonyitja, és minden sz, amit bizonyit, L-ben
van. Roviden:
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L ={xe{0,1}" : létezik y € {0, 1}*, amelyre A(x,y) = 1}.
Példaul HAM esetén a tanik pontsorozatok (kédoldsai) voltak, az ismertetett ellendrzd
eljardsrdl pedig jol lathatd, hogy megfelel a kritériumoknak. Ha egy grif nem tartalmaz
Hamilton-kort, akkor nincs olyan csticssorozat, amelynek alapjan az ellenérzé algoritmus
hibasan kovetkeztetne, mivel az algoritmus gondosan ellendrzi a a javasolt ,,kort.”

Az NP bonyolultségi osztdly

Az NP bonyolultsdgi osztdly azon nyelvek halmaza, melyek polinomidlis algoritmussal bi-
zonyithat6k.® Pontosabban: az L nyelv pontosan akkor van NP-ben, ha Iétezik két bemenet(
polinomidlis A algoritmus, és ¢ konstans, hogy

L ={xe{0,1}" : létezik y € {0, 1}* tanti, melyre |y| = O(|x[°), A(x,y) = 1}.

Ekkor azt mondjuk, hogy A polinom idében bizonyitja L-et.

A Hamilton-kor probléma eddigi vizsgdlatabdl 14thatd, hogy HAM e NP. (Mindig kel-
lemes érzés megtudni, hogy egy fontos halmaz nem iires.) Ezen tilmen&en, ha L € P, akkor
L e NP is, hiszen ha L az A polinomidlis algoritmussal eldonthet8, akkor ebb&l az algo-
ritmusbdl kdnnyen kaphatunk megfeleld ellenérzd algoritmust, ami a masodik bemenetet
egyszertien figyelmen kiviil hagyja, és akkor ad az (x,y) parra l-et, ha A(x) = 1. Ezzel
beldttuk, hogy P C NP.

Nem tudjuk azonban, hogy itt valddi tartalmazds éll-e fenn, azaz P ¢ NP, vagy P =
NP; a kutaték tobbsége azonban gy gondolja, hogy P és NP kiilonboz8 osztdlyok. Intui-
tive: P-ben a gyorsan megoldhat6 problémdk, NP-ben a gyorsan leellenérizheté megoldasi
problémdk vannak. Tapasztalhattuk, hogy tSbbnyire 1ényegesen nehezebb egy problémat
megoldani, mint egy adott megoldas helyességét ellendrizni. Ez arra ,,utal”, hogy lehetnek
NP-ben olyan nyelvek, melyek P-ben nincsenek benne. Van jobb okunk is, hogy elhiggyiik a
P # NP sejtést: az NP-teljes nyelvek 1étezése. Ezzel az osztdllyal a 34.3. alfejezetben fogunk
foglalkozni.

A témakorben a P # NP sejtésen kiviil is szdmos alapvetd kérdés maig megoldatlan.
A kutatdk er6feszitései ellenére senki sem tudja példdul, hogy az NP osztdly zart-e a komp-
lementerképzésre. Definidljuk a co-NP bonyolultsdagi osztdlyt a kovetkezSképp: L € co-NP
pontosan akkor, ha L € NP. NP komplementerképzésre valé zértsdga tehdt azt jelentend,
hogy NP = co-NP. Mivel P zart a komplementélasra (34.1-6. gyakorlat), P € NP N co-NP.
Itt sem tudjuk, hogy a tartalmazas valddi-e. A négy lehetséges valtozat a 34.3. dbran lathatd.

A P és NP kozti kapesolatrdl valé tudasunk tehdt elkeseritéen hidnyos. Mindazonal-
tal az NP-teljesség elméletének behatd vizsgdlata sordn ldtni fogjuk, hogy lemaraddsunk a
problémdk kezelhetetlenségének bizony{tdsaban gyakorlati szempontbdl nem is olyan nagy,
mint gondolndnk.

Gyakorlatok
33.2-1. Mutassuk meg, hogy a GRAF-IZOMORFIZMUS = {(G1,G,) : G és G, izomorf
grafok} nyelv NP-ben van.

NP a ,nondeterministic polinomial (time)” (nemdeterminisztikus polinomiglis (idej)) réviditése. Az NP osztalyt
eredetileg a nemdeterminizmussal dsszefliggésben vizsgdltdk (és definidltdk); jelen konyv a némiképp egysze-
rtibb, ekvivalens ,ellendrzéses” megkozelitést részesiti elényben. Az NP-teljesség nemdeterminisztikus szam{tsi
modellel valé tdrgyaldsa megtaldlhat6 példdul Hoperoft és Ullmann [12] mévében.
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P=NP=co-NP

(b)

NP n co-NP NP

@

() (d)

33.3. dbra. Az eddig megismert bonyolultsdgi osztdlyok kozti négy lehetséges kapesolat. (a) P = NP = co-NP.
A kutatok tobbsége szerint ez a legkevésbé valdszind lehetSség. (b) NP zdrt a komplementdldsra, de P # NP.
(¢) P = NP N co-NP, de NP nem zart a komplementdldsra. (d) NP # co-NP, és P # NP N co-NP. A tudésok
tobbsége ezt tartja a legval6szintibb esetnek.

P=NP n co-NP

33.2-2. Lassuk be, hogy ha egy paros grafnak paratlan szdmu cstcsa van, akkor nem lehet
Hamilton-kore.

33.2-3. Mutassuk meg, hogy ha HAM e P, akkor polinom idében meg is lehet adni tetszd-
leges G graf egy Hamilton-korét (ha van).

33.2-4. Bizonyitsuk be, hogy NP zirt az unidképzés, metszetképzés, konkatenacié és leza-
ras mfiveletekre. Gondolkozzunk el NP komplementéldsra valé zartsdganak kérdésén.
33.2-5. Mutassuk meg, hogy az NP-beli nyelvek eldontheték 200) idejti algoritmussal, va-
lamely k konstans mellett.

33.2-6. Egy G graf Hamilton-utjanak nevezziik az olyan egyszer(i utakat, amelyek minden
csticsot pontosan egyszer érintenek. Mutassuk meg, hogy a HAM-UT = {((G,u,v) : van
Hamilton-1it u és v kézt G-ben} nyelv NP-ben van.

33.2-7. Mutassuk meg, hogy a Hamilton-it probléma polinom idében megoldhaté iranyi-
tott kérmentes grafokra. Adjunk minél gyorsabb algoritmust.

33.2-8. Legyen ¢ Boole-formula az x;, x,, ..., x, valtozékon. ¢ tautologia, ha a viltozék
barmely behelyettesitésére 1 az értéke. Mutassuk meg, hogy TAU = {(¢) : ¢ tautoldgia} €
co-NP.

33.2-9. Bizonyitsuk be, hogy P C co-NP.

33.2-10. Bizonyitsuk be, hogy ha NP # co-NP, akkor P # NP.

33.2-11. Legyen G legaldbb 3 cstcst Osszefiiggd, irdnyitatlan graf. Jeloljiik G3-nel azt a
grafot, melyet Ggy kapunk, hogy 6sszekotjitkk G azon csucsait, melyek legfeljebb 3 hosszi
titon elérhetdk egymasbdl. Mutassuk meg, hogy G3-ben van Hamilton-kor. (Usmutatds. In-
duljunk ki G egy feszit6fajabdl, és hasznaljunk indukciét.)

33.3. NP-eljesség és visszavezethetdség

A P # NP sejtés melletti legnyomdsabb érv taldn az NP-teljes problémdk 1étezése. Ezen
problémdk rendelkeznek a kovetkezd meglepd tulajdonsdggal: ha koziilik akdr csak egy
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33.4. abra. Az Ly nyelv polinomidlis visszavezetése [,-re az f visszavezet$ fliggvény segitségével. Barmely
x € {0, 1}* bemenetre x € L pontosan akkor, ha f(x) € L;.

is megoldhaté polinom id&ben, akkor valamennyi NP-beli probléma megoldhaté polinom
id6ben, azaz P = NP. Mint arrél mar sz6 esett, az évtizedek 6ta folyd kutatdsok ellenére sem
sikertilt egyel6re polinomidlis algoritmust taldlni egyetlen NP-teljes problémadra sem.

A HAM NP-teljes probléma. Ha el tudndnk donteni HAM-et polinomidlis id6 alatt,
akkor minden NP-beli problémat meg tudnank oldani polinomidlis id6 alatt. Ha kidertilne,
hogy NP — P nem {ires, akkor teljes bizonyossdggal mondhatnank, hogy HAM € NP — P.

Az NP-teljes nyelvek bizonyos értelemben a ,legnehezebb” nyelvek NP-ben. Eb-
ben az alfejezetben megmutatjuk, hogyan hasonlithatjuk 6ssze a nyelvek ,nehézségét”, a
,.polinomidlis idejli visszavezethet8ség” segitségével. Elbszor is definidljuk az NP-teljes
nyelvek halmazat, majd vazoljuk annak bizonyitdsat, hogy a C-SAT nev( nyelv ide tartozik.
A 34.4. és 34.5. alfejezetekben pedig szdmos mds probléma NP-teljességét bizonyitjuk a
visszavezetés segitségével.

Visszavezethet8ség

Intuitive a P probléma visszavezetheté Q-ra, ha P barmely x esete ,konnyen atfogalmaz-
haté” Q egy olyan y esetévé, melynek megolddsabdl kovetkezik x megolddsa. Példdul az
els6foki egyismeretlenes egyenlet megolddsdnak problémdja visszavezethetd a masodfoki
egyenlet megolddsdra. Az ax + b = 0 egyenletet ugyanis a 0y> + ay + b = 0 egyenletté
alakithatjuk, s ennek megolddsa kielégiti ax + b = 0-t is. Ez azt is jelenti, hogy ha P vissza-
vezethetd Q-ra, akkor P-t bizonyos értelemben ,,nem nehezebb megoldani”, mint Q-t.

A dontési problémak nyelvelméleti targyaldsahoz visszatérve, azt mondjuk, hogy az L;
nyelv polinomidlisan visszavezethetd az L, nyelvre (jelolése: Ly <p L,), ha létezik f :
{0, 1}* — {0, 1}* polinom id6ben kiszdmithat6 fiiggvény, melyre minden x € {0, 1}* esetén

x € Ly pontosan akkor, ha f(x) € L,. (33.1)

Az f fuggvényt visszavezetd fiiggvénynek hivjuk, az f-et kiszamité polinomidlis algorit-
must pedig visszavezetd algoritmusnak.

A 34.4. dbran lathaté egy L nyelv L,-re val6 visszavezetésének illusztracidja. A nyel-
vek természetesen {0, 1}* részhalmazai, és jol lathatd, hogy az L;-beli x-ek f(x) képe L,-ben
van, az Li-en kiviilieké pedig L,-n kiviil. A visszavezetés fenti definicidja tehdt megfelel in-
tuitiv elképzeléseinknek, az L; dltal reprezentdlt probléma eseteit megfeleltettiik az L,-vel
reprezentdlt probléma eseteinek Ggy, hogy az utdbbiakra kapott megoldds meghatdrozza az
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33.5. abra. A 34.3. lemma bizonyitdsa. F' az Li-et Lp-re visszavezets fiiggvényt kiszdmit6 polinomidlis algoritmus,
Aj az L, nyelvet eldont$ polinomidlis algoritmus. A képen lathaté Ay algoritmus el8szor elGéllitja f(x)-et x-bol F
segitségével, majd A, segitségével eldonti, hogy f(x) € Ly vagy sem, ily médon eldéntve az L nyelvet is.

" )
(-

33.6. abra. A legtdbb szamitégéptudds igy képzeli el a P, NP és NPC osztdlyok viszonyat.

el6bbiek megolddsait.
A visszavezetési médszer j6l hasznalhat6 nyelvek polinomialitdsanak bizonyitdsara.

33.3.lemma. Ha Ly, L, C {0, 1}*, Ly <p Ly, és L, € P, akkor L, € P.

Bizonyitas. Legyen A; polinomidlis algoritmus, ami eldonti L,-t, és legyen F az Ly-et L,-re
visszavezetd [ fliggvényt kiszamitd polinomidlis algoritmus. Megadunk egy L;-et polinom
id6ben eldontd A; algoritmust.

A1 konstrukci6jat a 34.5. dbra szemlélteti. Az x € {0, 1}* bemenetb8l A; elbszor F
segitségével elddllitja f(x)-et, majd A, felhaszndldsdval eldonti,hogy f(x) L,-ben van-e, és
az erre kapott valaszt adja ki eredményként.

Az, hogy A; helyes vilaszt ad, a (34.1.) feltételbdl kovetkezik. A; polinomidlis, hiszen

F és A; is az. (Ldsd a 34.1-5. gyakorlatot.) [ ]

NP-teljesség

A polinomidlis visszavezetés arra is kivdléan felhaszndlhatd, hogy beldssuk: egy adott prob-
1éma legaldbb olyan nehéz, mint egy masik, legaldbbis polinom tényezd erejéig. Ha ugyanis
L1 <p L,, akkor L; legfeljebb polinomszor ,nehezebb” L,-nél, ami megmagyardzza a
visszavezethetségre hasznalt <p jelolést. Most mar készen allunk az NP-teljes nyelvek
definidldsara, amelyek a legnehezebb NP-beli nyelvek.

Az L C {0, 1}* nyelv NP-teljes, ha

1. LeNP és
2. Minden L’ e NP-re L' <p L.

Ha egy nyelv rendelkezik a masodik tulajdonsdggal, de az els6vel nem feltétleniil, akkor
NP-nehéznek nevezziik. Az NP-teljes nyelvek halmazat NPC-vel jeloljiik.

Mint a kovetkezd tétel mutatja, az NP-teljességnek dontd szerepe van P és NP viszo-
nyénak eldontésében.



33.3. NP-teljesség és visszavezethetdség 17

33.4. tétel. Ha létezik polinomidlis idében megoldhaté NP-teljes probléma, akkor P = NP.
Mds szoval: ha létezik NP-ben polinom id6ben nem megoldhaté probléma, akkor egyetlen
NP-teljes probléma sem polinomidlis.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy L € P N NPC. Tudjuk, hogy barmely L’ € NP esetén L’ <p L,
az NP-teljesség definicidjanak 2. feltétele miatt. Mivel L € P, a 34.3. lemma szerint L’ € P,
ezzel az elsé 4llitast beldttuk. A masodik 4llitas nyilvan ekvivalens az els&vel. [ ]

Erthetd tehat, hogy a P # NP sejtéssel kapcsolatos kutatdsok kézéppontjdban az NP-
teljes problémdk dllnak. A szamitégéptuddsok tobbsége gy gondolja, hogy P # NP, ami az
iménti tétel szerint a P, NP és NPC osztalyok 34.6. dbra szerinti viszonydt jelenti. Jelenlegi
tudasunk szerint persze az sem elképzelhetetlen, hogy valaki eldall egy NP-teljes probléma
polinomidlis megolddsaval, bizonyitva ezzel, hogy P = NP. Minthogy ilyesmi eddig nem
tortént, és nem is igen vérhatd, egy probléma NP-teljessége j6 ok annak feltételezésére,
hogy a probléma nehezen kezelhetd.

Boole-hdlézatok kielégithetésége

Most mdr tudjuk, hogy mit is értiink NP-teljes probléman, de nem tudjuk, hogy ilyen egy-
altalan 1étezik-e. Amint egy problémardl beldtjuk, hogy NP-teljes, a polinomiédlis vissza-
vezetést haszndlva mar szdmos mdas probléma NP-teljességét is igazolni tudjuk. Els6ként
tehdt mutatnunk kell egy NP-teljes problémat. Ez a Boole-hdlézatok kielégithet6ségének
probléméja (circuit-satisfiability, C-SAT) lesz.

A formdlis bizonyitds sajnos olyan eszkozdket igényel, amelyek meghaladjdk e fe-
jezet lehet8ségeit. Ehelyett egy olyan informadlis bizonyitdst adunk, mely csak a Boole-
halézatokkal kapcsolatos alapvetd ismeretekre épit.

A Boole-hdlézatok huzallal 6sszekotott elemekbdl dllnak. A logikai dramkor a hal6zat
olyan eleme, amelynek konstans szdmu be-, illetve kimenete van, és valamilyen j6l meg-
hatdrozott fliggvényt szdmit ki. A Boole-valtozok lehetséges értékei a {0, 1} halmaz elemei,
ahol a 0 jelenti a HAMIS, az | pedig az 16az értéket.

Azok a logikai dramkordk, amiket a C-SAT probléma esetében haszndlni fogunk, az
ugynevezett logikai kapuk, egyszerl Boole-fiiggvényeket szamitanak ki. A 34.7. dbrén lat-
haté a hdrom alapvetd logikai kapu: a NEM kapu, vagy megfordité, az ES kapu és a VAGY
kapu. A NEM kapunak egy x bindris bemenete és egy y bindris kimenete van, a 0 bemenetre
1-et, az 1 bemenetre 0-t ad kimenetként. A mésik két kapunak két bindris bemenete (x és y)
és egy z bindris kimenete van.

Ezen logikai kapuk mtikodését (csakigy, mint barmely kapu miikodését) az igazsdg-
tabldzat segitségével irhatjuk le, melyet a 34.7. dbran az egyes kapuk alatt taldlunk. Az
igazsagtablazat megadja a kapu kimenetét a bemenetek minden lehetséges értékére. Példaul
a VAGY kapu igazsdgtabldzata eldrulja nekiink, hogy ha a bemenetek x = 0 ésy = 1, akkor
a kimenet z = 1. A NEM fiiggvényt a —, az ES fiiggvényt a A, a VAGY fiiggvényt a v
szimbSlummal jelsljiik. Igy példdul O v 1 = 1.

Az ES és VAGY kapukat dltaldnosithatjuk, hogy ketténél t5bb bemenetet is elfogadja-
nak. Az dltalanositott ES kapu kimenete pontosan akkor 1, ha minden bemenete 1, egyéb-
ként 0. Az altaldnositott VAGY kapu kimenete pontosan akkor 1, ha legaldbb egy bemenete
1, egyébként 0.

A Boole-hdlozatok kapukbdl dllnak, melyeket huzalok kotnek Ossze. Egy huzal 0ssze-
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33.7. dbra. A hdrom alapvetd logikai kapu. A kapuk alatt taldlhatok az ket leiré igazsdgtdbldzatok. (a) A NEM
kapu. (b) Az ES kapu. (¢) A VAGY kapu.
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33.8. abra. A C-SAT probléma két esete. (a) Az x; = 1, x» = 1, x3 = 0 bemenetekre az eredmény 1, a hé-

16zat tehat kielégithetd. (b) A bemenetek semmilyen értékére sem lesz 1 az eredmény, vagyis ez a hdlézat nem
kielégithets.

kotheti egy kapu kimenetét egy mdsik kapu bemenetével, igy az elsé kapundl megjelend
kimeneti érték lesz a masodik kapu egyik bemeneti értéke. A 34.8. dbrdn két olyan Boole-
hélézat lathatd, melyek csak egyetlen kapuban kiilonboznek. Az dbra (a) részén az egyes
huzalokon megjelend értékek is lathaték az (x; = 1,x, = 1, x3 = 0) bemenet mellett. Egy
huzal természetesen legfeljebb egy kimenethez csatlakozhat, a hozz4 csatlakoz6 bemenetek
szdma azonban tetszdleges nemnegativ egész lehet. Ez utobbi szdmot a huzal ki-fokdnak
hivjuk. Ha egy huzal nem kapcsolddik kimenethez, akkor hdlozati bemenetnek hivjuk, mig
ha a ki-foka 0, akkor a neve hdlozati kimenet. A hilézati kimenetek tovabbitjak a haldzat
szamitdsainak eredményeit a kiilvilagba. (Az is elképzelheté ugyanakkor, hogy egy belsd
huzalon 1év6 érték is hozzaférhetd a kiilvilag szamdra.) A C-SAT probléma definidldsdhoz
korlatozzuk most a huzalok ki-fokat, legyen minden kifok legfeljebb 1.

A Boole-hdlézatok nem tartalmaznak kordket. Mas szdval, készitsiink minden halézat-
hoz egy irdnyitott grafot a kovetkez8képp: legyenek a kapuk a graf csdcsai, a k ki-fokd
huzaloknak pedig feleljen meg k irdnyitott él, oly médon, hogy az u kapunak megfelel
csticsbdl a v kapunak megfeleld csicsba mutasson €1, ha a huzal kimenete u-nak és beme-
nete v-nek; az igy kapott grafnak kell kérmentesnek lennie.

Egy Boole-hdlézat behelyettesitése Boole-valtozdk egy, a bemenetek szdmaval meg-
egyezd elemszamu sorozata. Azt mondjuk, hogy egy egy kimenetd Boole-hdlézat kielégit-
hetd, ha van kielégitd’ behelyettesitése, azaz olyan behelyettesitése, melyre a kimenet 1.



33.3. NP-teljesség és visszavezethetdség 19

Példaul, a 34.8(a) dbran lathat6 haldézat az x; = 1, x, = 1, x3 = 0 bemenetekre 1-et ad ki-
menetként, tehdt kielégithetd. A 34.3-1. gyakorlatban viszont azt kell megmutatnunk, hogy
a 34.8(b) dbran lathaté hdlézat az x;, x», x3 valtozdk egyetlen behelyettesitésére sem ad 1-et,
tehat nem kielégithetd.

A Boole-hdlézatok kielégithetéségének problémdja: ,,Adott — ES, VAGY és NEM ka-
pukbdl 4116 — Boole-hdlézat kielégithetd-e?”. A kérdés formalizdldsdhoz meg kell dllapod-
nunk a hdlézatok valamilyen szabvinyos kédoldsdban. A grafokéhoz hasonlé kdédolds al-
kalmas lesz (a halézat tulajdonképpen nem mds, mint egy specidlis, irdnyitott graf), ekkor
(C) hossza nem sokkal nagyobb, mint a C hidl6zat mérete. Most mar definidlhatjuk a

C-SAT = {(C) : C kielégithetd Boole-hdldzat}

formalis nyelvet.

A C-SAT probléma igen jelentds szerepet jdtszik a hardver-optimalizdcidoban. Ha
ugyanis egy hdl6zat minden bemenetre 0-t ad, akkor helyettesitheté egy konstans O-t adé
kapuval, id6t és er6forrdsokat takaritva meg. Egy polinomidlis algoritmusnak tehdt szdmot-
tevd gyakorlati haszna lenne.

Ha adott a C hdlézat, megprébalhatjuk a kielégithetéség kérdését tgy eldonteni, hogy
minden lehetséges bemenetre kiszamitjuk az eredményt. k bemenet esetén a lehetséges be-
helyettesitések szdma 2¥. Ha példdul C mérete k polinomja. akkor minden eset ellenSrzése
Q(2%) idét igényel, azaz szuperpolinomislis az dramkor méretében.” Persze, mint arrél mar
sz6t ejtettiink, C-SAT-ra valdszintleg nincs is polinomidlis algoritmus, hiszen C-SAT NP-
teljes. A bizonyitas két 1épésben torténik, el6szor a definicié elsd, majd a masodik feltételét
igazoljuk.

33.5. lemma. C-SAT € NP.

Bizonyitas. Megadunk egy C-SAT-ot ellendrz8 kétbemenetd algoritmust. Az A algoritmus
egyik bemenete a C hélézat (szabvanyos kédoldsa), a masik egy ¢ 0-1 sorozat, ami a huza-
lokon szerepl§ értékeknek felel meg. (Aki révidebb tanusitvanyt szeretne 14tni, oldja meg a
34.3-4, gyakorlatot.)

Az algoritmus minden kapura ellendrzi, hogy az adott bemenetekhez az adott kime-
net helyesen van-e kiszamitva, majd, ha a halézat kimenete 1, akkor 1-et ad kimenetként,
hiszen ekkor a hdl6ézat bemenetei kielégitd behelyettesitést adnak. Minden mas esetben az
algoritmus O-t ad kimenetként.

Ha C kielégithetd, akkor 1étezik C hosszisdgdban polinomidlis hosszisdgu ¢ sorozat,
amire A(C,t) = 1. Ha viszont C nem kielégithet8, akkor ez egyetlen ¢ sorozatra sem tel-
jestilhet. Az A algoritmus nyilvan polinomidlis (akdr linedris idSben is megvalésithatd).
Mindezek egyiittesen azt jelentik, hogy az A algoritmus polinomidlis tandval, polinom id&-
ben ellen&rzi a C-SAT nyelvet, azaz C-SAT € NP. ]

"MisfelSl, ha C mérete O(2%), akkor egy O(2¥) futdsidejii algoritmus polinomidlis a hdlézat méretében. Ez még
akkor sem mond ellent C-SAT NP-teljességének, ha P # NP: egy specidlis esetre adott polinomidlis algoritmus
nem jelenti azt, hogy létezik polinomidlis algoritmus minden esetre.
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A kovetkezd 1€pés annak bizonyitdsa, hogy C-SAT NP-nehéz, azaz minden NP-beli
nyelv polinomidlisan visszavezethetS rd. A tényleges bizonyitds — mely a szdmitdégépek
miikddésének alapelveire épiil — szdmos technikai bonyodalmat tartalmaz, ezért vizlatos
ismertetésére szoritkozunk.

A szamitégépes programok a gép memoridjaban vannak elhelyezve, utasitdsok soroza-
taiként. Egy tipikus utasitds a kovetkez6 harom dolog kédoldsa: egy végrehajtandé miivelet,
a miivelet argumentumainak cimei a memdridban és az a memériacim, ahovd az eredményt
kell irni. Egy specidlis memdriahely, az (gynevezett programszamldlo nyomon kéveti, hogy
melyik utasitds kdvetkezik. A programszamldlé automatikusan novekszik, valahanyszor egy
utasitas végrehajtédik, ami azt eredményezi, hogy a szdmitégép a miiveleteket sorban egy-
mds utdn hajtja végre. Egy mivelet a programszamlalé atirdsat is okozhatja, igy a végrehaj-
tds modosulhat, lehet6vé téve ezzel ciklusok futdsit és a feltételes eldgazdsokat.

A program futdsa sordn a szdmitds pillanatnyi dllapotdt a gép memoridjaban taroljuk.
A memoria tartalmazza magit a programot, a programszadmldlét, a munkateriiletet és a
szamtalan allapotjelzé bitet, amiket a szamit6gép fenntart a , konyveléshez”. A memoria
egyes dllapotait konfigurdcioknak hivjuk. Egy utasitds végrehajtasat tekinthetjiik olyan le-
képezésnek, amely egy konfigurdciét egy mdsikba visz. Fontos, hogy a hardver, ami ezt
a leképezést végrehajtja, megvaldsithaté Boole-hdlézatként, amit M-mel fogunk jel6lni a
kovetkezd lemmdban.

33.6. lemma. C-SAT NP-nehéz.

Bizonyitas. Legyen L tetsz6leges NP-beli nyelv. Megadunk egy F polinomiélis algoritmust,
mely az aldbbi f visszavezetd fiiggvényt szdmitja ki: minden x € {0, 1}* sz6 képe egy olyan
f(x) = (C) kédolt hdlézat, amelyre x € L pontosan akkor teljesiil, ha (C) € C-SAT.

L € NP, igy létezik olyan algoritmus, mely L-et polinom id&ben ellendrzi. Megkonstru-
dlunk egy olyan F algoritmust, amely a kétbemenet(i A algoritmust fogja felhaszndlni az f
visszavezetdfiiggvény kiszdmitdsara.

Jeloljiik T (n)-nel A legrosszabb futdsi idejét az n hossziisdgi bemeneti sztringeken,
és legyen k > 1 olyan szdm, melyre igaz, hogy T(n) = O(n*) és a tand hossza is O(n%). (A
futdsi ideje a két bemenet egylittes hosszdban polinomidlis, de mivel a tand maga is polinom
n-ben, ami egy adott eset kédoldsanak hossza, a futdsi id6 n-ben is polinomidlis.)

A bizonyitas alapgondolata, hogy A szamitésait konfigurdcidk sorozataként jelenitjitk
meg. Amint az a 34.9. dbran lathatd, minden egyes konfigurdcié az aldbbi részekre bonthat6:
az A-nak megfelel§ program, a programszdmlalo, a segéddllapotok, az x bemenet (egy eset
kédolédsa), az y tand és a munkateriilet. A ¢g kezdeti konfigurdciébdl indulva, a ¢; konfigu-
racidkat c;;1-be képezziik, az M Boole-hdlézat segitségével, amely a hardver tevékenységét
reprezentdlja. Az algoritmus kimenete — 0 vagy | — a munkateriilet egy kijelolt helyén talal-
haté, amikor A futdsa befejez8dik (legfeljebb T'(n) 1épés), igy az eredmény cr, egy kijelolt
bitjével lesz azonos.

Az F algoritmus létrehoz egy olyan Boole-hdlézatot, amely egy adott kezdd konfigura-
cidhoz tartoz6 Osszes konfigurdciot kiszamitja az alabbi médon. Az M hdlézat T(n) darab
példanyat osszeflizziik, ami azt jelenti, hogy az i-edik halézat kimenetét (azaz a ¢; konfigu-
raciét) betdplaljuk az (i + 1)-edikbe.

Mi is az F algoritmus feladata? Egy adott x bemenetre olyan f(x) = C hdl6zatot kell
adnia, amely pontosan akkor kielégithetd, ha létezik y tand, melyre A(x,y) = 1. F el8szor
kiszamitja a bemenet n = |x| hosszdt, majd 1étrehozza a C’ hdlézatot, mely az M hélézat T'(n)
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33.9. dbra. Az A algoritmus (x, y) bemeneten vald futdsa sordn kapott konfigurdcidk sorozata. A ¢ konfigurdcié az
y taniit leszam{tva dllandé. A konfigurdcidkat az M Boole-hdlézat képezi a kovetkezS konfigurdcioba. Az eredmény
a munkateriilet egy kitiintetett bitje.

darab osszekapcsolt példinyabol 4ll. C’ bemenete az A(x,y) szdmitidsdhoz tartozé kezdd
konfiguricid, kimenete pedig a Cr(,) konfiguricid.

Az F altal konstrudlandé C = f(x) hdlézatot C’ kis mddositasaval kapjuk. ElGszor is
C’-nek az A-t megval6sit6é programhoz tartozé bemeneteit — a programszamlalét, a kezdd-
allapotokat és az x bemenetet — bedllitjuk a megfeleld ismert értékekre. Hilézatunk ,,igazi”
bemenetei tehdt valamennyien az y tanthoz tartoznak. Mdsodszor, a hidldzat kimeneteit a
Cra) bit kivételével figyelmen kiviil hagyjuk. Az ily médon kapott C halézat minden O(nk)
hossziisagu y tanthoz kiszdmolja C(y) = A(x, y)-t.

Meg kell mutatnunk, hogy F visszavezetd fliggvényt szamit ki (azaz, hogy C pontosan
akkor kielégithetd, ha létezik y tand, melyre A(x,y) = 1), és hogy ez a szdmitds polinom
id6ben véget ér.

Tegyiik fel elgszor, hogy létezik OF) hosszisdgd y tand, melyre A(x,y) = 1. Adjuk
most y bitjeit C-nek bemenetként, ekkor C(y) = A(x,y) = 1. Ha tehdt a megfeleld tani
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1étezik, akkor C kielégithetd. Tegylik fel marmost, hogy C kielégithetS. Ez azt jelenti, hogy
létezik y, melyre C(y) = 1, igy A(x,y) = C(y) = 1. F tehdt valéban visszavezetd fliggvényt
szamit ki.

Hatravan még annak bizonyitdsa, hogy F polinomidlis |x| = n-ben. Vegyiik észre, hogy
a konfiguracidk leirasdhoz n-ben polinomidlis szdmu bit elég, hiszen az A-t megvaldsitd
program konstans méretii, a bemenet mérete n, az y tanti O(n*) hosszd és a munkateriilet is
polinomidlis szam bitet hasznal, mivel az algoritmus O(n*) 1épésben véget ér. (Feltessziik,
hogy a meméria Ssszefliggd; a 34.3-5. gyakorlatban ki kell terjeszteniink a bizonyitdst arra
az esetre, amikor a program 4ltal elérni kivant cimek a meméria egy nagyobb részén vannak
szétszorva, és ez a szE€tszords bemenetenként kiilonbozd lehet.)

A hardver mtikodését megval6sité M halézat polinomidlis nagysagi a konfigurdcidk
méretében, fgy n-ben is. A C hdlézat M-nek legfeliebb 1 = O(n¥) darab példanyabdl 4ll,
gy szintén polinomidlis méretli n-ben és konstrukcidja polinomidlis szdmu 1épést igényel.
( Ennek a hdlézatnak a nagyobb része a memdoriarendszert valdsitja meg.) Az x bemenetbdl
f(x) = C-t elballité F visszavezet$ algoritmus tehat polinomidlis, hiszen a konstrukcié
minden 1épése megvaldsithatd polinom idSben. [ ]

A C-SAT nyelv ezek szerint legaldbb olyan nehéz, mint barmely NP-beli nyelv, és mivel
NP-hez tartozik, NP-teljes.

33.7. tétel. A C-SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas. A 34.5. és 34.6. lemmdk és az NP-teljesség definicidjanak kozvetlen kovetkez-
ménye. [ ]

Gyakorlatok

33.3-1. Igazoljuk, hogy a 34.8(b) dbran lathaté hilézat nem kielégithets.

33.3-2. Mutassuk meg, hogy a nyelveken értelmezett <p relacié tranzitiv, azaz ha L; <p L,
és L, <p L3, akkor L; <p Ls.

33.3-3. Bizonyitsuk be, hogy L <p L akkor és csak akkor, ha L <p L.

33.3-4. Mutassuk meg, hogy egy kielégitd behelyettesités felhasznalhat6 taniként a 34.5.
lemma egy masik bizonyitdsdhoz. Az Gj vagy a mdr l4tott tand esetén kapunk egyszeriibb
bizonyitast?

33.3-5. A 34.6. lemma bizonyi{tdsaban feltettiik, hogy a munkateriilet a memoria egy &ssze-
fiiggd, polinomidlis méretl része. Hol haszndltuk fel a bizonyitds sordn ezt? Mutassuk meg,
hogy e feltevés nem megy az dltalanossdg rovasdra.

33.3-6. Az L nyelv teljes a C nyelvosztalyra nézve (a polinomidlis visszavezetés tekinteté-
ben), ha L € C és minden L' € C esetén L' <p L. Mutassuk meg, hogy az iires halmaz, és
{0, 1}* az egyediili P-beli nyelvek, amelyek nem teljesek P-re.

33.3-7. Liassuk be, hogy L pontosan akkor teljes NP-re nézve, ha L teljes co-NP-re nézve.
33.3-8. A 34.6. lemma bizonyitdsdban szerepld F algoritmus 1étrehoz egy C = f(x) hdld-
zatot az x, az A és a k ismeretében. Sartre professzor megfigyelte, hogy az x sz valéban
bemenete F-nek, de F A-nak és k-nak csupdn a 1étezésérdl tud, konkrétan nem ismeri &ket.
Ebbdl azt a kovetkeztetést vonja le, hogy F nem lehet képes C megkonstrudlasara, tehit a
C-SAT nyelv nem feltétlentil NP-nehéz. Magyarazzuk el neki, hol a hiba az okoskodasaban.
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33.4. NP-eljességi bizonyitdsok

C-SAT NP-teljességét kozvetlentiil a definiciébdl lattuk be, azaz minden NP-beli L nyelvre
igazoltuk, hogy L <p C-SAT. Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogyan lathaté be nyel-
vek NP-teljessége anélkiil, hogy minden egyes NP-beli nyelvrdl igazolndnk, hogy visszave-
zethet$ az adott nyelvre. A technika illusztraciéjaként két, a Boole-formuldk kielégithetSsé-
gével kapcsolatos problémdrdl 1dtjuk be, hogy NP-teljes. A 34.5. alfejezetben szdmos mas
példat is 1dtunk majd.

Az aldbbi lemma minden tovabbi NP-teljességi bizonyitas alapja.

33.8.lemma. Ha L olyan nyelv, melyhez létezik L' € NPC, hogy L’ <p L, akkor L NP-nehéz.
Ha L € NP is teljesiil, akkor L. € NPC.

Bizonyitds. Mivel L’ € NPC, ezért minden L’ € NP-re igaz, hogy L”’ <p L’. Ha tehit
L’ <p L, akkor a tranzitivitds miatt (34.3-2. feladat) L”” <p L minden L'’ € NP nyelvre,
vagyis L NP-nehéz. Ha L € NP is, akkor persze L € NPC. [ ]

Mais szavakkal, egy ismert L’ NP-teljes probléma visszavezetése L-re kdzvetve minden
NP-beli problémat visszavezet L-re. A 34.8. lemma szerint tehdt a kovetkezé modszerrel
bizonyithatjuk egy L nyelv NP-teljességét.

1. Beldtjuk, hogy L € NP.
2. Valasztunk egy ismert L’ NP-teljes nyelvet.

Megadunk egy F algoritmust, mely kiszamit egy olyan f fiiggvényt, ami L’ eseteinek
L eseteit felelteti meg.

4, Bebizonyitjuk, hogy tetsz6leges x € {0, 1}* esetén x € L’ akkor és csak akkor teljesiil,
ha f(x) € L.

5. Igazoljuk, hogy F polinomidlis.

(A 2-5. 1épések bizonyitjdk azt, hogy L NP-nehéz.) Ez a modszer természetesen joval egy-
szer(ibb, mint az NP-teljesség kozvetlen igazoldsa. Azzal, hogy C-SAT € NPC-t bebizonyi-
tottuk, megtettiik a legfontosabb 1épést; az NP-teljességi bizonyitdsok ezentil 1ényegesen
konnyebbek lesznek. S6t, ahogy egyre tbb problémardl latjuk be, hogy NP-teljes, tigy lesz
egyre konnyebb dolgunk, hiszen médszeriink 2. 1épésénél az NP-teljes problémdk egyre
népesebb tdborabdl valogathatunk.

Boole-formuldk kielégithetésége

A visszavezetési technika elsd alkalmazasaként belatjuk, hogy a Boole-formulak kielégit-
hetdségének problémdja (satisfiability problem, SAT) NP-teljes. E problémdnak torténelmi
jelentGsége (is) van, réla bizonyitottdk elsSként az NP-teljességet.

A (formula) kielégithetdségi problémdt a SAT nyelv segitségével fogalmazzuk meg.
SAT esetei a ¢ Boole-formulak, melyek az alabbi elemekbdl épiilnek fel:

1. x1,Xx2,X3,...Boole-valtozdk;

2. egy- vagy kétviltozés Boole-fiiggvények, mint példdul A (ES), vV (VAGY), = (NEM),
— (implikdcid), & (ekvivalencia);
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3. zdardjelek. (Anélkiil, hogy ez az dltaldnossdg rovdsdra menne, feltehetjiikk, hogy nin-
csenek felesleges zdréjelek, azaz minden Boole-fiiggvényhez legfeljebb egy zardjelpér
tartozik.)

A ¢ Boole-formulat konny({iszerrel kédolhatjuk olyan hosszisdgban, mely n + m polinomja.
Az olyan Boole-formuldkat, melyeknek csak az elején és a végén van zardjel, klozoknak
nevezziik. Csakiigy, mint a Boole-hdlézatokndl, ¢ egy behelyettesitésének egy megfeleld
hosszisagud 0-1 sorozatot neveziink. Egy behelyettesités kielégit6, ha az elemeit rendre az
X1, X2, ... viltozdk helyébe irva ¢ értéke 1. Egy formula kielégithetd, ha 1étezik kielégits
behelyettesitése. A SAT probléma: , Egy adott Boole-formula kielégithets-e vagy sem?”.
Formdlis nyelvként:

SAT = {{¢) : ¢ kielégithet6 Boole-formula}.

Vegylik példdul a
¢ =((x1 = x2) V=((—x1 © x3) V x3)) A 7x2

formuldt; ezt az (x; = 0,x, = 0, x3 = 1, x4 = 1) behelyettesités kielégiti, hiszen

¢

(0= 0)V =((=0 & 1)V 1) A =0 (33.2)
(Iv-(1vI)Al

(1VO)Al

1,

igy (¢) € SAT.

Ugyantgy, mint C-SAT esetében, az 0sszes eset naiv végigprobdldsa 2" 1épést igényel
n véltozd esetén, igy ha (@) mérete polinomidlis n-ben, akkor minden behelyettesités (2")
1épést igényel, azaz szuperpolinomidlis (¢) méretének fiiggvényében. A kovetkezd tétel sze-
rint polinomidlis algoritmus nem is igen varhaté SAT-ra.

33.9. tétel. SAT NP-teljes.

Bizonyitas. ElGszor beldtjuk, hogy SAT € NP, majd igazoljuk, hogy C-SAT <p SAT, amib6l
a 34.8. lemma szerint a tétel kovetkezik.

SAT e NP bizonyitdsdhoz megmutatjuk, hogy a ¢ formula egy kielégits behelyettesi-
tése mint tand, polinom idében ellendrizhets. Az ellendrzd algoritmus egyszerien minden
valtozo6 helyére beirja a megfeleld értéket, és a kapott kifejezést kiszdmitja, nagyjabol ugy,
ahogy azt (34.2) esetében tettiik. Ez az eljards konny(iszerrel elvégezhetd polinom idSben.
Ha a kifejezés értéke (valamely tantra) 1, akkor a formula kielégithetd, ktilonben nem.

Ezzel SAT € NP-t belattuk, térjiink rd C-SAT-ra valé visszavezetésére. A halézatok
tulajdonképpen kénnyen formuldkkd alakithaték: tekintjitk a halézat kimenetét szolgéltatd
kaput, és felirjuk a neki megfelel miveletet a bemeneteire, amiket rekurzivan, ugyanezen
mddszerrel alakitunk formuldkka.

Sajnos, ez a kézenfekvé mddszer nem mindig lesz polinomidlis: a 34.4-1. gyakorlat-
ban azt kell megmutatnunk, hogy olyan kapuk, melyek kimenete legaldbb kettd, a kapott
formula méretének exponencidlis novekedését okozhatjdk. gy tehat valamilyen iigyesebb
visszavezetést kell taldlnunk.

A 34.10. abran egy ilyen jobb visszavezetés alapgondolata lathatd, a 34.8(a) dbra hd-
16zatara alkalmazva. A C hdlézat minden huzaljdnak (azaz a bemeneteknek és a kapuk
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33.10. abra. C-SAT visszavezetése SAT-ra. A visszavezet$ algoritmus a hdlézat bemenetein kiviil a hdlézat minden
kapujdnak kimenetéhez is a formula kiilonbozé véltozéit rendeli.

kimeneteinek) megfeleltetiink egy x; valtozét. A kapuk miikodése ekkor lefrhaté a hozz4juk
csatlakoz6 huzaloknak megfeleld valtozok alkalmas formuldjaként. Példdul az dbrdn l4thaté
hdlézat kimeneti ES kapujat lefré formula: x19 & (x7 A xg A Xg).

A teljes hil6zatnak megfeleld formula a kimeneti kapuhoz tartozé valtozé és az egyes
kapukat lefré formuldk konjunkciéja. Példdul a 34.10. dbra hdl6zatara:

d=x10 A (X3 0 -x3)

(x5 © (x1V x2))

(X6 © —x4)

(X7 & (X1 A x2 A x4))
(xg © (x5 V Xp))

(x9 & (X6 V x7))

> > > > > >

(x10 © (x7 A X3 A X9)).

Egy adott C hédldzatra a megfeleld formula nyilvan eldllithaté polinomidlis idSben.

Miért lesz a C hédldzat, és a neki megfelels ¢ formula ugyanakkor kielégithetd? Tekint-
siink egy C-t kielégitd behelyettesitést. Ekkor a huzalokhoz tartozé vdltozdk jol definidlt
értékeket kapnak, melyek — a konstrukci6 értelmében — kielégitik a kapuknak megfelels
formuldkat. Mivel a kimeneti kapuhoz tartozd valtozé értéke is 1 (hiszen a behelyettesités
kielégiti C-t), a ¢ véltozéira kapott értékek kielégitik ¢-t. Megforditva, ha ¢-t kielégiti egy
adott behelyettesités, akkor a kimeneti valtozé 1, és a kapuknak megfelel6 formuldk értéké-
nek is egynek kell lennie, igy ¢ azon véltoz6i, melyek C bemeneteihez tartoznak, kielégitik
C-t. Belattuk tehdt, hogy C-SAT <p SAT, ezzel a bizonyitdst befejeztiik. [ ]

A 3-SAT probléma

Igen sok probléma NP-teljességét bizonyithatjuk azzal, hogy visszavezetjiik rd SAT-ot. A
visszavezetd algoritmusnak ilyenkor persze minden formulat tudnia kell bemenetként ke-
zelni, ami nagyon sok eset attekintését teszi sziikségessé. Az esetek szdmanak csokken-
tése érdekében sokszor kivanatos lenne a Boole-formuldk egy sztikebb nyelvére szoritkozni.
Annyira természetesen nem szabad lesz{ikiteni SAT-ot, hogy a kapott nyelv polinomidlisan
eldonthet6 legyen (s6t, persze azt szeretnénk, ha még a sziikebb nyelv is NP-teljes lenne).
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33.11. abra. A ¢ = ((x1 — x2) V =((=x1 © x3) V X4)) A =x2 formuldhoz tartozé fa.

Céljainknak a 3-SAT elnevezésii nyelv tokéletesen meg fog felelni; lefrdsdhoz az aldbbi
definicidk sziikségesek. Literdlnak nevezzik egy valtozdnak vagy negaltjanak megjelenését
egy Boole-formulaban. Egy Boole-formula konjunktiv normdlformdji, ha olyan, ES-ekkel
Osszekapcesolt kl6zokbdl all, melyeket egy vagy tobb, VAGY-okkal 6sszekapcsolt literdl al-
kot. Ha mindegyik kl6zban pontosan 3 kiilonboz6 literdl van, akkor 3-konjunktiv normdl-
Jormadrol beszéliink. A 3-konjunktiv normélformdk halmazdt 3-CNF (3-conjunctive normal
form) jel6li.

Példaul

(X1 V=x1 V) A(x3Vaxp Vi) A(—x V-xz Voxg)

egy 3-konjunktiv normdlforma, amely harom kl6zbdl 4ll, ezek koziil az els6 az x;, —x1, x»
literalokat tartalmazza.

A 3-SAT probléma az, hogy adott, 3-CNF-beli ¢ Boole-formula kielégithets-e. A ko-
vetkezd tétel azt mutatja, hogy Boole-formuldk kielégithetségének eldontésére valdszini-
leg még akkor sem létezik polinomidlis algoritmus, ha ebben az egyszerli normdlformédban
vannak felirva.

33.10. tétel. 3-SAT NP-reljes.

Bizonyitas. A 34.9. tételben SAT € NP-re adott bizonyitds egy az egyben alkalmazhat6 3-
SAT esetében is, igy 3-SAT € NP. Meg kell még mutatnunk, hogy 3-SAT NP-nehéz. Ehhez
beldtjuk, hogy SAT <p 3-SAT, amibdl a 34.8. lemma szerint az allitds kovetkezik.

A visszavezet$ algoritmus hdrom f& részbdl dll, mindegyik 1épés kozelebb viszi a be-
meneti ¢ formulat a kivant 3-konjunktiv normalformaji alakhoz.

Az elso 1épés hasonld ahhoz, amit C-SAT <p SAT bizonyitdsdndl hasznaltunk. El6szor
felépitiink egy bindris ,,elemz8” fit a ¢ formuldhoz, melynek levelei a literdlok, belsd csu-
csai pedig a miveletek. A 34.11. dbran a

¢ =((x1 = x2) V((=x1 © x3) V x1)) A =x2 (33.3)
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yiooy2 X2 | (1 e (02 A-X2))
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

33.12. abra. Az (y; © (y2 A —x2)) formula igazsdgtdbldzata.

formula elemzé f4ja ldthaté. Az elemzd fak valéban bindrisak, hiszen a miiveletek egy- vagy
kétviltozésak (az ES és VAGY miiveletek tobbvaltozésak is lehetnek, ezeket az asszociati-
vitds felhaszndldsdval tobb kétvaltozds miveletté frhatjuk at), gy minden csicsnak legfel-
jebb két gyereke lehet. A bindris elemzd fat szemiigyre véve lathatjuk, hogy nem mds, mint
egy hdldzat, ami a ¢ formulat szamitja ki.

Hasonl6an a 34.9. tétel bizonyitdsdhoz, a belsd csticsok (azaz a miiveletek) kimenetei-
hez (az 6s0k felé eso élekhez) rendeljiik az y; véltozdkat. Ezt koveten a ¢ formulat atirjuk,
ismét csak gy, mint 34.9. bizonyitdsdban, tehdt tekintjiik a gyokérhez tartozé kimeneti val-
toz6, és a belsd csicsok mitkddését leiré formuldk konjunkcidjat. A (34.3) formula esetén a
kapott kifejezés a

1 © (02 A-x))
(2 © (y3 V y4))
(3 © (x1 = x2))
(ya © —ys)

(s & (V6 V x4))

(6 © (mx1 © x3))

¢ =y

> > > > > >

alakot olti. Vegytik észre, hogy a kapott ¢’ formula (nem csak most, hanem mindig) olyan
¢;" részformuldk konjunkcidja, melyek legfeljebb harom literdlt tartalmaznak.

A visszavezetés mdsodik 1épése a ¢;” kl6zok konjunktiv normdlforméba rdsa. Ehhez
elkészitjilk minden ¢, igazsdgtabldzatat. Az igazsdgtablazat soraiban a klézban 1év6 vélto-
76k lehetséges értékei, és a kl6z ezen behelyettesités mellett felvett értéke szerepelnek. ¢;’
igazsagtablazatdnak O-t ad6 sorait felhaszndlva megadunk egy diszjunktiv normdlformdt
(DNF) (ez a konjunktiv normalforma , forditottja”: kiviil vannak BS-ek, beliil pedig VAGY-
ok), mely ekvivalens —¢,’-vel. Ezt azutdn a DeMorgan-azonossdgok ((B.2.) azonossidgok)
segitségével konjunktiv normdlformava frjuk at, mely ekvivalens ¢,’-vel.

Lassuk, hogy is megy ez, példdul a

¢ =1 & (2 A x2)

formuldra. Vegyiik szemiigyre igazsdgtdbldzatat (34.12. dbra); eszerint ¢’ a 0 értéket veszi
foLha(y1 = L,ya = L,xp = 1), vagy (1 = L,y2 = 0,xp = 1), vagy (y1 = 1,y2 = 0,x, = 0),
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vagy ha (y; =0,y = 1,x, = 0). A =¢;’-vel ekvivalens diszjunkt{v normdlforma tehat:

VAR AX)VOTAY2AX)V (1T A=Y A=x2) V(=1 Ayz A —x).

E formula tagadasa ekvivalens ¢,’-vel, €s a DeMorgan-azonossagok alkalmazasdval a ko-
vetkezd alakba frhat6:

$1” = (=1 Ve Vo) Ay Vya Vaxa) A=y Ve V ao) A (v Voo Vo).

konjunktiv normdlformulat kapjuk, amely ekvivalens ¢;’-vel.

Ily médon a ¢’ formula mindegyik ¢;" részformuldjat ¢, konjunktiv normalformava
tudjuk alakitani, és igy ¢’ ekvivalens a ¢, kl6zok konjunkcidjabél 4116 ¢’ konjunktiv nor-
madl formdval. Tovabba a kapott ¢’ formula minden kl6zat legfeljebb harom literdl alkotja.

A bizonyitds harmadik €s egyben utolsé 1épésében tovabb alakitjuk a formulat Ggy,
hogy minden kl6ézban pontosan 3 literdl legyen. Két segédvaltozét fogunk hasznélni, le-
gyenek ezek p és g. ¢’ minden C; kl6zdhoz a kdvetkez8képp vesziink be kldzokat ¢’”’-be:

e Ha C;-ben 3 kiilonbozd literdl szerepel, akkor egyszertien magat C;-t vessziik be.

22

e Ha Cj-ben 2 kiilonbo6z6 literdl szerepel, azaz C; = (I V I,), akkor vegyiik be ¢’’’-be az
(hvlhvp)ésaz (I VI, V-p) klézokat. A p és —p literdlok csak azt a formai kdvetelményt
hivatottak garantdlni, hogy kl6zonként pontosan 3 literdl szerepeljen: (I; VLV p) A (L V
I, vV =p) nyilvan ekvivalens (I; V I)-vel.

2

e Ha C;-ben egyediil az [ literdl szerepel, akkor vegyiik be ¢’’’-be az (I V p V q), az
(IVpV-g),az(IV-pVq) ésaz(lV-pV -qg)klézokat. Nyilvanvald, hogy e négy kléz
konjunkcidja ekvivalens [-lel.

A fenti harom 1épés végigkovetésébdl kideriilt, hogy a ¢’’’ 3-CNF-beli formula ponto-
san akkor elégithetd ki, ha ¢ kielégithet6. Az, hogy a visszavezetés polinom idGben végre-
hajthaté, mindegyik 1épés esetében magdtdl értetsdo. [ ]

Gyakorlatok

33.4-1. Adjunk meg olyan n méretli hdlézatot, melynek a 34.9. tétel bizonyitidsdban leirt
kézenfekvd modszerrel valé formuldvd alakitdsa n-ben exponencidlis méretli formuldhoz
vezet.

33.4-2. Alakitsuk a (34.3) formulat a 34.10. tétel bizonyitasdban szereplé mddszerrel 3-
konjunktiv normalformava.

33.4-3. Jagger professzor kizdrélag az igazsdgtabldzat-technika felhaszndldsaval szeretné
megmutatni, hogy SAT <p 3-SAT, azaz a ¢ Boole-formula igazsdgtabldzata alapjan szdn-
dékozik egy olyan 3-diszjunktiv normalformat megadni, amely ekvivalens —¢-vel, majd ezt
negdlva — a DeMorgan-szabdlyok alkalmazdsa utdn — megkapni a megfeleld, ¢-vel ekviva-
lens 3-konjunktiv normdlformat. Mutassuk meg, hogy ez a médszer nem szolgéltat polino-
midlis visszavezetést.

33.4-4. Bizonyitsuk be, hogy annak eldontése, hogy egy Boole-formula tautoldgia-e, teljes
co-NP-re nézve. (Utmutatds. Lasd a 34.3-7. feladatot.)

33.4-5. Igazoljuk, hogy a diszjunktiv normdlformdk kielégithetSségének problémdja poli-
nom idében megoldhatd.
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33.13. abra. A 34.4. és 34.5. alfejezetek NP-teljességi bizonyitdsainak szerkezete. Valamennyi nyelv NP-
teljességének bizonyitdsa C-SAT NP-teljességén alapul.

33.4-6. Tegyiik fel, hogy rendelkezéstinkre 4ll egy SAT-ot polinom id6ben eldontd A algo-
ritmus. Hogyan tudnank ekkor kielégitd behelyettesitéseket taldlni polinom idében tetszd-
leges ¢ formuldra?

33.4-7. Legyen 2-CNF-SAT azoknak a kielégithet6 konjunktiv normal formuldknak a hal-
maza, amelyekben minden kl6z pontosan két literdlt tartalmaz. Mutassuk meg, hogy 2-SAT
€ P. Adjunk minél gyorsabb algoritmust! (Urmutatds. Vegyiik észre, hogy (xV y) ekvivalens
(-x — y)-nal. Vezessiik vissza 2-SAT-ot egy olyan, irdnyitott grafokra vonatkozé problé-
mara, mely gyorsan megoldhaté.)

33.5. NP-teljes problémdak

NP-teljes problémdk a legvaltozatosabb helyeken bukkannak fel: a logikdban, a szdmtan-
ban, a grafelméletben, a szdmelméletben, az algebrdban, a nyelv- és automataelméletben,
az, optimalizdldsban, hdlézatok tervezésénél, halmazok és particidk kapcsan, tervezési és
raktdrozdsi feladatokndl, jatékok vizsgdlatakor és még sorolhatnink. Ebben az alfejezetben
néhdny grafelméleti és halmazparticiondldsi feladat NP-teljességét bizonyitjuk, a visszave-
zetési technika segitségével.

A 34.13. dbra mutatja a visszavezetések szerkezetét; mindegyik nyelvet arra vezetjitk
vissza, amelyikbdl a nyil rdmutat.

33.5.1. A klikk probléma

Csicsok egy V' halmaza a G = (V, E) iranyitatlan grafban klikket alkot, ha V' barmely
két csicsa szomszédos G-ben. Egy klikk tehdt nem mds, mint G egy teljes részgrifja.
A klikk mérete a benne 1évS csticsok szama. A klikk probléma ,Mekkora a legnagyobb
klikk egy G griafban?”. Ez egy optimalizdlasi probléma, alakitsuk 4t dontésivé: , Létezik-e
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33.14. abra. A ¢ = C1 A Cy A C3 3-CNF formuldbdl kapott graf, ahol C; = (x1 V —x2 V =x3), C2 = (X1 VX2 V
x3), C3 = (x1 V x2 V x3). A formula egy kielégits behelyettesitése (x; = 0,x2 = 0,x3 = 1). Ekkor C;-ben —x,,
Cy-ben és C3-ban x3 az a véltozd, amely miatt a részformuldk értéke 1; a nekik megfeleld klikk csicsai vildgosabb
szinfiek.

a G grafban k méretd klikk?” (k-as klikk ugyanis pontosan akkor 1étezik, amikor legalabb
k-as). A formalis definici6:

KLIKK = {{(G, k) : G olyan graf, melyben van k méretii klikk}.

Azt, hogy egy griafban van-e k-as klikk, eldonthetjiik egyszeriien gy, hogy a csticsok min-
den k elemi részhalmazardl megvizsgaljuk, hogy klikk-e vagy sem. Ezen egyszerd algorit-
mus futdsideje Q(kz(";')) (V a csicsok halmaza), ami polinomidlis, ha k konstans. k azonban
lehet |V|/2-hoz kozeli érték, mely esetben a 1épésszam mar szuperpolinomidlis. Valészinf,
hogy a klikk probléma megoldadsara nem létezik hatékony algoritmus.

33.11. tétel. A klikk probléma NP-teljes.

Bizonyitas. A probléma NP-beli, hiszen a klikket alkotd csticsok tantként vald ellenGr-
zése nyilvan megoldhat6 polinomidlis id6ben: csak azt kell megnézni, hogy barmely kettd
szomszédos-e.

Azt, hogy a klikk probléma NP-nehéz, 3-SAT-ra val6 visszavezetésével bizonyitjuk. Ez
kicsit meglep&en hangzik, hiszen els6 ranézésre a logikai formuldknak kevés koziik van a
grafokhoz.

A visszavezetd algoritmus 3-SAT egy esetébdl indul ki. Legyen ¢ = Ciy ACo A ... ACy
egy k kl6zbol d116 3-CNF-beli formula. A C, klozr = 1,2, ...,k esetén pontosan 3 literdlbdl
all, legyenek ezek [, I és I},

Megadunk egy G grafot, melyben pontosan akkor lesz k méretd klikk, ha ¢ kielégithetd.
G = (V,E) konstrukcidja a kivetkezd. Minden C, = (I vV I}, v I}) kl6z esetén bevesszik
V-be a v, v}, v} csticsokat. A v! és v; cstcsok kozé pontosan akkor huzunk €lt, ha az aldbbi
két feltétel teljesiil:

e r#s

o azliés l'j‘. literdlok nem egymads negdltjai.
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¢ ismeretében G nyilvdn megadhato6 polinomidlis id6ben. Nézziik meg a graf konstrukciéjat
egy konkrét példan. Legyen

d=(x1VxaV-x3))A(mx1Vxp Vi) A ViV

A kapott G graf a 34.14. abran lathatd.

Meg kell mutatnunk, hogy ez a ¢ — G transzformadcié visszavezetés. Tegyiik fel eld-
szor, hogy ¢ kielégithetS. Ekkor minden C,-ben van legaldbb egy [ literdl, ami a kielégitd
behelyettesitésnél 1-et vesz fel. Minden kl6zb6l egy ilyen ,,igaz” literdlt véve egy k elemd
csuicshalmazt kapunk, amely nyilvan klikket alkot G-ben.

Tegyiik fel most, hogy G-ben van egy V’ k-as klikk. Azonos hdrmasban 1év6 csticsok
nincsenek Osszekdtve, igy V' pontosan egy elemet tartalmaz klézonként. A v € V' csi-
csokhoz tartozé ] literdlok értékét 1-nek adhatjuk meg, hiszen nem szerepel koztiik valtozd
a negaltjdval egyiitt. Ily médon minden kléz értéke 1, igy ¢ értéke is 1, tehdt ¢ kielégithetd.
(A klikkben nem szerepld csicsokhoz tartozé valtozdok értéke tetszbleges lehet.) [ ]

A 34.14. dbra példdjaban ¢ egy kielégitS behelyettesitésében x, = 0 és x3 = 1. A meg-
feleld 3 elemd klikk az elsd kl6z —x;, a médsodik kl6z x3 és a harmadik kl6z x3 literdljaihoz
tartozé csticsokbdl dll. Minthogy a klikk nem tartalmaz sem x;-hez, sem —x;-hez tartozé
csucsot, x; értéke lehet 0 és 1 is barmely kielégits behelyettesitésben.

Vegyiik észre, hogy a 34.11. tétel bizonyitdsakor 3-CNF egy tetszSleges esetét vezettiik
vissza KLIKK egy specidlis szerkezettel bir6 esetére. Ez alapjan tgy tinhet, hogy KLIKK
NP-teljességét csak olyan grafokra bizonyitottuk, melyekben a csticsok olyan hdrmasokra
oszthatdk, melyeken beliil nem mennek élek. Valéban igaz, hogy KLLIKK NP-teljességét
ilyen grafokra bizonyitottuk, ebb8l azonban mar kovetkezik, hogy a KILIKK probléma maga
NP-teljes. Miért? Ha KLIKK-et meg tudjuk oldani dltaldban, akkor nyilvdn meg tudjuk
oldani minden specidlis esetben is.

Nem volna ugyanakkor elegendd, ha 3-SAT-nak csak specidlis eseteit vezetnénk vissza
KLIKK eseteire. Miért? El6fordulhatna ugyanis az, hogy 3-SAT-nak csak , konny(” ese-
teit vezetnénk vissza KLIKK eseteire, mely esetben a probléma, amelyet végeredményben
visszavezetnénk KLIKK-re, nem lenne NP-teljes.

Erdemes azt is megfigyelni, hogy a visszavezetés csak 3-SAT eseteit hasznélja, a meg-
oldast magat nem. Polinomidlis idejii visszavezetést ugyanis dreg hiba lenne arra a tudasra
alapozni, hogy meg tudjuk mondani egy Boole-formuldrdl, hogy kielégithetd-e. Nem tudjuk
ugyanis, hogy ezt a tuddst hogyan szerezhetnénk meg polinom id6ben, s&t azt sem, hogy ez
egydltalan lehetséges-e.

33.5.2. A minimdlis lefed8 csicshalmaz probléma

Egy G = (V, E) irdnyitatlan graf lefedd csiicshalmazdnak nevezziik a V' C V cstcshalmazt,
ha minden (u,v) € E esetén u € V' vagy v € V' (esetleg mindkettd). Mds széval minden
cstcs lefedi a hozz4 tartoz6 éleket, G egy cstcshalmaza pedig akkor lefedd, ha minden élt
legalabb egy eleme lefed. Egy lefedd csicshalmaz mérete a benne 1év8 csiicsok szdma.
Példdul a 34.15(b) abra grafjaban {w, z} egy kételem( lefedd cstcshalmaz.
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@ (b)

33.15. abra. KLIKK visszavezetése EEFEDES—re. (a) Egy hat csicsi G = (V, E) (V = {u, v, w, X, y, z}) irdnyitatlan
graf a V' = {u, v, x, y} klikkel. (b) A G grafban a V — V' = {w, z} csicshalmaz lefedi az éleket.

A minimdlis lefedd csicshalmaz probléma: keressik meg egy adott graf minimadlis
lefedd csicshalmazdt. Dontési problémaként megfogalmazva: van-e egy adott grafnak k
elem lefedd csticshalmaza. A megfelelS nyelv:

LEFEDES = {(G,k) :a G grafnak van k méret(i lefedd csiicshalmaza.}

33.12. tétel. LEFEDES NP-zeljes.

Bizonyitas. E16szor megmutatjuk, hogy LEFEDES € NP. Legyen adott a G graf és a k egész
szdm. Tandnak magat a V' C V cstcshalmazt vdlasztjuk. Az ellenérzd algoritmus megnézi,
hogy |V’| = k teljesiil-e, majd minden (u, v) € E élre megvizsgdlja, hogy (e V')V (u e V’)
igaz-e. Mindez nyilvan elvégezhet polinom id&ben.

A probléma NP-nehézségét a KLIKK <p LEFEDES visszavezetés segitségével mutat-
juk meg, ehhez fel fogjuk haszndlni a komplementer graf fogalmat. A G = (V, E) egyszer(
graf komplementere a G = (V,E) graf, ahol E = {u,v): (u,v) ¢ E}. Mas széval G pon-
tosan azokat az éleket tartalmazza, amik G-bdl hidnyoznak. A 34.15. dbra egy grifot és a
komplementerét mutatja, egyben illusztralja a KLIKK-r3] LEFEDES-re val6 visszavezetést.

A visszavezet$ algoritmus a KLIKK probléma egy (G, k) esetébdl indul ki és meg-
hatdrozza a G komplementert, ez kénnyen végrehajthaté polinom idében. Az algoritmus
kimenete LEFEDES egy (G, |V| — k) esete. A bizonyitdst annak megmutatdsaval fejezziik
be, hogy algoritmusunk valoban visszavezetd fliggvényt szamit ki, azaz a G grafban akkor
és csak akkor van k méretd klikk, ha a G grifnak van |V| — k méret lefedd csiicshalmaza.

Tegyiik fel, hogy G-ben V' C V egy k méretd klikk. Azt allitjuk, hogy V — V’ lefedd
csticshalmaz G-ban. Legyen (u,v) a G graf tetszSleges éle. Ekkor (u,v) ¢ E, ezért u és v
koziil legfeljebb az egyik tartozik V’-hoz, hiszen barmely két V’-beli cstics 6ssze van kotve
G-ben. Mas széval u és v koziil legaldbb az egyik (V — V’)-ben van, azaz V — V' lefedi az
(u, v) élt. Mivel (u,v) az E élhalmaz tetsz8leges éle volt, E minden é1ét lefedi legaldbb egy
(V — V")-beli csiics, kovetkezésképp a |V| — k méretd V — V’ halmaz lefedé G-ban.

Megforditva, tegyiik fel, hogy V-V’ lefed csdcshalmaz a G gréfban, ahol |V/| = |V|—k.
Ekkor minden u, v € V esetén, ha (u,v) € E, akkor u € V' és v € V' koziil legalabb az egyik
teljestil. Eszerint minden (u,v) € E-re, ha u,v ¢ V', akkor (u,v) € E. Azaz V — V' klikk, és
mérete |V| —|V’'| = k. [ |
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[uv,1] [v,u,1] [uv,1] [v,u,1] [uwv,1] [v,u,1]

[u,v,6] [v,u,6] [u,v,6] [v,u,6] [u,v,6] [v,u,6]

@ (b) (© (d)

33.16. abra. A LEFEDES HAM-ra t6rténd visszavezetése sordn hasznélt segédgraf. A G graf egy (u,v) éléhez
tartozik a W, segédgraf a visszavezetés sordn elGdllitott G grafban. (a) A segédgraf. (b)—(d) A vastagitott utak az
egyediiliek, melyek dthaladnak a segédgraf minden csdcsdn, feltéve, hogy a segédgrafot G’ tobbi részével csak az
[, v, 1], [, v, 61, [v, u, 1] és [v, u, 6] csticsokon keresztiil kotjiik Ossze.

Mivel LEFEDES NP-teljes, természetesen nem varhaté, hogy polinomidlis algoritmust
taldlunk ra. A 35.1. alfejezetben azonban bemutatunk egy polinomidlis kézelité algoritmust,
amely a minimdlishoz képest legfeljebb kétszeres méretdi lefedd csicshalmazt ad meg.

Nem kell tehat azonnal feladni a reményt, ha egy probléma NP-teljesnek bizonyul; 1¢-
tezhet olyan polinomidlis algoritmus, amely kozel optimélis megoldast taldl. A 35. fejezet
szdmos kozelit6 algoritmust mutat NP-teljes problémadkra.

33.5.3. A Hamilton-kér probléma

Visszatériink a 34.2. alfejezetben definidlt Hamilton-kor probléméhoz.
33.13. tétel. HAM NP-feljes.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy HAM € NP. A G = (V,E) grif esetén a tant
egy |V| cstcsbdl 4ll6 sorozat. Az ellendrzd algoritmus megvizsgdlja, hogy a sorozat V
permutdcidja-e, és hogy a szomszédos csticsok (az elsd és az utolsé is szomszédosnak szd-
mit) Ossze vannak-e kotve. Ez az ellendrzés nyilvan végrehajthaté polinom idében.

Most bebizonyitjuk, hogy a Hamilton-kor probléma NP-nehéz, visszavezetjiik a LEFE-
DES problémat HAM-ra. Egy adott G = (V, E) irdnyitatlan grifhoz és adott k természetes
szdmhoz konstrudlunk egy olyan G’ = (V’, E’) irdnyitatlan grafot, melynek pontosan akkor
van Hamilton-kore, ha G-nek létezik k elemi lefedd csiicshalmaza.

A konstrukcié egy specidlis szerkezetl segédgrdfon alapul, amelyet a 34.16(a) dbrdn
lathatunk. A G graf minden (u,v) éléhez G’ tartalmazni fogja a segédgraf egy példanyat,
melyet W,,-vel fogunk jelolni. A W,,-ben szerepl$ 12 csticsot [u, v, i]-vel, illetve [v, u, i]-
vel fogjuk jeldlni, ahol i = 1,2,...,6. A W,,-ben szerepld 14 élt a 34.16(a) dbran lathaté
modon hizzuk be.

Az egyes segédgrafok cstcsai koziil csak az [u, v, 1], [u, v, 6], [v, u, 1] és [v, u, 6] csticsok
lehetnek 6sszekotve a G” graf tobbi csicsdval, a tobbi 8 cstcsnak csak a segédgrafon beliil
vannak szomszédai. Ennek kovetkeztében G’ barmely Hamilton-kore csak a 34.16(b)—(d)
abrakon lathaté harom 1t valamelyikén haladhat kereszttil W, csticsain. Ha a Hamilton-kor
az [u,v, 1] csicsban 1ép be a segédgrifba, akkor az [u, v, 6] csicsban kell kilépnie, és keresz-
tillmegy vagy a segédgraf mind a 12 csicsan (34.16(b) dbra), vagy az [u, v, 1], [1,v,2], ...,
[u, v, 6] csicsokon (34.16(c) dbra). Az utébbi esetben a kérnek természetesen vissza kell
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wW—®

(b)

[wy,1]

[w.x.6] xw6]  [xy.6] lyx6  [wy.6]

33.17. dbra. LEFEDES egy esetének visszavezetése HAM egy esetére. (a) A G irdnyitatlan graf éleit a w és y csi-
csok lefedik. (b) A visszavezetés sordn kapott G’ irdnyitatlan graf. A vastagitott élek alkotjdk a w és y csticsokkal
torténd fedéshez tartozé Hamilton-kort.

térnie valamikor a segédgrdfba, hogy dtmehessen a [v,u, 1], [v,u,2], ..., [v,u, 6] cstcso-
kon. Hasonl6képpen, ha a Hamilton-kér a [v, u, 1] csticsban 1ép be a segédgrafba, akkor a
[v, u, 6] csticsban kell kilépnie, és keresztiil kell mennie vagy a segédgraf mind a 12 csticsan
(34.16(d) abra), vagy a [v, u, 1], [v,u,2], ..., [v, u, 6] csticsokon (34.16(c) dbra). A felsorol-
takon kiviil nem létezik mds tt, amely dtmenne a segédgrdf mind a 12 cstcsédn.

A G’ graf tobbi (segédgrafban nem szerepld) cslicsai az dgynevezett vdlaszto csicsok:
S1, 82, - - -, S;. A valaszté csticsokhoz csatlakozé éleket haszndljuk arra, hogy kivalasszuk a
G graf egy k elemd lefedd csicshalmazat.

A segédgrafok élein kiviil kétféle tipusu €l lehet G’-ben, melyek a 34.17. dbran latha-
ték. Az elsd tipusi élek arra szolgdlnak, hogy a G graf minden u csticsdhoz az u-hoz csat-
lakoz6 éleknek megfeleld segédgrafokat egy ttra tudjuk felfiizni. Ezt a kdvetkezdképpen
val6sitjuk meg. Minden u € V-re tekintsiik az u-val szomszédos éleket G-ben és rendezziik
sorba Sket tetszlegesen. Legyenek az gy kapott csticsok uV, u®, ..., u@™ ahol d(u) az
u csticcsal szomszédos cstcsok szama. Létrehozunk G’-ben egy utat az u-val szomszédos
éleknek megfeleld segédgrafokon keresztiil oly médon, hogy hozzavessziik az E” élhalmaz-
hoz az ([u, u?, 6], [u, u™"P, 1]) éleket i = 1,2,..., (k- 1)-re. A 34.17. dbrdn példdul a w-vel
szomszédos csicsokat az x, y, z sorrendben nézzik, igy a G’ grafba (amit a (b) dbran latha-
tunk) a ([w, x, 6], [w,y, 1]) és a ([w, y, 6], [w, z, 1]) éleket vessziik be.

Az ily médon bevett élek arra a célra szolgdlnak, hogy ha az u csucs szerepel G egy
lefed csticshalmazaban, akkor meg tudjunk adni egy utat a G’ graf [u, uV, 1] csticsdbdl az
[u, '@, 6] csticsdba, amely , lefedi” az u-hoz csatlakozé élekhez tartozé segédgrafokat. Bz
azt jelenti, hogy barmely ilyen W,,» segédgrifra az (it tartalmazza vagy mind a 12 csticsot
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(ha u® nincs benne a lefedd csticshalmazban), vagy pontosan az [u, u®”, 11, [u, u?,2], ...,
[u, u?”, 6] csticsokat (ha #® is benne van a lefedd csdcshalmazban).

A misik tipusi élek, amiket hozzdvesziink E’-h6z az [u, uV, 1] és az [u, u' ™, 6] csu-
csokat kotik Ossze az Osszes vilasztd csucesal, minden u € V-re. Az E’ élhalmazt tehat
bovitjiik az

(s, [u, uD1]) és (s, [u, w4 61)
élekkel minden u € V-reés j=1,2,...,kra.

Elészor is megmutatjuk, hogy G’ mérete polinomidlis G méretében, amibdl mar ko-
vetkezik, hogy G’-t polinom idében meg tudjuk konstrudlni G-bdl, hiszen az egyes ele-
mek (csucsok, illetve élek) konstrukciéja nyilvan végrehajthaté polinom idében. G minden
éléhez létrehoztunk egy 12 csucsi segédgrafot, G’-ben ezeken kiviil szerepelnek még a vi-
laszté csicsok, igy G’ csicsainak szdma pontosan 12|E|+k < 12|E|+|V/|, ami polinomidlis G
méretében. A G’-beli élek haromfélék lehetnek: a segédgrafokon beliiliek, ezeknek a szama
14|E|, segédgrafokat 9sszekotdk, ezekbdl minden # € V cstcsra éppen d(u) — 1 van, vé-
giil olyanok, melyek a segédgrafokat a vdlaszté csticsokkal kotik Ossze, ilyen é1bSl minden
csticsra 2k darab van. Tgy

E'|

14|E] + (Z du) — 1] + 2KV
ueV
41E] + QIE| = [V]) + 2k|V]|

16|E| + (2k — D|V] < 16|E| + 2|V] = DIV,

ami szintén polinomidlis G méretében.

Most azt mutatjuk meg, hogy az atalakitds, aminek segitségével G’-t kaptuk G-bdl,
visszavezetés. Ehhez azt kell belatnunk, hogy G-ben pontosan akkor 1étezik k cstcsu lefedd
halmaz, ha G’-ben 1étezik Hamilton-kor.

Tegylik fel, hogy a G = (V, E) grafnak létezik egy V* C V k méretli lefedd csics-
halmaza. Legyen V* = {uj,up,..., ). A 34.17. dbran ldthaté médon megadunk egy
Hamilton-kort G’-ben, melyet a kdvetkezd élek alkotnak® Minden u j-re az {([uj, u?), 6],
[u;, u§i+1), 1) : 1 <1 < d(uj)} élhalmaz, vagyis az uj-hez csatlakozd éleknek megfeleld
segédgrafokat 6sszekotd élek, emellett az ezen segédgrafokban szerepld élek a 34.16(b)—
(d) dbrdkon lathaté médok valamelyike szerint, attél fiigg6en, hogy az élnek egy vagy két

végpontja van benne V*-ban, végiil az

{(sj,[uj,uj“, 1) : 1<j<k,

(o Ly, a7 6]) + 1< j<k—1)6s

{51, Ltges u" ™, 6]}
élhalmazok, minden u; € V*-ra.
Nem nehéz ellendrizni (és a 34.17. dbrdn ezt érdemes is megtenni), hogy ezek az élek

csakugyan kort alkotnak. A kor (mondjuk) s1-ben kezdddik, végigmegy az u;-hez csat-
lakoz6 élekhez tartozd segédgrafokon, ezt kdvetSen elmegy s»-be, végigmegy az u,-hoz

8 A koroket valGjdban csicsok, és nem élek segitségével definidljuk (1dsd a B4. alfejezetet). Az egyszeriiség ked-
véért a Hamilton-kort most az éleivel adjuk meg.
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csatlakozo élekhez tartoz6 segédgrafokon, és igy tovabb, egészen addig, mig vissza nem tér
s1-be. A kor minden segédgréifot egyszer vagy kétszer laitogat meg, aszerint, hogy a megfe-
leld élnek egy vagy két végpontja van benne V*-ban. Mivel V* lefedd csticshalmaz G-ben,
G minden éle csatlakozik V* valamelyik csticsdhoz, vagyis a kor az Osszes segédgraf 6sszes
csticsan atmegy. Minthogy koriink a vélaszt6 csicsok mindegyikén is atmegy, valéban Ha-
milton-kdre G’-nek.

Tegyiik fel most, hogy a G’ = (V’, E’) grifban létezik egy C C E’ Hamilton-kor. Azt
allitjuk, hogy a k elemii

V ={ueV : létezik j < k, hogy (s;, [u,u™,1]) € C} (33.4)

csticshalmaz lefedi G €leit. Ennek bizonyitdsdhoz osszuk fel C-t olyan maximalis utakra,
melyek valamely s; valaszté csicsban kezd6dnek, dtmennek az (s;, [u, uM, 1]) élen valamely
u € V-re, és egy s; vdlasztd csicsban émek véget anélkiil, hogy barmely mds vdlasztd
csicson dtmennének. Nevezziik az ilyen utakat , fedSutaknak”. A G” grif konstrukci¢jabol
lathatd, hogy az s; vdlaszt6 csticsban kezd6d6 fedduitnak, amely az (s, [u, uD, 1]) élen megy
at, at kell mennie az u cstcshoz G-ben csatlakozd 6sszes élnek megfeleld segédgrafokon.
Jeloljuk ezt a fedSutat p,-val. A V* halmaz definiciéja alapjan p, € V*. Tekintsiink egy
tetszbleges, p, dltal meglatogatott segédgrafot. Ez vagy W, vagy W,, lesz, valamely v €
V-re. Az ennek megfeleld E-beli (i, v) élt a V*-beli u és v csucs is lefedi. Mivel minden
segédgrifot meglatogat egy (vagy két) feddut, a V* cslicshalmaz valéban lefedi G minden
élét. ]

33.5.4. Az utazéiigyndk probléma

Az utazdtigynok problémdéban (traveling salesman problem — TSP) — mely szoros kapcso-
latban 4ll a Hamilton-kor problémaval — szerepld tigynoknek n vdrost kell meglatogatnia
tetsz8leges sorrendben, de minél kisebb utazdsi koltség mellett. (Ez negativ is lehet, ekkor
az igyndknek haszna van az Gtbdl, néha ez is elSfordul.) Pontosabban: adott egy n csticsi
teljes graf, melynek éleihez egész szdmokat rendeliink. (Ezek lesznek az utazasi koltségek
az egyes varosok kozott.) A feladat olyan Hamilton-kor megtaldldsa, melynek 6sszkoltsége
(vagyis az érintett élekhez rendelt szdmok Osszege) minimalis. A 34.18. dbrdn lathaté eset-
ben példaul (i, w, v, x, u) minimdlis (7) koltségli Hamilton-kor. A megfeleld optimalizaldsi
problémabdl nyert dontési problémdhoz tartozd formadlis nyelv:

TSP = (G, ¢, k) : G = (V, E) teljes graf,
c: VXV —12Z,
keZ
és G-nek van legfeljebb k koltségli Hamilton-kore. }

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy valésziniileg nincs gyors algoritmus az utazéiigy-
nok probléma megolddsara.

33.14. tétel. TSP NP-teljes.

Bizonyitas. Elfszor TSP € NP-t igazoljuk. Tandnak egy megfeleld koltségdi Hamilton-
kort haszndlunk. Az ellendrzd algoritmus megnézi, hogy a megadott cstcssorozat valoban
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33.18. dbra. Az utazéiigynok probléma egy esete. A vastagitott élek minim4lis koltségli Hamilton-kort alkotnak.

Hamilton-kor-e (ilyen polinomidlis algoritmust mdr lattunk), majd dsszeadja az élek koltsé-
geit és Osszehasonlitja k-val. Mindez nyilvan végrehajthat6 polinom id&ben.

TSP NP-nehézségének bizonyitasahoz megmutatjuk, hogy HAM <p TSP. Legyen G =
(V, E) HAM egy esete. Az ehhez tartozé TSP-beli eset konstrukcidja a kdvetkezd. Tekintsiik
aG’ = (V,E') teljes grafot (' = {(i,j) : i,j € V ési # j}). Legyenek az élek koltségei

.. [0, ha(ij)eE,
C(”)‘{ I, ha(,j)¢E.

(Mivel G iranyitatlan, ezért nem tartalmaz hurkot, és igy c(v,v) = 1 minden v € V csticsra.)
Ekkor TSP egy esete (G, ¢, 0), ami konnyen el8allithaté polinomidlis id§ alatt.

Legyen ezek utdn a G-hez rendelt TSP-eset (G, ¢, 0). Ennek kiszadmitdsa nyilvdn po-
linomidlis idejli. Kénnyen ldthatd, hogy G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-kor, ha
G’ -nek 1étezik legfeljebb 0 koltségli Hamilton-kore. [ ]

33.5.5. A részletdsszeg probléma

Ez az NP-teljes probléma aritmetikai jellegli. A részletdsszeg problémdndl adott egy
S C N véges halmaz és egy t+ € N szdm. A kérdés az, hogy létezik-e olyan S’ C S
halmaz, melyben az elemek &sszege t. Példaul ha S = {1,2,7,14,49,98,343, 686,2409
2793, 16808, 17206, 117705, 117993} és ¢+ = 138457, akkor az S’ = {1,2,7,98, 343, 686
2409, 17206, 117705} részhalmaz ilyen.

A problémadt szokds szerint nyelv formdjdban definidljuk.

RESZ-OSSZEG = { (S, 1) : létezik S’ C S : Z s=1).

seS’

Mint minden aritmetikai problémandl, itt is fontos észben tartani, hogy a szabvanyos kédo-
14s sordn az input egész szamokat kettes szdmrendszerben adjuk meg. Ezt figyelembe véve
meg tudjuk mutatni, hogy a részletdsszeg problémara valésziniileg nincs gyors algoritmus.

33.15. tétel. RESZ-OSSZEG NP-zeljes.

Bizonyitas. RESZ-OSSZEG e NP igazoldsihoz egy (S, ) esethez az §’ C § részhalmazt
vélasztjuk tantinak. ) ¢ 5 = ¢ teljesiilését egy alkalmas ellendrz6 algoritmus nyilvan meg
tudja vizsgélni polinom id&ben.

Most megmutatjuk, hogy 3-SAT <p RESZ-OSSZEG. Legyen ¢ tetszdleges formula az
X1, X2, ..., X, valtozékon, a Cy, Cy, . .., C; klézokkal, melyek mindannyian pontosan harom
literdlt tartalmaznak. A visszavezetd algoritmus ¢-hez megadja a RESZ-OSSZEG probléma
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Zx1 Zx2 Zx3 ZC1 ZC2 ZC3 ZC4

Zzv3= 0 0 1 0 0 1 1
Zst = 0 O O 1 O 0 ©O

Zs3 = 0 0O O O O 1 O
Z4 = 0 0 0O O O o0 1
ZAp= 0 0O O O O o0 2
Zzt = 1 1 1 4 4 4 4

33.19. 4bra. 3-SAT visszavezetése RESZ-OSSZEG-re. A felhasznalt 3-CNF-beli formula ¢=Ci ANCy AC3 ACy,
ahol C1 = (x1 V —xp V =x3),Cy = (mx; V =x2 V —x3),C3 = (=X V 2x2 V x3),Cq = (x1 V X2 V X3). ¢ egy
kielégitS behelyettesitése (x; = 0,x2 = 0,x3 = 1). A visszavezetés sordn kapott S halmaz a kovetkezd tizes
szamrendszerbeli szamokbdl all: 1001001, 1000110, 100001, 101110, 10011, 11100, 1000, 2000, 100, 200, 10,
20, 1,2. A r szdm értéke 1114444, Az S’ C S halmaz elemei vildgosabb szinnel vannak kiemelve.

egy (S, 1) esetét ugy, hogy ¢ pontosan akkor lesz kielégithetd, ha létezik S -nek olyan rész-
halmaza, melyben az elemek 6sszege k. Két feltételezéssel fogunk €Ini a ¢ formulat illetSen,
anélkiil, hogy ez az dltaldnossag rovasdra menne. El8szor is feltessziik, hogy egyetlen kldz-
ban sem szerepel egy valtozé a negiltjaval egytitt, hiszen az ilyen kl6zok minden behelyet-
tesitésre 1-et vesznek fel, {gy nem befolydsoljdk a formula kielégithetéségét. Masodszor,
feltessziik, hogy minden valtozé megjelenik legaldbb egy kl6zban, ellenkezd esetben az
értéke nem befolydsolja a formula kielégithet&ségét.

A visszavezet$ algoritmus két szadmot hoz 1étre minden vdltozéhoz és minden kl6zhoz
is, ezek egylittesen alkotjdk majd az § halmazt. A szdmokat tizes szdmrendszerben fogjuk
létrehozni dgy, hogy minden szdmnak n + k jegye legyen és minden szamjegy vagy egy
véltozdhoz, vagy egy kl6zhoz tartozzon.

Az S halmaz és a r szam konstrukciéja az aldbbi médon torténik (1asd 34.19. dbra). Az
n + k darab helyi értéket (vagyis a szdmjegyek pozicidit) megcimkézziik a klozokkal vagy
a vdltozokkal: az utolsé k helyi értéket (vagyis a k legkisebb helyi értéket) a klézokkal, az
els6 n helyi értéket a valtozékkal cimkézzik.

e A tszamban a véltozdkhoz tartozé helyi értékekre 1-est frunk, a klézokhoz tartozé helyi
értékekre 4-est.

7z

e Minden x; valtozéhoz két szamot, v;-t és v;’-t tessziik S -be. Mindkettdnél az 1-es szam-
jegy all az x; cimké;j{ helyi értéken és 0 a tobbi valtozdval cimkézett helyi értéken. Ha

az x; literdl megjelenik a C; klézban, akkor a v; szdm C; cimkéji helyi értékére az 1-es
szdmjegyet {rjuk és O-t frunk a v; szdm minden mads, klézokkal cimkézett helyi értékére.
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Ha a —x; literdl megjelenik a C; klézban, akkor a v;" szdm C; cimkéj(i helyi értékére az
1-es szamjegyet frjuk és O-t frunk v;” minden mds, kl6zokkal cimkézett helyi értékére.
Az ily médon kapott Ssszes v; €s v;” szdmok mind kiilonbozdk. Miért? Ha [ # i, akkor a
v; és v,/ szamok kilonboznek a v; és v,/ szamoktdl, hiszen eltérés van koztiik az elsé n
szdmjegyben. Mdsrészt v; sem lehet egyenls v;’-vel egyetlen i-re sem, hiszen ellenkezd
esetben az x; és —x; literdlok pontosan ugyanazokban a kl6zokban jelennének meg, hol-
ott feltettiik, hogy egyetlen kl6z sincs, amelyben mindketten megjelennének és legalabb
egyikiiknek valamelyik kl6zban meg kell jelennie, mivel ezt is feltettiik.

e Minden C; kl6zhoz is két szdmot, s;-t €s s;'-t tesszilk S-be. A C;-vel cimkézett helyi
érték kivételével minden szdmjegy O mindkettSjiik esetében, mig az s; szdm C; cim-
kéj{ helyi értékén 1-es, az s;’ szdm C; cfmké;jii helyi értékén 2-es 4ll. Ezek az egészek
,felesleg” valtozdk, amelyeket arra haszndlunk, hogy a kldzokkal cimkézett pozicidk-
hoz hozzdadva megkapjuk a 4 célértéket.

A 34.19. dbra atnézése mutatja, hogy az s; és s;” szdmok nemcsak egymdstdl kiilon-
boznek, hanem az s;, s;” szamoktol is, ha i # j.

Vegyiik észre, hogy minden egyes helyi értékre az Gsszes S-beli szam ilyen helyi ér-
tékl szamjegyeinek Osszege legfeljebb 6 lehet (a klozokkal cimkézett helyi értékek esetén
harom 1-es szdmjegy lesz a v; és v’ szdmok megfeleld helyi értékén és egy 1-es és egy
2-es az §; és s/ szamok megfeleld helyi értékén). Kovetkezésképp akarhdny S -beli szamot
adunk is 6ssze, soha nem kell maradékot atvinni egyik helyi értékrdl a masikra az Ssszeadas
elvégzésekor.”

A visszavezetés nyilvan végrehajthato polinomidlis idében, hiszen az § halmaz 2n + 2k
elemet tartalmaz, melyek mind n + k jegyiek, s egy szdmjegy elGdllitdsa polinom idGben
végrehajthatd, a ¢ szdm pedig n + k konstans id6ben eldallithaté szdmjegybdl all.

Most megmutatjuk, hogy a 3-CNF-beli ¢ formula pontosan akkor kielégithetd, ha 1é-
tezik olyan S’ részhalmaza S -nek, melyben az elemek 6sszege ¢. Tegyiik fel el6szor, hogy
¢-nek 1étezik kielégitd behelyettesitése. Ha x; = 1 ebben a behelyettesitésben, akkor vegyiik
be v;-t az S’ halmazba, ellenkez6 esetben vegyiik be v,’-t, i = 1,2,...,n-re. v; és v’ koziil
pontosan az egyiket vettiik be tehdt S’-be, {igy a valtozdkkal cimkézett helyi értékeken az
S’-ben 1év6 elemek Gsszege 1, ami azonos a ¢ szam ilyen helyi értékein 1€v6 szadmjegyekkel.
Mivel a behelyettesitésben minden kl6z értéke 1 kell legyen, minden kléz tartalmaz olyan
literslt, melynek az értéke 1. gy minden kl6zhoz egy, kettd vagy harom olyan literdl lesz,
mely szerepel benne és az értéke 1. Mivel épp az ilyen literdloknak megfelel$ v;-k vagy v;’-
k keriilnek §”'-be, a v; és v;’ szdmok konstrukcidja alapjan minden klézzal cimkézett helyi
értéken 1,2 vagy 3 lesz az S’-ben 1év6 elemek Osszege. (A 34.19. dbran példaul a —x1, —x;
és x3 literdlok értéke 1 a megadott kielégit6 behelyettesitésben. A C és C4 kl6zok pontosan
egyet tartalmaznak ezek koziil, igy vi’, vo’ és v3 Osszege 1 a C; és C4 helyi értékeken. A C;
kléz pontosan kettdt tartalmaz az emlitett literdlok kozil, igy a C; helyi értéken a vy’, vy’
és v3 szdmok Osszege 2, mig a C3 kldz a —x, =x, €s x3 literdlok mindegyikét tartalmazza,
tehdt a C; helyi értéken a v1’, vo’ és v3 szdmok Osszege 3.) Ahhoz, hogy a ¢ szdmban sze-
repl6 4-es szamjegyet minden, kl6zokkal cimkézett helyi értéken elérjiik, mar csak annyit
kell tenniink, hogy minden klézzal cimkézett helyi értékre a meglévd 1-es, 2-es vagy 3-as

Természetesen tizes szamrendszer helyett barmilyen, legaldbb hetes alapd szdmrendszer alkalmas lenne. A 34.19.
dbrén ldthat6 szdmok hetes szdmrendszerben épp a részfejezet elején leirt S halmaz elemei és az ott megadott ¢
szdm lesznek.
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szdmjegyet az s; €s s;” szdmok koziil a megfelelS(k) bevételével 4-re egészitjiik ki. Preci-
zebben: ha a C; klézban az 1-es értéket felvevd literdlok szdma egy, akkor bevessziik §'-be
az s; és s;/ szdmokat, ha ez a szdm kettd, akkor bevessziik S’-be 5;'-t, de s5;-t nem, ha pe-
dig az 1-es értéket felvevd literdlok szdma hdrom, akkor bevessziik S'-be s;-t, de s;'-t nem
(a 34.19. abran S’ a kl6zokhoz tartozé szdmok koziil si-et, s1’-t, s7'-t, s3-at, s4-et és s54”-t
tartalmazza). Ily médon az S’-beli elemek Osszege a valtozdkkal cimkézett helyi értéke-
ken 1 lesz, a klézokkal cimkézett helyi értékeken pedig 4, azaz éppen a ¢ szdmot kapjuk

Osszegként.
Tegyiik fel most, hogy 1étezik olyan §” C S halmaz, melyben az elemek 6sszege . Az S’
részhalmaz a v; és v;’ szamok koziil pontosan egyet tartalmaz, mindeni = 1,2,...,n esetén,

ellenkezd esetben a véltozokkal cimkézett helyi értékeken nem kaphatnank 1-et Gsszegként.
Ha v; € §’, akkor legyen az x; vdltozé értéke 1, ha v/ € §’, akkor legyen x; értéke O.
Azt allitjuk, hogy az igy kapott behelyettesités kielégiti ¢-t. Ehhez be kell latnunk, hogy
minden kl6z értéke 1. Ennek bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy a C;j-vel cimkézett helyi
értéken csak ugy tudjuk elérni a 4-es szadmjegyet, ha az §’ halmaz tartalmaz olyan v; vagy
v’ szdmot, amelynek C;-vel cimkézett helyi értékén 1-es 4ll, hiszen az s; és s;” szdmok
egylittes hozzdjaruldsa ehhez a szdmjegyhez legfeljebb 3 lehet. Ha S’ tartalmaz olyan v;-
t, melynek C; cimkéji helyi értékén 1-es dll, akkor az x; literdl megjelenik a C; kldzban.
Mivel x; = 1 (hiszen v; € §7), a C; kl6z értéke 1. Hasonl6képp, ha §' tartalmaz olyan v;’-t,
melynek C; cimkéjii helyi értékén 1-es 4ll, akkor a —x; literdl jelenik meg a C; klézban.
Mivel most x; = O (hiszen v; € §’), a C; kl6z értéke ismét 1. Beldttuk tehat, hogy minden
kléz értéke 1 lesz, a bizonyitast ezzel befejeztiik. [ ]

Gyakorlatok

33.5-1. Az izomorf részgrdf probléma: adottak a G, és G, grafok, kérdés, hogy G izo-
morf-e G, egy részgrafjaval. Mutassuk meg, hogy ez a probléma NP-teljes.

33.5-2. A 0-1 egészértékii programozdsi probléma: adott az A m X n-es egész matrix és a
b m-dimenzids egész vektor. Kérdés, hogy létezik-e x € {0, 1}, melyre Ax < b. Bizonyitsuk
be, hogy ez a probléma is NP-teljes. (Urmutatds. Vezessiik vissza rd 3-SAT-ot.)

33.5-3. Az egészértékii linedris programozdsi probléma az el6z6 feladatban megadotthoz
hasonlé, a kiilénbség annyi, hogy az x vektor koordinatai ezittal nemcsak 0 és 1 lehetnek,
hanem tetszdleges egész szaimok. Mutassuk meg, hogy ha a 0-1 egészérték(i programozasi
probléma NP-nehéz, akkor az egészértéki linedris programozdsi probléma is NP-nehéz.
33.5-4. Mutassuk meg, hogy a részletsszeg probléma undris kédolds esetén polinom idé-
ben megoldhaté.

33.5-5. A halmaz-particio probléma: adva van szamok egy S halmaza, kérdés, hogy 1éte-
zik-e A C S, melyre ), cx X = X ie5-a X. Mutassuk meg, hogy a halmaz-particié probléma
NP-teljes.

33.5-6. Mutassuk meg, hogy a Hamilton-it probléma NP-teljes.

33.5-7. Aleghosszabb kor probléma: hatarozzuk meg egy graf leghosszabb korének hosz-
szat. Mutassuk meg, hogy ez a probléma NP-teljes.

33.5-8. A fél 3-SAT probléma az alabbi: adott egy ¢ 3-CNF-beli formula, melynek n val-
tozdja és m kldza van, ahol m pdros szdm. Feladat annak elddntése, hogy 1étezik-e olyan
behelyettesités, melyre ¢ kldzainak pontosan a fele vesz fel 1-es értéket. Mutassuk meg,
hogy ez a probléma NP-teljes.
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Feladatok

33-1. Fiiggetlen halmaz

A G = (V,E) grafban egy V' C V csicshalmaz fiiggetlen, ha V' semelyik két csticsa sincs
Osszekotve. A fiiggetlen halmaz probléma: taldljunk maximalis méret( fiiggetlen cstcshal-
mazt egy adott G grafban.

/////

a. Fogalmazzuk meg a megfelels optimalizaldsi és dontési problémat, és igazoljuk hogy
az utébbi NP-teljes. (Utmutatds. Vezessiik vissza rd a KLIKK problémat.)

b. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all egy szubrutin, amely megoldja az a. pontban
definidlt dontési problémat. Adjunk algoritmust egy maximadlis méretd fliggetlen pont-
halmaz megtaldldsdra. A futdsi id6 legyen polinomidlis |V|-ben és |E|-ben. (A szubrutin
hivasat egy 1épésnek tekintjiik.)

Noha a fiiggetlen halmaz dontési probléma NP-teljes, bizonyos specidlis esetei polinom
id6ben megoldhatdk.

¢. Adjunk minél jobb algoritmust a probléma megolddsara olyan grafok esetében, melyek-
ben minden csucs foka 2.

d. Adjunk minél jobb algoritmust a probléma megoldasdra paros grafok esetében. (Utmu-
tatds. Haszndljuk a 26.3. alfejezet eredményeit.)

33-2. Bonnie és Clyde

Bonnie és Clyde éppen most raboltak ki egy bankot. Zsdkmanyuk egy értékekkel teli tdska,
melynek tartalmdt szeretnék elosztani. Az aldbbi eshetdségek mindegyikére vagy adjunk
egy polinomidlis algoritmust, vagy bizonyitsuk be, hogy a probléma NP-teljes. A bemenet
minden esetben a taskdban 1év3 targyak n hosszisagu listdja, az egyes targyak mellett fel
van tiintetve azok értéke is.

a. A taska tartalma n pénzérme, kétféle tipusbol: egy résziik x dolldros, a tobbi y dolldros.
Az 1j tulajdonosok pontosan egyenléen szeretnének osztozni.

b. A taskaban most is n érme van, ezek azonban tetszSleges kettS-hatvany dollart érhet-
nek (1 dollér, 2 dollar, 4 dollér stb.). Bonnie és Clyde ez esetben is pontosan szeretné
kettéosztani a zsdkmanyt.

c. A tiska n darab csekket rejt, melyeket valami kiilonds véletlen folytdn ,,Bonnie vagy
Clyde veheti fel” felirattal lattak el. Az osztozkodds sordn ismét pontosan szeretnének
felezni.

d. Megint ugyanazt az n csekket taldljak meg, de eztttal nagyvonalibb megoldassal is be-
érik: ugy szeretnék elosztani a pénzt, hogy a két rész kozti kiilonbség ne legyen nagyobb
100 dollarndl.

33-3. Grdfszinezések

A G = (V,E) grif k-szinezése egy c : V — {1,2,...,k} fliggvény, amelyre c(u) # c(v), ha
(u,v) € E. Més szavakkal: minden cstcshoz hozzdrendeljiik az 1,2, ..., k szinek valamelyi-
két tgy, hogy szomszédos cstcsok nem kaphatnak azonos szint. A grdfszinezés probléma:
hatdrozzuk meg a legkisebb k-t, amelyre 1étezik egy adott G grafnak k-szinezése.

a. Adjunk minél jobb algoritmust egy 2-szinezhet§ graf 2-szinezésére.
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33.20. abra. Az (x V y V z) klézhoz tartoz6 segédgraf a 34-3. feladatban.

b. Fogalmazzuk 4t a grafszinezés problémat dontési problémavd. Mutassuk meg, hogy a
kapott dontési probléma pontosan akkor oldhaté meg polinom id&ben, ha az eredeti
probléma megoldhaté polinom idében.

c¢. Legyen 3-SZIN a 3-szinezhet§ grafok szabvanyos kédoldsainak nyelve. Mutassuk meg,
hogy ha 3-SZIN NP-teljes, akkor a b. feladat dontési problémdja is NP-teljes.

Most bebizonyitjuk, hogy 3-SZIN NP-teljes. 3-SZIN € NP nyilvén igaz. Az aldbbiakban
visszavezetjiik 3-SAT-ot 3-SZIN-re. Az X1, X2, ..., X, valtozokon értelmezett, k kl6zbdl a1l
3-CNF-beli ¢ formuldhoz megadunk egy G = (V, E) grafot a kdvetkez&képp: legyen V-ben
egy cslics minden véltozéhoz és minden véltozd negdltjdhoz, 5 csics minden kldzhoz, és
véglil 3 specidlis cstcs: 1GAzZ, HAMIS, és PIROS. A graf élei két tipusbdl kertilnek ki: | literdl”
élek, melyek nem fiiggnek a kl6zoktél, és , kl6z” élek (ezek — mint sejthetd — fiiggenek a
kl6zoktdl). A literdl élek 6sszekotik a specidlis csiicsokat egymadssal, x;-t —x;-vel és PIROS-
sal, tovdbba —x;-t PIRos-sal, i = 1,2,..., az (x;, —x;, PIROS) hdrmasokon.)

d. lgazoljuk, hogy egy, a literdl éleket tartalmazé graf ¢ 3-szinezésében egy viltozo és a
negdltja kozil az egyik a c(icaz), a masik a c(aamis) szint kapja. Igazoljuk tovabba,
hogy ¢ barmely behelyettesitésére a csak a literdl éleket tartalmazé graf 3-szinezhetd
ugy, hogy az 1-et felvevd valtozdkhoz tartozd szin c(icaz), a 0-t felvevokhoz tartozo
pedig c(HAMIS).

A kl6zok és a viltozdk kapcsolatat most is segédgrafokkal biztositjuk. Az (xVyVz) kl6zhoz
tartozé segédgraf lathaté a 34.20. abran. Minden kléz igényli az 6t csics egy mdsolatat,
melyeket az abran sotét szinnel jeloltiink. Ezek a literdlokat €s a specidlis 16az csuicsot kotik
Ossze.

e. Igazoljuk, hogy ha a 34.20. dbra grafjdnak x, y, z csucsait vagy c(1GAz)-ra, vagy c(HAMIS)-
ra szinezziik, akkor segédgrafunk pontosan abban az esetben lesz 3-szinezhetd, ha x,y, z
valamelyikének a c(16az) szint adjuk.

f. Fejezziik be 3-SZIN NP-teljességének bizonyitdsit.

33-4. Utemezés: profitok és hatdridék

Tegyiik fel, hogy van egy géplink, amivel az ay, a,, . . ., a, feladatokat szeretnénk elvégezni.
Az a; feladat elvégzéséhez 1; idGegység sziikséges, befejezésének hatdrideje d;, a realizdl-
hat6 nyereség pedig p;. A gépen egyszerre csak egy feladatot tudunk végezni és a feladato-
kat nem lehet megszakitani. A p; nyereséget akkor sopdrhetjiik be, ha az a; feladatot a d;
hataridore elvégezziik. Ha késiink, akkor nem termel6dik nyereség. Feladatunk olyan lite-
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mezés elkészitése, amelyben az 6sszes feladatot elvégezziik (nem feltétlentil hatariddre), és
amely a lehetséges maximadlis nyereséget termeli.

a. A feladat nyilvan egy optimalizdldsi probléma. Fogalmazzuk meg a megfeleld dontési
problémat.

b. Mutassuk meg, hogy a kapott dontési probléma NP-teljes.

Adjunk polinomidlis algoritmust a dontési problémara abban az esetben, amikor a fel-
adatok elvégzéséhez sziikséges idék 1 és n kozotti egész szamok. (Urmutatds. Haszndl-
junk dinamikus programozdst.)

d. Adjunk polinomidlis algoritmust az optimalizéldsi problémadra abban az esetben, amikor
a feladatok elvégzéséhez sziikséges idk 1 és n kozotti egész szdmok.

Megjegyzések a fejezethez

Garey és Johnson konyve [8] az NP-teljesség elméletének kivalé Osszefoglalasit adja; a
téma részletes targyaldsa mellett az 1979-ig NP-teljesnek bizonyult problémdk széles skdla-
jatis bemutatja. A 34.13. tétel bizonyitdsa ebbdl a konyvbdl vald, csakigy, mint az NP-teljes
problémdk el6forduldsi helyeinek felsoroldsa a 34.5. alfejezet elején. Johnson 1981 és 1992
kozott a Journal of Algorithms hasabjain tuddsitott az NP-teljes problémakkal kapcsolatos
4j fejleményekrdl. Hoperoft, Motwani és Ullmann [11], Lewis és Papadimitriou [17], Pa-
padimitriou [21]], illetve Sipser [22]] mfivei j6 bevezetést adnak az NP-teljesség elméletébe
a bonyolultsdgelmélet 6sszefiiggésében. Aho, Hopcroft és Ullmann [1] ezen tdlmenden jé
néhdny visszavezetést is ad, koztiik a lefedési probléma HAM-ra val$ visszavezetését.

A P osztilyt egymastol fiiggetleniil bevezette 1964-ben Cobham [5] €s 1965-ben Ed-
monds [7] is. Edmonds bevezette az NP osztalyt is, és megfogalmazta a P # NP sejtést. Az
NP-teljesség fogalma Cooktdl szarmazik (1971-bdl) [6]], aki az elsé NP-teljességi bizonyi-
tdsokat is adta (SAT-ra és 3-SAT-ra). A fogalmat t6le fiiggetleniil felfedezte Levin is [16],
aki egy parkettdzasi feladat NP-teljességét bizonyitotta. A visszavezetési médszer Karp [15]
nevéhez flizddik (1972). Az 6 cikkében szerepel a KLLIKK probléma, a lefedési probléma és
a Hamilton-kor probléma NP-teljességének elsd bizonyitdsa. Azéta problémak szazai bizo-
nyultak NP-teljesnek. A Karp hatvanadik sziiletésnapja tiszteletére rendezett 6sszejovetelen
Papadimitriou megjegyezte: ,,Minden évben koriilbeliil 6000 cikk sziiletik, amelynek cimé-
ben, dsszefoglaléjdban vagy a kulcsszavak kozott szerepel az NP-teljes kifejezés. Ez t&bb,
mint ahdnyszor az adatbdzis, operdcids rendszer, fordito, szakértd vagy neurdlis hdlézat
kifejezések barmelyike elGfordul.”

A legtijabb bonyolultsdgelméleti kutatdsok fényt deritettek szamos, kozelité eljara-
sok bonyolultsagdval kapcsolatos problémdra. Uj definici6 is sziiletett az NP osztilyra, a
,,valoszinlségi alapon ellendrizhetd bizonyitdsok™ haszndlatdval. Kideriilt, hogy bizonyos
problémék —mint példdul KLIKK, LEFEDES, TSP — esetében j6 kozelitd megolddsok meg-
adésa is NP-nehéz. E témaba nyerhet betekintést az olvasé Arora disszertaciéja [2] segitsé-
gével vagy az Arora és Lund dltal irt fejezetbdl [10], esetleg Mayr, Promel és Steger konyve
[19], illetve Arora [3] és Johnson [14] 6sszefoglalé jellegt cikkei elolvasdsdval.

Rohamléptekkel feklddik a parhuzamos algoritmusok elmélete [[13, 18, 20].
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