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Kovetelmenyek

Az orédk kotelezoek, 70%-ban jelen kell lenni
A felév vegi jegy a gyakorlati jegy €s a kollokviumi jegy atlaga, a
gyakorlati jegy nagyobb sullyal (55-45).

A gyakorlati jegyet az alabbiak szerint szamitjuk:
0.6 évfolyam ZH jegye + 0.4 orai kis ZH-k atlaga

Kollokviumra csak a gyakorlaton legalabb elégsegest elerd hallgato

mehet, ellenkezo esetben a félev végi alairds nem adhato.

A gyakorlatok soran 3 ZH lesz (marcius kozepe, aprilis kozepe, majus
eleje), plusz egy

évfolyam ZH: az utols6 eldadas ideje alatt.

Az egyik ropzh lehet 1-es (de a nagy zh, és 1-nél tobb kicsi nem)



Gyakorlat

Javito ZH megirasara nincs madd, igazolt tavollet eseten
lehet csak legfeljebb egy pot ZH-t irni.

A kollokvium targya:

minden, ami az el6adason elhangzott, definiciok,
tetelek és bizonyitas, valamint a megjegyzések es
azok belatasa.

A kollokvium irasbeli beugro es szobeli részbdl all.



Irodalom
Korabbi évek: wiki

Tankonyv
Az eldadas nagyrészt az alabbi konyvre épiil:

Sipser, M.: Introduction to the Theory of Computation. PWS Publishing Co.,
1997. ISBN/ISSN: 0-534-94728-X

Tovabbi irodalom:

Hopcroft, Motwani, Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages, and

Computation



Irodalom

A magyar nyelvi irodalombdl az alabbi, pl. a Miiszaki Konyvesboltban, ill. a
BME jegyzetboltban kaphato tankonyvek hasznalhatok:

C.H. Papadimitriou: Szamitasi bonyolultsag

Demetrovics Janos, Jordan Denev, Radiszlav Pavlov: A szamitastudomany
matematika alapjai, Nemzeti Tankonyvkiado, Bp. 1999, 4 és 5 fejezetek
(Automatak ¢s formalis nyelvek, Turing gépek)

Ronyai L., Ivanyos G., Szabo R : Algoritmusok, Typotex, 1999, Budapest. 7 ¢s 8
fejezetek (Turing gépek, Az NP nyelvosztaly)

Bach Ivan: Szamitastechnikai nyelveészet, Milegyetemi Kiado, Bp. 1997.
Bach Ivan: Formalis nyelvek, Typotex Kiado, 2001
(Automatak €s formalis nyelvek, Turing gépek)

Kaphato pl. a Miiszaki Konyvesboltban, 1ll. a BME jegyzetboltban



A témak

formalis nyelvek
automatak
mely feladatok oldhatok meg automatakon, 1ll. szamitogéppel

a feladatok nehézsege, a megoldd modszerek 1d0 €s hely 1génye



automatak, nyelvek

a szamitas matematikal modellje1
véges automata: szovegfeldolgozas, forditok, hw tervezes
context-free nyelvek: programozasi nyelvek

Turing gepek



kiszamithatosag elmelete

egyes problémak nem oldhatok meg szamitogéppel (Kurt Godel,
Alan Turing, Alonzo Church, 1920-30)

melyek 1gen, melyek nem?

1) elméleti modellek Uyfajta szamitogépekhez



bonyolultsag

miert — eddig nem sikertilt
ha egy probléma tudottan nehez:
— helyettesitsiik egy konnyebbel
— elégedjiink meg kozelitd megoldassal
— elégedjink meg egy altalaban gyors modszerrel
— valtsunk szamitasi paradigmat (pl. véletlen)
kriptografia
konnyli (pl. rendezés) €s nehéz (pl. dérarend) problémak



A digitalis szamitas elmelete
1. eldadas 2017. febr. 14.



Determinisztikus veéges automatak

Példa: Pénzautomata
be: 5, 10, 20 Ft, VISSZA

valasz: csoki ha legalabb 30 Ft-ot bedobtunk, kulonben VISSZA esetén pénz vissza

allapot, kezdo és végallapot allapot atmenet

bemend jelek



Determinisztikus veéges automatak

4 ¢ )
veéges sok
allapot

- /

bemend jelek
a bemeneti szalagon

kimeno jel:
Igen -Nem



Determinisztikus véges automatak

Definici0: Determinisztikus véges automata (dva vagy va)

M = (Qa 29 69 qOﬂ F) ah01:

1. Q,egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. 2, egy veges halmaz az abce

3. 0:QxZX — Q az allapotatmenet fiiggvény
4. q,€ Q akezdeti allapot

5.  F C Q avégallapotok halmaza



Determinisztikus véges automatak

Definici0: Felismert (elfogadott) jelsorozat

M=(Q, Z, 0, q, F) egy dva, w =X, X, ... X, Z-beli jelek sorozata.
M felismeri w-t, ha 3 r, r, ... r, Q-beli allapotok sorozata, hogy:
L. r,=qp

2. 0(r; ,Xi1y) =Ty 1=1,...n-1

3. 1,€F

Definici6: az M dva felismeri az L nyelvet, ha

L= {w| M felismeri w-t}.
Jelolés: Az M altal felismert nyelv: L(M)




Nyelvek reprezentacioja

Definiciok: 2 tetszOleges jelek egy nemiires, véges halmaza, az

abc. Z* jeloli az 6sszes, 2-beli jelekbdl allo veges sorozatok

(szavak) halmazat.
>*={w=a,..a|a€X i=1,.nn=0}

W = a, ...a, szO hossza n.
Specialisan, € jeloli a 0 hosszu sorozatot, az tires szot.

A binaris abc, I a 0 ¢s 1 jeleket tartalmazza.

Példa: = = {if, then, else, for, do, a, b, ¢ }

if a then b else c, do a, do do, aabba



Nyelvek reprezentacioja

Definicid: L egy formalis nyelv Z felett, ha L C 2*,

Egy nyelv véges modon megadhato:

a) Elemeit felsorolva —ha azok szama véges.
b) L= {we&ZXZ*|w P tulajdonsagu}

c) L=L(M) ahol M egy automata, pl. dva.
d) Operatorokkal

e) Generalo nyelvtannal

Megj: Nem lehet az 0sszes X feletti nyelvet végesen reprezentalni!



Regularis operatorok

Definici0: Regularis operatorok egy X abc feletti nyelveken

Egyesités (unié): AU B ={x | x EA vagy x €B }
Szorzat (illesztés, konkatenacié): A° B ={xy [x EA,yEB },
ahol
X= X Xp... Xy Y= V1 Y5e..Y 1 €SELEN XY= X X5... X V V5.0V,
Iteralas (Kleene csillag): A* ={w,w,..w, |w, EAi=1,..k, k=0}
1. megj. e €E A*,
2. megj. L =X esetén L* = X*



Operatorok nyelveken

Definici6: Tovabbi operatorok egy 2 abc feletti nyelveken

« Metszet: ANB ={w|wEAé wEB }

« Kiilonbség: A-B ={w |wEAé wEB},AC=3*-A

« Tiikorkép: AR={ xR | x €EA} ahol x = x;X,...x, esetén xR =
X X, 1. Xq

Pl: L= {w & {0,1} * | w-ben 2 vagy 3 db 1-es szerepel ugy, hogy

az els6 és a masodik nem szomszédosak }

103*° {13 2{0} o 10)* o {1} o1 0p* ({1} ° 1 0;*) U {e})



Regularis kifejezesek

Definici6: Egy X abc feletti regularis kifejezések:

2 minden eleme.

€

%

Ha o és P regularis kifejezések, akkor (af3) is az.

Ha o és P regularis kifejezések, akkor (aUR) is az.

AN A I e

Ha o regularis kifejezés, akkor a* 1s az.

Minden regularis kifejezes reprezental egy nyelvet. Pl:

reg. kif. nyelv
(a* be) *ab ({ap*oibjeic} )*°{ajoib;



Regularis kifejezesek

Tétel: Legyen £ azon nyelvek halmaza, melyek felismerhetok

determinisztikus véges automataval.
L zart a regularis operatorokra nezve.
Azazha A, € L£L¢és A, € L, akkor:

1. AJUA,EL

2. Aj°A,EL

3. A*eL



Regularis kifejezesek

Bizonyitas, az 1. allitasé:
Legyen A, =L(M)), A, =LM,),
Ml - (Qla 219 619 qla F) MZ - (Q29 229 629 q29 F2)

Megkonstrualjuk M =(Q, X, o, q,, F)-t, hogy L(IM) =A, U A,

2=2%2 =2, (kilonbenZ =%, UX,)
Q=QxQ={(r, 1) |1,EQ,és1,EQ, }.
o((1y, I 5), @) = (O (1y, @), O5(r,, a)).

o= (4> q2)

F={(r,r) |r,€EF vagyn, €F, }=(F;x Q,) U (Q, x F,).

ook » b=



Regularis kifejezesek

Bizonyitas, az 2. és 3. allitasé:

Kerulovel, nemdeterminisztikus veges automatakkal.



Nemdeterminisztikus veges automatak

L= (01 UO010)*




Nemdeterminisztikus veges automatak

Definici0: Nemdeterminisztikus véges automata (nva)

N = (Q9 29 69 Jo» F) ahol:

1. Q,egy véges halmaz az allapotok halmaza

2. X, egy veges halmaz az abce

3. 8:Qx(ZU{e})— AQ) az allapotatmenet fv
4. q,€ Q akezdeti allapot

5.  F C Q avégallapotok halmaza

Jelolés: = =3 U {&}




Nemdeterminisztikus véges automatak

Definici0: Felismert (elfogadott) jelsorozat

N=(Q, 2, 0, q,, F) egy nva, w=w, w, ... w_ Z_-beli jelek sorozata.
N felismeri w-t, ha 3 r, r, ... r, Q-beli allapotok sorozata, hogy:

L. r,=qp

2. 1, €0(r,,w) 1=0,..,n-1

3. 1,€F

Definici6: Az N nva felismeri az L nyelvet, ha

L= {w]| N felismeri w-t}.



Nemdeterminisztikus veéges automatak

a b £
q; %) { Clz} { ds }
q, e} [1as |9
q3 ‘{(h} %) )
baba apa bab abba




Nemdeterminisztikus véges automatak

Definicid: M, és M, ekvivalensek, ha
L(M,) = L(M,).

Tetel: Minden N = (Q, Z, 0, q,, F) nva-hoz létezik

vele ekvivalens M dva.
Biz: Megkonstrualjuk az M=(Q’, 2, 0’, q,’, F’) va-t.

a) Ha N grafja nem tartalmaz & cimket.

1. Q' =AQ)
2. ¥R,a)={q€EQ|IrER, hogyqE(r, a)} = UYER o(r, a)
do’ =190}

4, FP={R€Q’|drEeR,hogyr&F }




Nemdeterminisztikus veéges automatak

b) Ha N grafja tartalmaz € cimkét.

Jelolés: Ha R C Q, E(R) ={ q € Q| q elérhetd R-bdl 0 vagy tébb
¢ ¢l mentén haladva}

1. Ld. a)
2. &R,a)={q€EQ|IreER, hogy

qEE(8(, )} = U, < x E(3(r, a))

3. qy’=E({qo})
4. Ld.a)

M valoban ekvivalens N-nel.



Nemdeterminisztikus véges automatak

Tétel: Legyen £ azon nyelvek halmaza, melyek felismerhetok

determinisztikus véges automataval.

£ zart a regularis operatorokra nézve.
Azazha A, € L£és A, € L, akkor:
A UA, e L.

2. A/ °A,EL

3. A*eLl



Nemdeterminisztikus véges automatak

Bizonyitas: Nva-kat haszndlhatunk va helyett!

(v

LIN)=A; LN)=A,L(N)=A

. A=A, UA,




Nemdeterminisztikus véges automatak

Bizonyitas:
2. A=A °A,
4 ¢ )
N N
OAl O A
003 Pog
O : O
— —




Nemdeterminisztikus veéges automatak

Bizonyitas:

N
O1
O
3. A=A —@80
—
- ™
SR
O
e W O
T




Ly €s L ekvivalenciaja

Kovetkezmény: Az alabbi, valamely adott X feletti nyelvosztalyok

megegyeznek:

1. Liaregularis nyelvek halmaza

(regularis maveletekkel / kifejezésekkel megadhatod nyelvek).
2. L[y aznva-k altal felismert nyelvek.

3. Lpadva altal felismert nyelvek.

Bizonvitas:

R=a: —*O0—"0 R=¢: O R=p: —O

A korabbi két tételbol kovetkezik, hogy:

Lp © Ly és Ly= Lp



Ly €s L ekvivalenciaja

Megmutatjuk, hogy £, & L;is igaz.
Ehhez bevezetjiik az altalanositott nemdeterminisztikus véges

automata fogalmat, a kovetkezd specialitasokkal:

« az ¢lek regularis kifejezesekkel cimkezettek

« akezddallapotbdl minden mas allapotba megy ¢él, de bele egy

sem
« egyetlen, a kezdoallapottol kiilonbozd végallapot van

 akozbiilso allapotok mindegyikébdl megy egyetlen ¢l minden

kozbiilso allapotba, igy sajat magaba 1s



Ly €s L ekvivalenciaja

Definicio: Altalanositott nemdeterminisztikus véges automata

(anva)
N= (Qa 29 69 Ukezdss qvég) ahol:

1. Q,egy véges halmaz az allapotok halmaza

2. 2 egy veéges halmaz, az abc

3. 8:(Q-{dy f) x (Q - {Gyepas ) — Raz allapotatmenet fv,

ahol R a X felett1 regularis kifejezések halmaza
4. Qa5 € Q a Kezdeti allapot

5. Qg € Q aveégallapot



Ly €s L ekvivalenciaja

Definici0: Felismert (elfogadott) jelsorozat

N=(Q, Z, 0, Gyezqs> dvee) €2y anva. N felismeri a w € 2* sorozatot,
haw=w, w,..w .ahol w,€Z* i=1,...n,és dr,1,,...1,
Q-bel1 allapotok sorozata, hogy:

Lo 1) = Gyegas

2. T T Qygg

3. w,eL(R),ahol R=0(r,_,.1;)) 1=1,.k

Definic10: N anva felismeri az L nyelvet, ha

L= {w| N felismeri w-t}.



Ly €s L ekvivalenciaja

A bizonyitas soran megkonstrualando anva-kat a kovetkez6 séma

szerint hasznaljuk:

M a kiindulasi k allapota dva
« A, egy M-mel ekvivalens, k+2 allapotu anva

« A, egyA,,, -mel ekvivalens, k+1 allapota anva

« A, egy A, -mal ekvivalens, k+1 allapotua anva

 az A, egyetlen ¢€lén szereplO regularis kifejezes amit kerestiink



Ly €s L ekvivalenciaja

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy £, C £ is igaz.

1. M=(Q,Z%,09,q, F) akiindulasi k allapota dva. A,_, egy M-
mel ekvivalens, k+2 allapotu anva, melyet ugy kapunk, hogy:

* hozzaadunk Q-hoz egyetlen 1) q,, allapotot, melybe

minden F-beli allapotbdl € cimkeéjli €1 vezet,
*  hozzidadunk Q-hoz egyetlen 1 q,.,44 allapotot, melybol
qo-ba € cimkejl €l vezet,

* atobbszoros ¢leket egy Ujjal helyettesitjik, melyre a
kihagyott €leken szerepld szimbolumok uniojat irjuk

cimkeként

« Az olyan allapotok kozé, melyek kozott nincs M-ben ¢€l,

beirunk egy -zal cimkézett élt.



Ly €s L ekvivalenciaja

2. Ezutan az aldbbi KONVERTAL rekurziv eljarast A, ,, —ra
alkalmazva, eloallitunk egy regularis kifejezest.
KONVERTAL(G)
1. Legyen k G allapotainak a szama.

2. Hak =2, visszaadjuk a G egyetlen ¢lén szerepld regularis

kifejezest.
3. Hak>2,legyen q’ € Q — {Gyepas Qveq | tetszlleges. Legyen:

G*=(Q’, Z, 8", Qyesas dvep)> @h0l Q’=Q—{ q’}

¢s 0°(q;, qJ') =(R)) (RY* (Ry) U(R,), ahol:

R,=0(q;, 97) R,=0(q,q") R;=0(q’,q) R,=0(q; qj)
4. Adjuk vissza KONVERTAL(G’)-t.



Ly €s L ekvivalenciaja

2. Megmutatjuk, hogy KONVERTAL(G) ekvivalens G-vel.
k =1Q | szerinti teljes indukci6t hasznalunk.
k =2-ra 1gaz.
2. Indukci6s feltevés: Igaz k -1 allapoti anva esetén.

3. Megmutatjuk, hogy 1gaz k allapota anva eseten is.
Ehhez megmutatjuk, hogy L(G) = L(G’)
a) L(G) € L(GQ)
Legyen w € L(QG), €s
kezds> A1 > do» -+ Ayeg fElismerd allapotok sorozata.

Ha q’ nem szerepel, akkor ez a sorozat Q’-beli 1s, igy
w e L(G).



Ly €s L ekvivalenciaja

Ha..,q;,q", ... q’, qj - szerepel, akkor
W=, W, W, .o W, Wi, .. es
w; €0(q;.9°) =R,
w,. €0(q9°,q’)=R,, t=I1,...s,
WJ S 6((1’, ql) — R3
Tehat ..., q;, q;, ... sorozat elfogadé allapotok sorozata

Q’-ben, mert 0°(q;, qj) = (R(R)™(R;3) U(R,), igy w € L(G).

b) L(G) € L(G’)

Legyen w € L(G’), €8 Qyeyq40 1 5 Dos -+ Qyeg ©8Y felismerd
allapotatmenet sorozat.

A fentihez hasonld meggondolassal lathato, hogy w € L(QG) is.



Ly €s L ekvivalenciaja

Mivel:

KONVERTAL(G’) ekvivalens G-vel, az indukcios feltevés
miatt,

¢s L(G)=L(G"),

ezért KONVERTAL(G) ekvivalens G-vel.



Veges atalakitok

v

-

-

véges sok
allapot

~

veéges sok bemeno jel
a bemeneti szalagrol

veéges sok kimeno jel
a kimeneti szalagra




Veges atalakitok

ale

a/a Q aaaaa a
aba aba
aaaabbaba ababa

b/e



Veges atalakitok

Definic16: Véges atalakito (fordito)
M = (Qa 29 ra 69 q()) ahol:

1. Q,egy véges halmaz az allapotok halmaza

2. 2 egy veéges halmaz, a bemeneti abc

3. T egy véges halmaz, a kimeneti abc

4. 0:Q x2X — Q x I az dllapotatmenet fiiggvény

5. q,€ Q akezdeti allapot



Mirol volt szo eddig?

formalis nyelv fogalma
miiveletek formalis nyelvekkel
regularis nyelvek
determinisztikus véges automata
nemdeterminisztikus va

dva, ndva altal felismert nyelv
Ly = Lp

Lr = L

veéges forditok



A digitalis szamitas elmelete
2. eléadas 2017. febr. 21.
* Egy regularis nyelvet felismerd minimalis dva

A dvanem elég: vannak nemregularis nyelvek

* Regularis nyelvek jellemzése a ‘pumpal6d lemmaval’



L(M) = (abUba)*

Minimalis dva




Minimalis dva

Definicio: Legyen L € Z* egy nyelv. X, y € 2* L-re nézve

ekvivalensek, ha V z € Z* esetén igaz, hogy:
xz € L akkor ¢s csak akkor (csakkor),ha yz€& L.

Ezt a relaciot = —vel jeloljik.

Megj: = ekvivalencia relacio 2* -on, mely ekvivalencia
osztalyokra bontja 2*-t.
Egy x € Z* ekvivalencia osztalyat [x] jeldli.



Minimalis dva

Pl: L= (abUba)* esetén a X* = szerinti ekvivalencia osztalyai:

1. [e]=L

2. |a]=La

3. [b]=Lb

4. [aa]= L(aaUbb)X*

Ugyanis igaz, hogy:
a) a fenti halmazok ekvivalencia osztalyok
b) kiilonboznek
c) egyilitt kiadjak X*-t



Minimalis dva
a halmazok =~ szerinti ekvivalencia osztalyok, azaz VzEX*

esetén: xz € L csakkor, ha yz € L, ahol L= (abUba)*

. [e]=L,x=¢,y €L

¢z =z € L csakkor, ha yzE€ L

l]a]=La,x=a,y€ La

az €L csakkor, ha yzE L
a(b(..) (..) ... (.)) )C)...(Dab() () ...(.)
mint 2

laa] = L(aaUbb)Z* , x = aa, y € L(aaUbb)Z*

aaz€L semmilyen z-re, yz €L semmilyen z-re



Minimalis dva

Definicio: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva.

(rx)e Q x 2*, M egy konfiguracioja

Definici6: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva, (r,x) egy konfiguracio.
(r,x) rakovetkezoje az (r’,x’) konfiguracio, ha:
 ax’ =X, ahol a&2,

¢« O(ra)=r’.

Jelolés: (r,x) |—y (r7,X0).

Definicio: (r,x) |[—* (r’,X’), (r,x) =bél (r’,x’) elérheto, ha

(LX) [—m @Ry v oY) F—m(r”.X7) valamely k = 0.



Minimalis dva

Definicio: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva. x, y € 2* M-re nézve

ekvivalensek, ha d q€ Q hogy
(d-X) |—"m (q,€) €s (qo,Y) [—™ 1 (,€)
Ezt a relaciot ~,, -vel jeloljuk.
Megj: ~,, ekvivalencia relacio Z*-on.
Jeloles: Minden q elerheto allapothoz egy-egy X*-részhalmaza

ekvivalencia osztaly tartozik, ezt [q] jelol.



Minimalis dva

L. [q,]= (ba)*
2. [gy]=La
3. [gq3]=abL 3 b a 3 b
4. |q,]=b(ab)* b b
- Q4 Q6
5. |qsJF L(bbUaa) Z*
6. [qq]=abLb '

Belatasa htf.



Minimalis dva

Tétel: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva. Ekkor V x, y € X* esetén:

X~MmY = X= Y
Biz: x € 2* eseteén legyen q(x) az az allapot, melyre
(90-X) [—"n (q(%),€)
Igy x, z € 3* esetén xz € L(M) akkor és csak akkor, ha
(9(x),2z) [—"m(q’,¢), ahol " EF.
De x ~\;y = q(x)=q(y), tehat
xz € L(M) akkor ¢és csak akkor, ha yz € L(M) V z € Z* esetén.

Azaz X =y .



Minimalis dva
~y finomitasa =~ -nek
Pl: L(M) = (abUba)* o
/ 1. |q,JF (ba)*
1. [e]=L >< . |g9,JF La

UV I\

3]= abL
2. la]=1La /4. q,]= b(ab)*
. [q5]= L(bbUaa) =*
3. [b]=Lb 451~ L(bbLaa)
6. [g¢]=abLb

4. [aa]=L(aaUbb)Z*



Minimalis dva

Tétel: Ha L C 2* egy regularis nyelv, akkor
dM=(Q, 2,9, qy, F) dva, hogy L(M) =L, és allapotainak szama,
n €éppen az =; relacio altal meghatarozott ekvivalencia osztalyok

szama. M, az allapotainak szamozasatol eltekintve, egyértelmil.

Biz: Legyen
+ Q={[x]|xex*}
* qp=[¢]

. F={[x]|xEL}
+ 3(x], a) = [xa]



Minimalis dva

Q={[x]|xEZ=* } véges, ugyanis mivel L regularis, 3 M’ dva,
hogy L =L(M”). De lattuk, hogy ~,- finomitasa =; -nek, igy
~; -nek maximum annyi1 ekvivalencia osztalya van, mint ~,;.-nek,

ami pedig veges.
O([x], a) = [xa] jol definialt, azaz ha x’ € [x], akkor [xa] =[x"a]

De xa = x’a csakkor ha x = x’
Minden x,y € Z* : ([x], y) | —*\ (xY], € )
Biz.: y hossza szerinti teljes indukcioval.

y = € esetén trivi.

Ind. feltevés: 1gaz max. n hosszu y-okra.

Ekkor y = y’a-t tekintve ¢€s az indukci0s feltevést
alkalmazva: ([X]a y,a) |_*M ([Xy,]a a) |_ M ([XY’a], € ) -
([xyl, € ).



Minimalis dva

Megmutatjuk, hogy L=L(M).
Minden yEZ* esetén:

yEL(M) <=> ([e], y) —*\1 (q, € ), ahol q€F <=> [y] EF <=>y
=

Kov: L € 2* regularis csakkor, ha az = relacio altal meghatarozott
ckvivalencia osztalyok szama veges.




Melyik nyelv nem regularis?

A ={1%|n=0}
B= {1"|nprim}
C ={ w | azonos szamu 0 és 1 w-ben}

D = { w | azonos szamu 01 és 10 részsorozat w-ben } HF!



Regularis nyelvek jellemzese

Tétel (Pumpald lemma, Bar-Hillel lemma):

Ha L C 3* egy regularis nyelv, akkor 3 p € N szam, hogy
V s € L esetén, ha s hossza leglabb p, akkor s felbonthato
s =xyz alakba gy, hogy:

1. xy"z € L minden n =0 esetén,

2‘ |Y|>Oa
3. |xy|=p.

* p=[Q]legyen.
« Legyens€L, s=s;s,...5, p <n. Az s-et elfogado allapotok sorozata legyen

r=r,1,..r,..,, ekkor p < n+1. Tehat r tagjai kozott kell lennie legalabb két

azonosnak, a skatulya elv miatt. Jelolje ezeket 1; ¢s r,. Feltehetjiik, hogy k<p+1.



Regularis nyelvek jellemzese

* X=8;8)... 8, Y= 8Sjsy - Sks Z = S Spep - Sy

1. xy"z € L minden n =0 esetén valoban,

2. |y |>0, mert j=k,

3. |xy|=k-1 =p, mertk < p+I.



A pumpalo lemma hasznalata

Pl: C={ w | azonos szamu 0 és 1 w-ben} nem regularis.
Biz:
A pumpal6 lemmat hasznaljuk, indirekten bizonyitunk.

Ttel, hogy C regularis, ekkor p jelolje a pumpald hosszt.
Legyen s = 0P1P. Mivel [s| = p, a pumpalo lemma szerint s =xyz,

hogy
* xy"z € L minden n =0 esetén (1. feltétel),

« és|xy|=p. (3. feltétel)
Ekkor xy, igy y is csupa 0-bol all, és |y| = 1, tehat xy?z & L.

Azaz az indirekt felteves hamis, az eredeti allitas az 1gaz.



Mirol volt szo ma?

Egy regularis nyelvet felismerdé minimalis dva

A dva nem elég: vannak nemregularis nyelvek

Regularis nyelvek jellemzése a ‘pumpal6d lemmaval’

A pumpald lemma hasznalata indirekt bizonyitassal



A digitalis szamitas elmelete
3. el0adas februar 28.
Grammatikak
Kornyezetfliggetlen grammatikak és nyelvek
Levezetés, levezetési fa, tobbertelmt CF nyelvek
Chomsky-féle normalalak
Kornyezetfliggetlen nyelvek jellemzése a ‘pumpal6d lemmaval’

Chomsky-féle nyelvosztalyok

Programozasi nyelvek szintaxisanak megadasa



Helyes angol mondatok nyelvtana

<SENTENCE>
<NOUN-PH>
<NOUN-PH>
<VERB-PH>
<VERB-PH>
<VERB-PH>
<PREP-PH>

— <NOUN-PH> <VERB-PH>

— <ARTICLE> <NOUN>

— <ARTICLE> <NOUN> <PREP-PH>

— <VERB>

— <VERB> <NOUN-PH>

— <VERB> <NOUN-PH> <PREP-PH>

— <PREP> <ARTICLE> <NOUN>
<ARTICLE> — a|the

<NOUN>  — boy | girl | flower | binocular
<VERB> — sees | likes | touches

<PREP> — with



Helyes angol mondatok nyelvtana

the boy sees

<ART> <NOUN> <VERB>
<NOUN-PH> < VERB-PH >

the boy sees a girl
<ART> <NOUN>
<ART> <NOUN> <VERB> <NOUN-PH>
<NOUN-PH> <VERB-PH>
the flower likes a boy

the flower likes the flower



Helyes angol mondatok nyelvtana

the boy

<ARTICLE> <NOUN>
<NOUN-PH>

the boy

<ARTICLE> <NOUN>
<ARTICLE> <NOUN>
<NOUN-PH>

sees the girl with the binoculars

<VERB> <NOUN-PH> <PREP-PH>
<VERB-PH>

sees the girl with the binoculars

<VERB> <ART.> <NOUN> <PREP-PH>
<VERB> <NOUN-PH>
<VERB-PH>



Formalis nyelvek nyelvtana

A {0'1' |i >0}nemregularis nyelv nyelvtana

S—0S1 levezetési szabalyok
S—=01

terminalisok (a nyelv abc-
je)

grammatikai valtozok
vagy nemterminalis jelek

a kezdo szimbolum: egy
O 00011 11 kitiintetett nemterminalis
jel



Generativ grammatikak

Definici0: Egy G = (V, Z, R, S) négyes generativ grammatika, ahol:

 Vegy véges halmaz, a grammatikai valtozok vagy

nemterminalisok halmaza,
« X egy veges halmaz, diszjunkt V-vel, a terminalisok halmaza,

R egy véges halmaz, a levezetési szabalyok halmaza, ahol egy
levezetési szabaly alakja
a—f
ahol a €s § terminalisok ¢s nemterminalisok tetszOleges sorozata,

de a-ban kell legyen egy nemterminalis.

« SE&V akezdo- vagy mondatszimbolum.



Generativ grammatikak

Definici0: Egy G = (V, Z, R, S) grammatika alapjan a k &(VUZX)*

szObol kozvetleniil levezetheto a u=(VUX)* sz0, ha 1éteznek

olyan y, 0 €(VUX)* szavak és o — f3 szabaly R-ben, hogy:
K=yad, u=ypo.

Jelolés:

K=guWuvagy K= u



Generativ grammatikak

Definicié: TetszOleges u és v (VUZ)* -bel1 szavak esetén, azt mondjuk,

hogy v levezetheto az u-bol a G = (V, 2, R, S) grammatika
alapjan, ha u =v, vagy léteznek n=0 és v=w, ... w, =v (VUZ)*-
beli szavak ugy, hogy

W, => W,y = .. = o W,

Jelolés:

u=%*,vvagyu==*v



Generativ grammatikak

Definicio: A G =(V, 2, R, S) grammatika generalja az L C X*
nyelvet, ha L =L(G), ahol

LG={weZ*|S=*w }

a G grammatika altal generalt nyelv.

Definici0: A G és G’ grammatikak ekvivalensek, ha L(G) = L(G’)




Rekurziv grammatikak

Definicio: A G = (V, 2, R, S) grammatika rekurziv, ha van olyan
AEV, eésy, 0 E(VUZ)* szavak hogy

A =" yAd

Ekkor az A egy rekurziv nemterminalisa a grammatikanak.

Megj:

Nemrekurziv grammatikak véges nyelvet generalnak.

Kerdés: Milyen nyelvet generalnak a rekurziv grammatikak?




Kornyezetfuggetlen (Context Free, CF) grammatikak

Definici6: A G = (V, 2, R, S) grammatika kornyezetfiiggetlen, ha a

levezetési szabalyainak bal oldalan egyetlen nemterminalis
szerepel, azaz a szabalyok

A=
alakuak, aholA €V, p € (VUX)*

1.Megj: Egy szabalyaival megadott CF grammatika nemterminalisait

nagybetiikkel, a terminalisokat kisbetiikkel jeloljuk.

2. Megj: A kezd6 szimbolum az elsd szabaly bal oldalan szerepel

(megallapodas).

3. Megj: A— P |y |0 forma gazdasagos szabalydsszevonas.




Kornyezetfuggetlen (Context Free) grammatikak

1. Példa: G =({S}, {a, b}, R, S), és

R={S—=aSb|SS|¢}

/baba/;ba//ba(/abb{
abab aaabbb aababb

()() ((() (()0))



Kornyezetfuggetlen (Context Free) grammatikak

2. P¢lda: G=(V, X, R, E), ahol:

V={E,TF} 2={(),+ * id}

R={E — E+T expression R1
T—=T*F term R3
T—F R4
F— (E) factor RS

F — id) R6



Kornyezetfuggetlen (Context Free) grammatikak

s Ly o E— E+T RI
(1id *1d +1d) * (1d +1d) kifejezese levezetese B T+ RO
T—T*F R3

T—F R4

E=T=T*F=T*E)=T*(E+T) = F - (E) RS
F—id R6

T*(T+T)=T*F+T)=T* 1id+T) =

T * (id+F) = T * (id+id) = F * (id+id) =
(E) * (id+id) = (B+T) * (id+id) = (E+F) * (id+id) =
(E+id) * (id+id) = (T+id) * (id+id) = (T *F+id) * (id+id) =

(F *F-+id) * (id+id) = (F *id+id) * (id+id) = (id *id+id) * (id+id)



Egy regularis nyelv kornyezetfliggetlen-¢?

Tétel: Igen.

Biz: Ha L regularis, akkor van 6t felismeré M dva. Készitlink egy
eppen L-et generaldo CF grammatikat.
M minden g allapotanak megfeleltetiink egy R. nemterminalis
szimbolumot, a kezdészimbolum R,
R. — aR, szabaly, ha o(r, ,a) =,
R. — ¢ szabaly, ha r, végallapot M-ben.
Az igy definialt grammatika éppen az L-bel1 szavakat generalja

valoban.

Megj.: A kapott grammatika egy Un. jobbregularis grammatika.



Egyértelmu-e mindig egy CF grammatika
szerintl levezetes?

Valasz: Nem mindig, mert a szabalyok alkalmazasanak sorrendje

tetszoleges lehet.



[evezetés: fa

Definici6: Egy CF G grammatika szerinti levezetés olyan

faval abrazolhato, melynek gyokere a kezd0szimbolum,
levelei balrol jobbra a levezetett szo betti, tovabbi
csomopontjai nemterminalisok, ¢s az elagazasok egy-
egy alkalmazott szabalynak felelnek meg.

Ez a levezetési fa.



<NOUN-PH>

/N

<ARTICLE> <NOUN>

the boy

[evezetés: fa

<SENTENCE>
<VERB-PH>

<V]|ERB> <NOUN-PH>

sees <ARTICLE> <NOUN> }EP,-PH>
the girl <PREP> <AR}ICLE> <NOUN>

with the binocular



[evezetés: fa

2.Pl: id+id*id

E

N

+ T
/I\
T * F
|
F 1d
I

id

o \"ﬂ\*ﬂ\m

E—> E+T
E—T

T —T*F
T—F

F — (E)
F—id

R1
R2
R3
R4
RS
R6




Kornyezetfuggetlen (Context Free) grammatikak

Definici0: Egy kornyezetfuggetlen grammatika szerinti levezetés

baloldali, ha a levezetés egyes 1€péseiben a legbaloldalibb

nemtermimalist helyettesitjiik be.

Definici0: Egy nyelvtan egyértelmii, ha minden generalt szavanak

egyetlen baloldali levezetése van. Kiilonben tobbértelmu.

Megj: Minden baloldali levezetés meghataroz egy levezetési fat. Tehat

egyértelmil nyelvtan esetén minden generalt szohoz egyetlen

levezetési fa létezik.

Definici0: Egy CF nyelv eredendden tobbértelmiu, ha nem

generalhato egyeértelmll grammatikaval.



Egyértelmu-e mindig egy CF grammatika
szerintl baloldali levezetes?

Valasz: Nem mindig.

1. PI: the boy sees the girl with the flower

2.P:R°={E - E+E, E—E*E,E — (E),E —id} -

1d +1d * 1d két baloldali levezetése:

AN AN
PN AN
1d E*]?d FT + ]IE 1d

id id



Chomsky-féle normal alak (CNF)

Definicio: A G =(V, 2, R, S) CF grammatika Chomsky-féle normal
alakban adott, ha a szabalyok az aldbbi alakuak:
A — BC
A—a
S — ¢
ahol A, B, C& V, a&X, B ¢s C nem kezddszimbolumok.

Tétel: Tetszdleges CF nyelvhez megadhat6 6t generald grammatika
Chomsky-féle normal alakban.




Chomsky-fé¢le normalalak (CNF)

Bizonyitas:

1.
2.

So— S 1) kezdd szimbolum

Minden A— ¢ szabalyra:

a) toroljik A— ¢ szabalyt, ahol A nem kezddsz.

b) B— aAP szabalyokhoz adjunk ujabbakat ugy, hogy
toroljik A-t, minden lehetséges modon!
pl: B— aAPAYy esetén a kov. 3 szabalyt iktatjuk be:

B— apAy B— oAy B— apy

c) B— A esetén a B—¢ szabalyt csak akkor iktatjuk be, ha
korabban a)-ban nem toroltiink mar 1lyen szabalyt.

Minden A— C szabalyra:

a) toroljuk A—C szabalyt

b) ha van C —q. szabaly, iktassuk be az A—a. -t, kivéve ha azt

mar valamikor toroltik a) folyaman.



Chomsky-fé¢le normalalak (CNF)

4. Végiil konvertaljuk a megmaradt és beszurt szabalyokat max 2
hossz jobboldalas alakra:

a) A— a,0,... o, ahol k=3, o, termindlis vagy nemterminalis.
Helyettesitjiik ezt 1) nemterminalisok ¢€s szabalyok beiktatasaval:
A— o Ay, A= 0LA, A, —03A;, ... AL,—0, 04
b) Minden a)-ban hozzaadott, valamint legalabb 2 hosszu jobb
oldalu szabalyban helyettesitsiik o terminalist U.
nemterminalissal, és iktassuk be a

U, — a. szabalyt.



CF nyelvek jellemzese pumpal6 lemmaval

Tétel: (Pumpald lemma, Bar-Hillel lemma):
Ha L C 2* egy CFL, akkor d p € N szadm, hogy
V s € L esetén, ha s hossza legalabb p, akkor s felbonthat6
s =uvxyz alakba ugy, hogy:

1. uvtxy"z € L minden n =0 esetén,
2. | vy|>0,
3. |vxy|=p.



CF nyelvek jellemzese pumpal6 lemmaval

Biz: Otlet: s j6 hossz L-beli sorozat, ekkor levezetésében 2-szer
szerepel egy A




CF nyelvek jellemzese pumpal6 lemmaval

Bizonyitas:

Legyen G egy, az adott L-t generald CFG, ¢€s b legyen a szabalyok
jobb oldalan szerepld szimbolumok max. szama, feltételezziik
hogy b=2. Tetsz0leges m mélységli levezetési faban max. b™ levél
szerepel.

Legyen p =b V"2, ahol [V| a G-beli valtozok szama. Mivel b=2, igy
p > b V1 ezért ha s L-beli legalabb p hosszi sorozat, akkor
minden levezetési faja legalabb [V|+2 mély kell hogy legyen.

Legyen s. L-beli legalabb p hosszu sorozat, legyen T s egy
legkevesebb csomdpontu levezetési faja. T legalabb [V[+2 mély,
ezért a leghosszabb ut a gyokértdl egy levélig is legalabb |V[+2.
Ez az 0t legalabb |V|+1 valtozot tartalmaz, ekkor a galambduc elv
miatt van olyan valtozo, mely legalabb 2-szer szerepel az Ut végso,
[V[+1 hossza szakaszan. Legyen ez A.




CF nyelvek jellemzese pumpalo lemmaval

S = UVXYyZ

S
uvixy"z € L n =0 eseten valoban
v ¢s y koziil legalabb az egyik nem e. / \
Kiilonben t—nal kevesebb csomopontu ,
u v X y

levezetési fa létezne s-hez.

vxy legfeljebb p hosszu, mivel A-bdl egy
maximum |V|+2 mélységii fa vezeti le,
melynek legfeljebb b IV*2=p
levele lehet. u /




A pumpalo lemma hasznalata
Pl: L={a"b"c"| 0 <n } nem CFL.

Biz: A pumpal6 lemmat hasznaljuk, indirekten bizonyitunk.

Tfel indirekten, hogy L CFL, ekkor p jelolje a pumpald hosszt.
Legyen s = aPbPcP. Ekkor s = uvxyz.

1. Havisésyisegy-egy fajtaterminalist tartalmaznak, akkor
uv’xy?z nem tartalmaz mindharom terminalisbol ugyanannyit,
igy uv’xy?z nem L-beli.

2. Ha pl. v tartalmaz t6bb terminalist, akkor v>—ben azok
sorrendje lesz nem megfeleld, igy uv’xy?z nem L-beli.

A fenti esetek valamelyike fenn kell hogy alljon, de azok mind
ellentmondasra vezettek, igy az indirekt feltevés hamis.



Chomsky-féele nyelvosztalyok

A nyelvet generald grammatika szabalyaira tett megkotesek
alapjan:

3-as nyelvosztaly:
A— a, A— aB alaku szabalyok
2-es nyelvosztaly:
A— a alakl szabalyok
1-es nyelvosztaly (k:
B Ay — P oy alaka szabalyok
a — [ alaka szabalyok ahol |o|<|B| nem csokkend
meg]: ezek ekvivalensek!
0-as nyelvosztaly:
tetszOleges alaku szabalyok
1.Megj: egyre bOvebb nyelvosztalyok
2. Megj: nyelv jellemzése az 0t generald grammatika alapjan




Backus-Naur Form (BNF)
programozasi nyelvek definialasara

meta-nyelv, eredetileg 59-60-bol, az Algol és Fortran definidlasara

Turing-dij Backusnak

valtozatok ma 1s programozasi nyelvek megadasara
http://cs.wpi.edu/~kal/PLT/PLT2.1.2.html

http://cui.unige.ch/db-research/Enseignement/analyseinfo/BNFweb.html

ha egy szintaxis BNF formdban adott, vannak eszk6zok, melyek
automatikusan generalnak egy elemzdt, mely a szintaktikus
helyességet ellendrzi, €s

levezetési fat produkal, sot le 1s forditja a programot

http://www.thefreecountry.com/developercity/constructcompilers.shtml




Mirol volt szo ?

Grammatikak

Kornyezetfliggetlen grammatikak és nyelvek

Levezetes, levezetési fa, tobbertelmu CF nyelvek
Chomsky-féle normalalak

Kornyezetfliggetlen nyelvek jellemzése a ‘pumpal6d lemmaval’
Chomsky-féle nyelvosztalyok

BNF, Programozasi nyelvek szintaxisanak megadasa



A digitalis szamitas elmelete
4. eldadas marc. 7.
Verem automata
Verem automatak altal felismert nyelvek €éppen a CF nyelvek
Operatorok CF nyelveken.

CF nyelv €s R (regularis) nyelv metszetre CF nyelv

Nem determinisztikus verem automata, nem determinisztikus CF

nyelvek.



Verem automatak

DVA nem alkalmas CF nyelv felismerésére ...

Milyen modositas sziikséges?

Pl: {wwR |we&ZXZ*}, {0n1"|0=n} CF nyelvek felismeréséhez

0|0 [1 |11 |1]1 0
4 _i )
veéges sok
allapot
- /
*

bemend jelek

a bemeneti szalagon

I | =

verem (stack)
memoria
(LIFO eléres)



Verem automatak

Definicio: Verem automata

M=(Q, 21,09, q, F) ahol:

1. Q,egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. 2, egy veges halmaz a bemeneti abc

3. T, egy veéges halmaz a verem abc

4. 0:Qx2 xI', = AQ xT)) az allapotatmenet fiiggvény
5. q, € Q akezdeti allapot

6. F C Q avégallapotok halmaza

Jelolés: 3 =X U {e}, [, =T U {e} (‘nem olvasunk-irunk’)



Verem automatak

Definicio: Felismert (elfogadott) jelsorozat

M=(Q, 21,0, q, F) egy verem automata, w =w, w, ... w,  Z_-beli

jelek sorozata.
M felismeri w-t, ha 3 :
r, 1, ... r, Q-beli allapotok sorozata, €s
Sy 8 --- 8, I', —feletti szavak sorozata hogy:
l. 1ry=qpéss,=¢€
2. (ry,b)E€E0(r,,W,,,a) 1=0,.n-1, ahol:
s;=atess_, =bt valamelyabecl, éstecl™
3. r,€F
Definici6: M verem automata felismeri az A nyelvet, ha

A = {w| M felismeri w-t}.




Verem automatak

=10, 15 1'=10, 8} |5 0 1 e
0, —0 rs $ € 0 S .
a ¥ 0 0 0 Z {(q5, )}
4@—& e =% a, ds () {(q29 0)} {(q3, 8)} ) 0 o
q3 9 2 {(q39 8)} (%] {(q4’ 8)} %)
boe q o o |0 0 % %
4
ds
e, $—¢
17 0—c¢
01 /0‘1@/ )400/ 0011 {0""]0=n}




Verem automatak
>={0,1}, = {0, 1}

0,&€ —=0

e, € —>$
’ 1,e —1

£,€—>¢

00
ot
A0
11
/oatf
100"

0,0 —=c¢ );m/
ds 1,1—c¢ M

g, $ —¢

0110

{ wwR |w e {0,1}*}



Verem automatak

Tétel: Minden L CF nyelvhez 1étezik 6t felismerd verem automata.

Biz: Legyen egy, az L-et generalo CF grammatika G.
Megkonstrualunk egy M verem automatat, amely minden
bemeneti jelsorozatrol eldonti, hogy levezetheto-e a G

grammatika szerint.

Otlet: M a G baloldali levezetéseit szimulalja.

Pl: S — 01SS0 szabaly alkalmazasa
<« | O |1 {11 [T ] 1]1]0]1

2 = D >
veéges sok S
allapot 0

N J $

*




Verem automatak

1. Altalanositas: (r, u) € 8(q, a, s), aholu=u, u, ... u,.
Szimulalas az eredeti modellel: beiktatunk uj q,, q,, ... q;_;

kozbiilsd allapotokat, melyekre:

d(q .3, 8) ={(q;, u)} 0 @ |

6(q1989 8) - {(qza uk-l)} a, S —>Xyz

6(q2989 8) — {((h, uk_z)} £, &2y
OENO= ()

0(qy.1,&, €) = 1(r, up)}



Verem automatak

Tehat hasznalhatjuk azt a roviditést, hogy (1, u) € o(q ,a, s), ami azt
jelenti, hogy a q allapotbdl az a jel és s verembeli jel olvasasara az

automata az r allapotba kertil, €s az u sorozatot betette a verembe.
2. M allapotainak halmaza, Q = { Qs> vég> Deikdus)
* O(Akerasr & &) = { (Qoigusy S$) inicializalas
e a) a verem legfelso eleme nemterminalis
O(eiktus> & A) = { (Qeikusy W) | A =W szabilya G-nek}
b) a verem legfels6 eleme terminalis: 8(q.; ;.. @, @) ={(Qui1ue €)}

c) a verem legfelso eleme $ : 0(q.\ e € ) Z{(qvég, £)}



Verem automatak
Példa: S — 0S1 | ¢

—— e e e =

000111



Verem automatak

Tétel: Minden M verem automatahoz 1étezik G CF grammatika, mely

eppen az M altal felismert nyelvet generalja.
Biz: Feltessziik, hogy M-re 1gaz, hogy:

1. Egyetlen vegallapota van, ez qy.,.

2. A vegallapotot tires veremmel €r1 el M.

3. Minden egyes allapotatmenet vagy betesz egy

szimbdlumot a verembe, vagy Kivesz egyet onnan.

Egy adott M modosithato gy, hogy a felteételek teljesiiljenek.



Verem automatak

Olyan nyelvtant krealunk, amely minden p ¢&s q allapotparhoz
tartalmaz egy A, valtozot, melybol minden olyan sz0 levezetheto,

amely az M automatat p-bdl g-ba viszi gy, hogy p-ben ¢és g-ban i1s
ures a verem.
Egy ilyen p-t g-ba vivo allapotatmenet-sorozat betesz 1€péssel

kell hogy kezdddjon, €s kivesz 1épessel kell hogy végzodjon.

Legyen t az elso 1¢péssel betett szimbolum. Két esetet lehet:

a) Atveglig a veremben maradt, csak az utolso kivesz tavolitotta el.
Ezt egy A, —aAb szaballyal szimulaljuk, ahol a az els6, b pedig
az utolso Iépésben a bemenetrdl olvasott szimbolum, r a p-t

kovetd, s a g-t megeldzo allapot az allapotatmenet sorozatban.



Verem automatak

b) A t mar hamarabb kikertilt a verembol valamely r allapotba

erkezve: Ay, — A A,
Legyen M=(Q, %, I, 9, qg, {qy¢. s )- G grammatika nemterminalisai
legyenek { A, | p,q €Q}, ¢s legyen a kezdoszimbolum Aqoqvég
Megadjuk G szabalyait:
a) A, —aA b aholab e 2_,p,qr,s € Q,és It el hogy:
(r,t) € o(p ,a,€) €s (q, €) € O(s ,b, t).
b) A,, 2A,A,, minden p,q,r € Q esetén.
¢) A,, > emnden p € Q esetén.

Megmutatjuk, hogy xe L(G) <& x € L(M).



Verem automatak

1. Lemma: Ha x levezetheto A, -bol, akkor M a p allapotbol tires

veremmel indulva, az x-et beolvasva el tud jutni a q allapotba ugy,

hogy a verme 1smét lires.
Biz: a levezetések 1épesszama, n szerinti teljes indukcioval.

Alap eset: n=1

Az egyetlen levezetési szabaly jobb oldalan csak terminalis szerepel.
[lyen szabaly csak A — ¢ lehet.
Ekkor valdban, a p allapotbol a p allapot elérheto, €s tires kiindulasi

veremmel lires vermet eredményez.



Verem automatak

Indukcids felteves: legfeljebb k levezetesi szabaly alkalmazasa esetén

1gaz a lemma allitasa.
Megmutatjuk, hogy ekkor k+1 —re 1s 1gaz.

Legyen A, =% x egy k+1 hosszu levezetés. Az elsé lepes, a

szabalyok alakja alapjan, ketféle lehet:
a) A, —>aAb, ekkor x=ayb, ahol y levezethetd A ;-bol k Iépesben.

Ekkor az ind. feltevés szerint r-bol s allapot elérhetd az y inputot
beolvasva Ugy, hogy az r €s az s allapotban 1s a verem tires.
Masrészt a szabaly definicidja szerint 4 t € I', hogy:

(r,t) € 0(p ,a, €) €s (q, €) € O(s ,b, t). Azaz t-t betéve, majd az

utolso Iépesben kiveve, a lemma allitasa igaz A, =% x -re.



Verem automatak

b) A,, —ALA,, , ekkor x=yz, ahol y levezetheto A -bol s

z levezetheto A, -bol legfeljebb k Iepesben.

Ekkor az ind. felteves szerint p-bdl az r allapot elérhetd az y
inputot beolvasva, illetve r-bol a q allapot elérhetd az z inputot
beolvasva ugy, hogy a p.r €és q allapotban 1s a verem tires.

Azaz p-b0l a q allapot elérhetd az x inputot beolvasva ugy, hogy a
p ¢s q allapotban a verem ures, a lemma allitasa igaz A |, =% X -

Ie.



Verem automatak

2. Lemma: Ha M valamely p allapotabol €s iires verembol x-et

beolvasva, van olyan allapotatmenetek sorozata, hogy az automata
q allapotba kertil, €s a verem 1smét iires, akkor x levezetheto a

grammatika A | nemterminalisabol.

Biz: az allapotatmenetek szama, n szerinti teljes indukcidval.

Alap eset: n=0

Ekkor nincs beolvasas, tehat x= kell hogy legyen. Valoban szerepel

G szabalyai kozottA | -, ekkor az allitas 1gaz.



Verem automatak

Indukcios felteves: legfeljebb k hossza allapotatmenet sorozatra igaz a lemma

allitasa.
Megmutatjuk, hogy ekkor k+1 —re 1s 1gaz.
Legyen x-hez egy megfeleld k+1 hosszu allapotatmenet-sorozat elso ill. utolso
allapota p ill. q. E sorozathoz tartozo vermeket tekintve, két eset lehetséges:

a) ures verem nem szerepel kozbiilso helyen.

Ekkor az elso betett elem azonos kell hogy legyen a legvégén kivett elemmel,
legyen ez t. Legyen a az elsOnek, b az utolsonak beolvasott elem, r a masodik, s az
utolso el6tti allapot. Mivel (r,t) € 0(p ,a, €) €s (g, €) € 0(s ,b, 1), igy a A, —aA b
szabaly szerepel G-ben. Legyen x=ayb. Ekkor az r-bdl s-be juto, y-t beolvaso
atmenet-sorozatra alkalmazhato az ind. feltevés, azaz y levezethetd A -bol. De

. o
ekkor A . =*; X is igaz.



Verem automatak

b) Legyen r az a kozbiilso allapot, amikor a verem kiiiriil.
Ekkor a p-bol r-be 1lletve r-bdl g-ba vivo allapotatmenetek
sorozata legfeljebb k hosszi. Legyen x=yz, ahol y az r allapotig
beolvasott, z pedig a megmaradoé részsorozata x-nek. Az ind.
feltevés miatt A =*5y és A, =5 z. Mivel azA |, —A A
szabaly szerepel G-ben, igy ennek alkalmazasaval x levezetheto
A,,-bol.



Verem automatak
A fenti eredményeket alkalmazva az A 0Qvég kezdOszimbolumra azt

kapjuk, hogy x levezetheto Aq 0Qveg -bo1 csakkor, ha M a kezdo

allapotabol, tures veremmel x-et beolvasva, van allapotatmenetek

olyan sorozata, hogy az automata a veg allapotba kertil, ¢s a verem

1ISmét ures.

Tehat x-et felismer1 M csakkor, ha x-et generalja a G grammatika.

Ezzel a tétel allitasat bebizonyitottuk.



Muveletek CF nyelveken

Tétel: Legyen £ a CF nyelvek halmaza.

£ zart a regularis operatorokra nézve.
Azazha A, € Lés A, € L, akkor:

1. AJUA,EL

2. Aj°A,EL

3. A,*eL



Muveletek CF nyelveken

Bizonyvitas:

Legyen G, =(V,, 2, R, S)) és G, =(V,, Z,, R,, S,)) A, 1ll. A, £-beli
nyelveket generald grammatikak. Az altalanossdg megszoritasa
nelkil feltehetjiik, hogy V, és V, diszjunktak.

1. Unio esete
Legyen G=(V, U V,U {S}, £, U X, R, S), ahol
R=R,UR, U {S—S§,, S—= S,} Ekkor L(G) = L(G,) U L(G,)

2. Szorzat esete
Legyen G=(V,U V,U {S}, 2, U X, R, S), ahol
R=R,UR, U {S — §,;S,} Ekkor L(G) = L(G,) ° L(G,) = A,°A,



Muveletek CF nyelveken

3. [Iteralt esete
Legyen G=(V, U {S}, 2,, R, S), ahol
R=R,U{S —¢,S —= SS,} Ekkor L(G) =L(G,) *=A,*



Muveletek CF nyelveken

Tétel: Legyen £ a CF nyelvek halmaza.

£ nem zart a metszetre nézve.

£ nem zart a komplementerre nézve.

Bizonyvitas:

A, = {a"b"c™ | n,m =0}, A, = {a"b™c™| n,m =0} mindketten CF
nyelvek. A; N A, = {a"b"c"| n =0} viszont nem CF (belattuk).

A De Morgan azonossag szerint: A; N A, = (AU A%, 1gy a

komplementerre zartsag maga utdn vonna a M-re zartsagot.



Muveletek CF nyelveken

Tétel: Ha A, CF nyelv, A, regularis nyelv, akkor A; N A, CF nyelv.

Bizonyitas: Hasonlit a regularis nyelvek esetében hasznaltra. Legyen
M,=(Q,, %, I', 0, q;, F; ) verem automata, hogy A,= L(M,) €és
M,=(Q,, Z, 9,, q», F, ) dva, hogy A, = L(M,) . Legyen
M =(Q,xQ,, Z, T, 9, (q,,9,), F;xF,) verem automata, ahol:

0: QxQ, x X x ', = AQ,xQ, x I') allapotatmenet fv legyen:
3(p,q,a,b) = {1, (8x(q,a), 5) | (r.5) E8,(p.a,b) }

M valoban A, N A, —t 1smeri fel (hf).



Determinisztikus CF nyelvek

Def: AzM=(Q, 2, T’, 0, q, F ) verem automata determinisztikus, ha a
0: Qx 2_x I', = AQx T)) allapotatmenet fv olyan, hogy

minden g, a, b esetén 0(q,a,b) maximum egyelemii halmaz.

Def: Az L C3 * nyelv determinisztikus CF, ha az L{$} nyelvhez van

Ot generalo determinisztikus verem automata, ahol

$ nem X-beli szimbolum, mely a nyelv szavainak végét jeloli.

Pl: L=a*U {a"b"|n =1}



Determinisztikus CF nyelvek

Tétel: A determinisztikus CF nyelvek osztalya zart a regularis

operatorokra, valamint a komplementerkeépzésre, €s a metszetképzesre.

Biz: nem targyaljuk

Tétel: A determinisztikus CF nyelvek osztdlya sziikebb, mint CF nyelvek

osztalya, azaz van CF nyelv, am1 nem determinisztikus CF nyelv.
Pl: L={a*b™c" | k= m vagy m= n } CF, de nem determinisztikus CF.

Biz: A fent1 tételt alkalmazzuk ¢€s kerestink egy alkalmas regularis

nyelvvet.



Mirol volt szo ?

Verem automata

Verem automatak altal felismert nyelvek = CF nyelvek
Operatorok CF nyelveken.

CF nyelv ¢és R (regularis) nyelv metszetre CF nyelv

Nem determinisztikus verem automata, nem determinisztikus CF

nyelvek.



A digitalis szamitas elmelete

6. eloadas marcius 21.

e Turing gép variaciok ¢és ekvivalencidjuk az alap geppel
Mult ora:
- fej helyben maradhat
- tobb szalag
- nem determinisztikus allapotatmenet
Mai ora:
- felsorol6 (enumerator)
* Fliggvényszamitas Turing geppel, Hilbert 10-edik problémaja,

Church-Turing tézis.



Turing gép variaciok: nem determinisztikus TG

Ismétlés: Minden nemdeterminisztikus Turing-géphez van vele

ekvivalens determinisztikus Turing-gép.

Kovetkezmény: Egy L nyelv pontosan akkor Turing felismerheto, ha

van ND TG mely felismeri.
Def: Egy N ND TG eldont6, ha mindig megall g;-ben vagy g,,-ben
(minden agon).

Tétel: Egy L nyelv Turing eldonthet6 akkor ¢s csak akkor, ha van
ND TG, mely eldonti.




Turing gép variaciok: felsorold TG

Definici0: Felsorolo Turing gép

M = (Qa 29 ra 69 Jo- qelfogad? qelutasit) ahol:

l.

2. mnincsenek bemeneti sorozatok, csak munkaszalag

3.
4. 3:QxI'— (QxI x{J, B} x 2*) az allapotatmenet fiiggvény,

ahol a 2* -beli sorozatok a felsorolt (kinyomtatott) sorozatok.

5.
6.
7.

Megj: Az Osszes felsorolt elemek (egyesek esetleg tobbszor 1s) alkotjak a
TG altal felsorolt nyelvet.



Turing gép variaciok: felsorold TG

Tétel: Egy L nyelvet felsorolo E TG-hez 1étezik egy N TG, mely éppen

L-et 1smer1 fel, és viszont.

Biz: E-hez N

Legyen N egy kétszalagos TG, ahol az elso szalagra a bemeneti
sorozat keriil, a masodikra ir6dik mindig az E altal felsorolt uy
sorozat. N elfogadja a w inputot, ha az egy, a masodik szalagra kiirt

sorozattal azonos. N-hez van S ekvivalens TG.



Turing gép variaciok: felsorolo TG

M-hez E

Legyen A az S altal felismert nyelv. Legyen s, s,,...s,,.. az 0sszes
lehetséges 2*-beli sorozat. E a kovetkezo keépen mukodik:

1. 1=1,2,3,.. ra 1smeteli:

2. Szimulalja M-met 1 1épésig, az s, s,, ..., . szavakon.

3. Ha elfogado allapotba ér M, kinyomtatja a megfeleld s; szot.



Turing gép variaciok: tovabbi peldak
« ket iranyban végtelen szalag
2 dimenzids szalag
* tobb fej
e tobb clutasito ¢s elfogado allapot

 RAM (random access machine)

« Kétvermes automata, kétszamlalos gep, ...

A fentiek mind ekvivalensek az alap TG-ekkel. Egy adott fajta TG-hez

konstrualhato vele ekvivalens alap TG.



Fuggvenyszamitas Turing géppel

Definicid: x € Z* kezdet1 bemeneti sorozatra az M Turing gép
outputja az y € 2* sorozat, ha M megall az x inputra, €s
megallasakor a szalagon €ppen y szerepel (az tlires szimbolumok
elott), valamint a fej 1smét az els6 pozicion all.

Ezt a tenyt y = M(x) jeloli.

Definicio: Az M altal kiszamitott fv az a

fy: 2% — 2* parcialisan értelmezett fv, mely minden x-en
ertelmezett, melyre van y, hogy y = M(x).
Definici6: Egy f: 2* — X* parcialis fliggvény parcialisan rekurziv,

ha van M TG, hogy f =1,,.

Ha ezen feliil f minden >*-ra értelmezve van, akkor f rekurziv.



Fuggvenyszamitas Turing géppel
Megj: Tetszoleges n természetes szam egyértelmiien felirhatd mint
B=0U1(0UI)* eleme, ezt bin(n) =w, 1lletve num(w) =n jeloli.
Minden, a természetes szamokon értelmezett, és természetes szam

ertekii fv tekinthetd egy f: B — B fliggveénynek.
Tovabba minden, k-dimenzids Nk — N fiiggvény tekinthet6 egy
f: Bk — B fiiggvénynek.

Definicié: M =(Q, 2, T, 0, 4o, Qetfogad> detutasi) 1G> 0, 1, ; EXZM

kiszamitja az f: B* — B fliggvényt, ha tetszOleges w,, ... w, € B
esetén a w=w, ; ... ;w, sorozatra M(w) = u, ahol

u= f(wg, ... wp).



Church-Turing tezis

Algoritmus: véges sok Iépéssel kiszamit egy fv-t, eldont egy kérdést.

Megvalosithatdo-e minden algoritmus Turing géppel?

Church-Turing tézis: Ami algoritmussal kiszamithato/eldontheto, az

Turing kiszamithatd/eldonthetd. Nevezetesen:
« Egyf:X* — 2* parcialis fv algoritmussal kiszamithato <
f parcialisan rekurziv.

« Egyf:XZ* — X* teljes fv algoritmussal kiszamithato <f rekurziv.

 Egy L nyelvre a nyelvbe valo tartozas problémaja

algoritmussal eldonthetd < a nyelv rekurziv.



Church-Turing tezis

Tudunk-e eldonthetetlen problémakrol?

Hilbert 10 problémaja: Diofantikus egyenletek altalanos

megoldhatosaga: adjunk algoritmust, mely tetszdleges d. e-re

eldonti, hogy az megoldhato-e.
f(x;,...x,) =0 egész megoldasat keressiik,

ahol 1(x,,...x,) egesz egyliitthatos, n valtozos polinom.

Altalaban: NINCS algoritmus (Matijaszevics, 1970), H. 10
eldonthetetlen.



Church-Turing tezis

d{. Megj: H10 Turing-felismerhetd!
Az 0sszes szam n-est sorra veve teszteljilk, hogy megoldas-e. Ha

van mo, az véges sok leépésben kidertiil. De ha nincs, az nem.

2. Megj: Egyvaltozds polinomok esetében a probléma eldontheto,

mivel a lehetséges gyokok korlatozottak:

+k “max
He e

(k: a tagok szama, ¢,,4: a legnagyobb abszolut értékii eh., ¢;: a

legnagyobb kitevOji tag eh.-ja.)



Mirol volt szo ?

Turing gép variaciok, ekvivalenciajuk az alap géppel
- fej helyben maradhat

- tObb szalag

- nem determinisztikus allapotatmenet

- felsorol6 (enumerator)
- RAM

Fliggvényszamitas Turing géppel
Hilbert 10-dik problémaja

Church-Turing tézis



A digitalis szamitas elmelete

7. eloadas marcius 21.

Tovabbi példak nem Turing-eldonthetod problémakra
- domino
- kongruens szamok ... nem tudjuk

Turing gép megadasa koddal
Van nem Turing-felismerhetd nyelv

- szamossagl meggondolas
- konkret nyelv megkonstrualasa

Az univerzalis Turing gép

A megallasi probléma



Nyelvek felismerhetdsege — problémak
eldonthetOsege

Az 0sszes nyelv

RE

Turing felismerheto vagy
rekurzive felsorolhato
nyelvek

H10
<]

R

Turing eldontheto vagy
rekurziv
nyelvek




A Dominoprobléma

1
4 2
3
al ak 1 4 . 14 rr 14
dl bl dk bk k féele dominoval lefedheto-e a sik
cl ck

F=a,*b,*c,*d# a,*b,*c,*d,# ... a,*b, *c, *d, #
D={F € {0,1,...,9, *, #}"| a sik lefedhet6 az F féle domindkkal}
D nem eldontheto, és nem 1s felismerheto, azaz

D nem rekurziv, és nem 1is rekurzive felsorolhato.



Periodikussag

Periodikus: Nem periodikus:




Domino probléma

* Adott néhany csempefajta, oldalak szinei1 1lleszkedjenek.

X D4 L KK
& X 4 D X DX

* Barmekkora fiirdoszobara eleg?

— Ha nem eleg, akkor az kidertl (vegigprobalva)

— Ha van periodikus, kidertl (vegigprobalva)



Kvazikristalyok

« Leéteznie kell olyan csempéknek, amikkel csak NEM

periodikusan csempézhetiink.

* Penrose

Dopp(o: ®O®.aUC.0pY



Kvazikristalyok

 Harom dimenzioban: Al-Pd-Mn kristaly, nem periodikus

* Schechtman: Nobel-dij 2011.



Egy felismerheto verzio (PCP)

al ak

. bl | > e bk | , a;, b; {0,1}-feletti nem tires szavak.

F =a,*b# a,*b,# ... a,*b #
D’ ={F € {0,1, *, #}7| van olyan iy, ..., i,, indexsorozat, hogy

Aj1 .- Ajn = bil bin}.



Nyitott kérdés: a kongruens szamok felismerese

Definici6: Egy m pozitiv szam kongruens, ha van olyan derékszogii haromszog,

melynek teriilete m, €s oldalai racionalis szamok.

p r p>t+q*=r’

q pq=2m

Pl. 5 kongruens: 3/2, 20/3, 41/6
6 kongruens 3,4,5
Nem 1smert, hogy a K (a kongruens szamok problémaja) eldontheto-e.

Megj: K rekurzive felsorolhatd: Mivel a rac. szamok megszamlalhatok, az azokbol
alkotott parok 1s azok. Tehat ha van olyan p, q hogy pq = 2 m akkor az kidertil
veéges sok lepés utan. Majd egy ilyen parra az 1s véges sok lépésben kidertil, ha

az a Pythagorasz tételnek eleget tesz valamely r rac. szamot valasztva.



Nyelvek felismerhetdsege — problémak
eldonthetOsege

Tétel: Van olyan L’ C >"={0,1}" nyelv, amely

nem Turing felismerhetd, azaz nem rekurzive felsorolhato.
Biz: Egy TG leirhato veges jelsorozattal, pl. a definicios megadassal.

Az 0sszes TG felsorolhatd, mivel k hosszu jelsorozattal megadott TG véges

sok van. Legyen M,, M,, ..M _, ... egy felsorolasuk (lasd késdbb részletesen).
Az M. TG egyértelmiien meghatarozza az altala felismert L. nyelvet,

igy a Turing felismerheto nyelvek is felsorolhatok: L, L,, ...L , ...

Azaz a Turing felismerheté nyelvek megszamlalhatéoan sokan vannak.

Masrészt: Az dsszes Y feletti nyelv szamossaga éppen a {0,1}" lehetséges

részhalmazainak a szamossaga, ami tobb, mint megszamlalhato. (Biz.

kozepiskola, 1ll. Cantor modszer.)



Egy nem Turing felismerhetd nyelv

Feltessziik az M = (Q, Z, I, 0, 4, Yeifogad> etutasit) 1 G-101, hogy:

« Q=1{0,1,...,q}, 0 akezdd, q az elfogadd, q-1 az elutasito allapot

« X=40, 1} bemeneti abc,

« TI'={0,1,..,s}szalag abc, s felel meg az iires jelnek, -nek

« J=I,B=0

Ekkor M egyértelmiien megadhat6 egy {0, 1} * -beli w szoval, ez M
kodja. Masrészt egy {0, 1} * -beli szohoz legfeljebb egy M

tartozik, aminek a jellegzetességei (allapotok, allapotatmenet fv,

abc-k) megadhatok w alapjan.
Tehat a TG-eket tekinthetjiik specialis {0, 1} * -beli szavaknak.



Egy nem Turing felismerhetd nyelv

Pl: Egy M TG megadhato6 a kov. modon:
qHsH# QoiX#q, # X # my #qQ#X#HQ # X Fm#. ..
.. QX #q, #X. #m’
ahol o(q;, X; ) = (q;’, X;” m;’)
[rjuk fel az egész szamokat binarisan a fenti sorozatban.
Az igy kapott sorozatban alkalmazzuk a kovetkezo helyettesitést:
#=11,1=01, 0 =00.

Az egyértelmiiség érdekében az allapotatmenetek kodjait (azaz a
q.#x: #q.” #x.” #m.’ -nek megftelel0 sorozatokat)

lexikografikusan soroljuk fel.

Ezzel M-et egy {0, 1}* -beli w szoval irtuk fel.



Egy nem Turing felismerhetd nyelv

Jelolje M, a w altal kodolt Turing-gépet.

Megjegyzés: a {0, 1}* -beli szavak felsorolhatok.

Pl. a kanonikusan: Az iires szot, majd az 1, 2, ...k, ...
hosszusaguakat soroljuk fel. Az azonos hosszu sorozatokat
lexikografikusan soroljuk fel, igy: €, 0,1, 00, 01, 10, 11, 000,
001, 010, 011, ...



Egy nem Turing felismerheto nyelv: L

Def: Diagonalis nyelv: azon TG kodja, mely TG-ek nem fogadjak el a sajat kodjukat
Ly={we&{0,1}*, azM, gép létezik, ésw&L,, }

Tétel: Ly nem rekurzive felsorolhato nyelv.

Biz: Indirekten, t. fel, hogy L, rekurzive felsorolhato. Azaz van N TG, mely €ppen L,
szavait ismeri fel, L = Ly Azaz N felismeri w-t, ha w egy olyan M, TG-t

kodol, mely nem fogadja el a sajat kodjat.

Mi a helyzet N-nel? Legyen N kodja s. Felismeri-e N s-et, azaz s € L teljesiil-e?

Ha feltessziik hogy igen, akkor a def. szerint s & L, , ELLENTMONDAS!!
Ha feltessziik hogy nem, akkor a def. szerint s € L, , ELLENTMONDAS!!

Tehat mindkét esetben képtelensegre jutottunk, igy az indirekt feltevesiink hamis.



Az univerzalis Turing gep

Képes szimulalni tetszdleges, a w kodjaval adott M, TG-et.

Tétel: Van olyan U 3 szalagos TG, melyre teljesiil, hogy ha

w, s € {0, 1}*, és M, 1étezik, akkor az U gép pontosan akkor
fogadja el (utasitja el, keriil végtelen ciklusba) az w#s bemenetet,

amikor M, az s bemenetet elfogadja (elutasitja, ciklusba kertl).

Bizonyitas: A 3 szalag szerepe

WHS nem valtozik, M, mukodéset adja meg

S M,, szalagjanak a szimuldlasa

0 M., pillanatnyi allapota




Az univerzalis Turing gep

U mukodése:

0. Ellenorzi, hogy w TG-t ir-e le, ha nem, elutasit. Ha 1gen, beirja s-t
a 2., és 0-t (a kezdoallapot kodjat) a 3. szalagra.

1. Az elsd szalag alapjan meghatarozza, hogy M mit 1épne, ha a 3.
szalagon megadott allapotban lenne, ¢s az olvasofej alatt a 2.
szalagon szereplo jelet latna.

U megteszi M 1€épését, €s megtelelden modositja a 2. €s 3. szalag

tartalmat.

U megall elfogado 1ll. elutasito allapotban, ha az M szerinti )
allapot ¢ppen elfogado¢ ill. elutasito. Ha nem, akkor az 1. I¢épést

1smétli.



Az univerzalis nyelv, L,

Keérdés: Eldonthet-e, hogy egy adott M gép elfogad-e egy adott

s € {0, 1}* sz6t? (‘Szuper’ algoritmust keresnénk.)
Def: Univerzalis nyelv

L,={wi#s€{0, 1}* M, létezik, éssELy }

Megj: L, €éppen az univerzalis TG nyelve,
azaz L, =L, ahol U egy univ. TG.

Tehat L rekurzive felsorolhato.



Az univerzalis nyelv, L,

Tetel: (Turing, 1936) L, nem rekurziv nyelv.

Biz: Indirekten, feltessziik hogy L, rekurziv nyelv. Ekkor van N TG,
mely eldonti L, —t, azaz minden inputra megall, és L, = Ly .
Legyen N’ a kovetkezok szerint miikkodo TG:

1. Ha a we& {0, 1}* bemenet nem TG kodja, elutasitja.
2. Ha a w bemenet egy TG kodja, akkor elinditja N-t az w#w
bemenettel. Ha ez a szimulaci6 elfogado allapotban megall, akkor

N’ elutasito allapotban végez, és forditva, elutasito N allapot esetén

a N’ végallapota elfogado.



Az univerzalis nyelv, L,

N’ minden w bemenetre megall, az ind. feltevés miatt.
N’ pontosan akkor fogadja el w-t, ha M, 1étezik, és w & L,,.

Tehat az L- a nyelv éppen az L  nyelv, amelyrdl lattuk, hogy nem
rekurzive felsorolhato. Tehat ellentmondasra jutottunk, az ind.
felteveésiink hamis kell hogy legyen, amibol kovetkezik, hogy az

eredet1 allitas 1gaz.



Nyelvek felismerhetdsege — problémak
eldonthetOsege

RE

Turing felismerheto vagy
rekurzive felsorolhato
nyelvek

R

Turing eldontheto vagy
rekurziv
nyelvek




A megallasi probléma

Kérdes: Eldontheto-e, hogy egy adott M TG gép megall-e minden

bemenetre? (‘Nincs-e végtelen ciklus a programunkban’?)
Def: A megallasi problémahoz (halting problem) tartozo L, nyelv

L,={w#s € {0, 1}*, M Iétezik, és s bemenettel elinditva megall }

Tétel: L, rekurzive felsorolhato, de nem rekurziv nyelv.

Biz: Legyen U egy univ. TG. Ez L, szavaira meg fog allni. Legyen U’
az a TG, mely azonos U-val, kivéve hogy U elutasit allapotat

elfogadra valtoztattuk. Ekkor L, = L., azaz L, rek. felsorolhato.



A megallasi probléma

Biz: Azt indirekte mutatjuk meg, hogy L, nem rekurziv.
Ind. felt: L, rekurziv, azaz van olyan M TG, mely mindig megall, €s

L= Ly

Legyen M’ az a TG, mely el6szor M-et futattja, majd ha M elfogado
allapotban végzett, U-t.

M’ mindig megall az ind. felt. miatt, és M’ éppen L -t ismeri fel.

De L _-161 lattuk, hogy nem rekurziv. Az ellentmondas oka az ind.
feltevés, az hamis tehat, azaz a tétel masodik részének allitasa 1s

1gaz.



Abra:

W #S

A megallasi probléma

>

M9
o oM S N Ligen
| igen |
nem nem

azaz wis & L,

azaz s & Ly

1gen
azazs € Ly,



A megallasi problema uires inputra

Kérdes: Eldonthetd-e, hogy egy adott M TG geép megall-e az iires

bemenetre?

Def: L={w& {0, 1}*, M, 1étezik, és az ¢ (lires) bemenettel elinditva

megall }

Tetel: L, rekurzive felsorolhato.

Biz: A rek. felsorolhatosagot bizonyitja, hogy egy w& L, esetén az L
megallasi nyelvet felismerd automatat a w#e= w# inputtal futtatva,

ez a gep €ppen L, —t ismer fel.

Tetel: L, nem eldonthetd. Bizonyitas: visszavezeteéssel.




Visszavezetések

P, visszavezetése P,-re (P; < P5):

yes

@ yes

no

—

4

P2
Def. L € Y™ visszavezetheté az L, € A™ nyelvre, ha van olyan
Turing-géppel kiszamithatd f: X" — A* fliggvény, hogy minden

w € X* szora teljesiil, hogyw € L; © f(w) € L, .



Visszavezetések

détel: HaL; < L, ¢és
e L, eldontheto (rekurziv), akkor L4 1s eldontheto.

e L, Turing-felismerhetd (rekurzivan felsorolhato), akkor L4 is

Turing-felismerhetd.

Biz.: pl. a visszavezeteést kiszamolo €s az L,-t eldonté Turing-gép

,,kompozicigja’> az Lq nyelvet donti el.

Hogyan lehet ezt eldonthetetlenség bizonyitasara hasznalni?

Ha L; < L, és L1 nem eldonthetO, akkor L, sem lehet eldonthetd.



A megallasi probléma eldonthetetlensége
ujra
d'¢tel: Ly, eldonthetetlen.
Biz.: Megmutatjuk, hogy L,, < L. TetszOleges M Turing-géphez
¢s s bemenethez konstrualjuk meg az M’ Turing-gépet a kovetkezo

modon.

M’ annyiban kiilonbozik M-tdl, hogy amikor M elutasito allapotba
lep, akkor M’ végtelen ciklusba I€p. Minden tovabbi esetben az M’
masolja M miitkodesét. Legyen w €s w’ rendre az M ¢s az M’ kodja.
Nyilvanvalo, hogy az f(w)=w’ fgv. kiszamithato egy Turing-
geéppel. Tovabba:

wH#s € L, © w'#s € L;,.



L. eldonthetetlensege Ujra

d'¢tel: L eldonthetetlen.

Biz.: Megmutatjuk, hogy L, < L;.

Adott M Turing-géphez ¢€s s bemenethez legyen M’ a kovetkezo
Turing-gép.

M’ tetszOleges u bemeneten a kovetkezot teszi. M’ megvizsgalja u-
t, €s ha u nem az tires szo, akkor M’ elfogadja a bemenetet. Ha u az
ures sz0, akkor M felmasolja a szalagjara az s szot €s elkezdi
szimuldlni az M-et az s szon. Legyen rendre w €¢s w’ az M ¢s az M’
kodja. Az f(w)=w’ fgv. kiszamithato egy Turing-géppel. Tovabba:

wits € L, © w' € Ly,.



Attekintés

Bizonyitasok:

L, & RE Indirekte, kozvetleniil Cantor diag.

elv.

L E R -b0l kovetkezne, hogy L€ RE

L,E R -bdl kovetkezne, hogy L € R

L. € R -bol kovetkezne, hogy L, & R



A digitalis szamitas elmelete

8. eloadas marcius 28.

* Turing gépek €s nyelvtanok
* Anyelvosztalyok attekintése

* Turing gépek €s a termeszetes szamokon
ertelmezett fliggveények



Attekintés

Bizonyitasok:

L, & RE Indirekte, kozvetleniil Cantor diag.

elv.

L E R -b0l kovetkezne, hogy L€ RE

L,E R -bdl kovetkezne, hogy L € R

L. € R -bol kovetkezne, hogy L, & R



Grammatikaval generalhato nyelvek (1sm)




Generativ grammatikak (1sm)

Definici0: Egy G = (V, Z, R, S) négyes generativ grammatika, ahol:

V egy véges halmaz, a grammatikai valtozok vagy

nemterminalisok halmaza,
2 egy veges halmaz, diszjunkt V-vel, a terminalisok halmaza,

R egy véges halmaz, a levezetési szabalyok halmaza, ahol egy
levezetési szabaly alakja

a—f
ahol o €s 3 terminalisok ¢s nemterminalisok sorozata,

SEV a kezdo- vagy mondatszimbolum.



Generativ grammatikak (1sm)

Definicio: A G =(V, 2, R, S) grammatika generalja az L C X*
nyelvet,ha L= { wEXZ*|S=*w }

Jelolés:

L(G) a G grammatika altal generalt nyelv.



Chomsky-fé¢le nyelvosztalyok (1sm)

A nyelvet generald grammatika szabalyaira tett megkotesek

alapjan:
3-as nyelvosztaly: regularis (Reg)
A— a, A— aB alaku szabalyok
2-es nyelvosztaly: kornyezetfiiggetlen (CF)
A— a alakl szabalyok
1-es nyelvosztaly kornyezetfliggd (CS)

B Ay — f ayalaka szabalyok
a — [ alaka szabalyok ahol |o|<|B| nem csokkend
meg]: ezek ekvivalensek!
0-as nyelvosztaly:
tetszOleges alaku szabalyok



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal

generalhato nyelvek kapcsolata
Tétel: A nyelvtannal generalhatd nyelvek osztalya megegyezik a

rekurzive felsorolhato nyelvek osztalyaval. Azaz L nyelv akkor ¢€s
csak akkor generalhatd grammatikdval, ha van a nyelvet felismero
Turing -gép.

Biz: = irany (a Turing-Church tézisbol is kovetkezik/azt tamasztja ala)

Megmutatjuk, hogy ha L grammatikaval generalhato, akkor van
M TG, hogy L(M)=L.

Legyen G = (V, 2, R, S) grammatika mely L-et generalja.

A grammatika szerinti levezetés egy-egy lepéset meghatarozza,

hogy mely szabalyt alkalmazzuk, és annak bal oldalat az éppen

aktualis mondatszeri forma hanyadik elemére 1llesztjiik.



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal
generalhato nyelvek kapcsolata

R nem valtozik, a szabalyok kodolt alakja
w a bemeneti sz0
S a k lepéssel levezethetd mondatszerti formak

munkaszalag, a k-1 Iepés eredménye

Négyszalagos, ‘univerzalis’, nyelvtan szerinti levezetést szimuladlo

TG-et hatarozunk meg.



M mukodése:

1. Atmasolja a 3. szalagot a 4-re, majd torli 3 tartalmat.

2. A4, szalagon szerepld minden egyes mondatszerli formara:
a) Minden egyes a — [} szabalyra megkeresi mindazon helyeket a
mondatszert formaban, ahol o elofordul.
b) Minden egyes ilyen esetben a mondatszerti format ugy toldja
hozza a 3. szalagon szerepl6 sorozatokhoz, hogy elvalasztojel utan a

mondatszerli forma megfeleld helyén a helyett P szerepel.

3. Megvizsgalja, hogy a 4. szalagon szerepel-e¢ w-vel azonos

mondatszert forma. Ha igen, elfogadé allapotban megall,

ha nem, 1-re 1¢p.

M ¢ppen a G grammatika altal generalt szavakat fogja elfogadnu.



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal

generalhato nyelvek kapcsolata
Biz: < 1rany (vazlat)

Egy M =(Q, %, I, 0, ¢, Geifogads Delutasit) 1 G-hez megkonstrualjuk azt
aG=(V, 2R, S) grammatikat, amely éppen L(M)-et generalja.
Feltessziik, hogy ha M megall, akkor a szalag tlires. (Ezek nem
megszorito feltevések, mivel egy tetszoleges TG-hez megadhato vele
ekvivalens ilyen TG.)

M miikodese soran egy pillanatny1 konfiguraciot megadunk egy
jelsorozattal: u p v, ahol p egy allapot, uv a szalagon levo sorozat a
veégtelen sok jel elott, a fej v els6 elemén all.

Pe¢ldaul, az xa p by konfiguracid rakovetkezOje az xac qy, ha

o(p, b) =(q, c, J) (a fej jobbra Iépett)



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal
generalhato nyelvek kapcsolata

A G grammatika V valtozo1 Q €s 2 szimbolumai, valamint S és hatar szimbolum.

A szabalyok M miikodését visszafelé irjak le:

1. Hao(p,a)=(q,b,J),akkorbg—=pa

2. Had(p,a)=(q,b,B),akkorgb—pa

3. Szabalyok az input el¢ €s utan beszurt iires 1ll. hatar szimbdlumok torlésere
Az egyetlen elfogado allapot felel meg a kezd6 szimbolumnak:

S — qelfogad _
Ha M egy inputra az elfogado allapotba erkezik, akkor az input levezethetd a

fenti szabalyokkal, €s szo levezetésnek megfelel M konfiguracidinak egy sorozata,

amely a szOt mint inputot a végallapotba viszi. Tehat G ¢ppen L(M)-et generdlja.



Kornyezetfiiggd nyelvtannal generalhato nyelvek

felismerése TG-pel
Mi a helyzet az 1-es (CS) nyelvosztallyal?

Def: Linearisan korlatozott TG egy olyan, specialis TG, mely a

szalagnak csak a bemeneti altal elfoglalt részet hasznalja.

Tétel: A kornyezetfiiggd nyelvtannal generalhato nyelvek osztalya (CS)

megegyezik a linearisan korlatozott TG-pel felismerhetd nyelvek

osztalyaval.

Biz: nem részletezzuk

Tétel: A kornyezetfiiggd nyelvtannal generalhato nyelvek osztalya (CS)

valddi részhalmaza a rekurziv nyelvek osztalyanak.

Biz: nem részletezzuk




Grammatikaval generalhato nyelvek Osszevetese




Numerikus fuggvenyek

A nemnegativ egészeket N jeloli. Nk-en értelmezett, N értékii
figgvényeket vizsgalunk.

PIL. f(n, m) = m n? + 3 m?™+!7
A fv ertékeét ugy szamitjuk ki, hogy a kifejezéseit visszavezetjiik alap
kifejezésekre (pl. szorzas) €s alacsonyabb kitevojl kifejezésekre,

pl: m*=m m ™!



Numerikus fuggvenyek

Def: Az alap fiiggvények a kovetkezdk:

a) N —N rakovetkezo fv: succ(n) =n+1.
b) Nk —N (k =0) k-valtozods zéro fv: zero, (n,,...n; ) = 0.
c) Nk—N (k 20) k-valtozos j-dik identitas fv: id, ;(ny,...n,) = n,.
Bonyolultabb fiiggvényeket a kovetkez0 moédokon kombinalunk:

Def: Legyen k, m =0, és adottak a g: Nk =N illetve
h,, ... h: N™ —=N fuggvények. Ekkor g kompozicioja a
h,, ... h fuggvényekkel az az f : N™ —N fv, melyre:

f(n,, ... n ) =g(h,(n,, ... n),... hy(n, ... n)).



Numerikus fuggvenyek

Def: Legyen k=0, és adottak a g: N* =N illetve
h: N¥*2 —N fiiggvények. Ekkor g és h altal rekurzivan definialt

fliggvény az az f : NI —N fv, melyre:

f(n,, ... n,, 0) =g(n,, ... n,).

f(n,, ... n,, m+1) = h(n,, ... n,, m, f(n,, ... n,, m)).

Def: A primitiv rekurziv fuggvények az alap fliggvények, és a
beldliik tetszOleges, véges szamu kompozicioval €s rekurzioval

szarmaztatott fliggvények.



Numerikus fuggvenyek
1. pl: plus(n,m)=n+m fiiggveény rekurziv definicioja:
plus(n,0)=n, plus(n,m+1)=plus(n,m)+1.
Primitiv rekurziv fliiggvényként:
k=1, ge:N —=N, g(n)=1d; ;(n) =n,
h: N° —N, h(n,m,p) = succ(id; 3(n,m,p)).
Ekkor g és h altal rekurzivan definialt plus: N> —=N fv, melyre:
plus(n, 0) =g(n) =1d, ;(n) =n.

plus(n, m+1) = h(n, m, plus(n, m)) = succ(id; 3(n,m, plus(n, m))

= succ(plus(n,m)).



Numerikus fuggvenyek

2. PI: mult(n,m)=nm fliggvény rekurziv definicioja:
mult(n, 0)=0, mult(n, m+1)= plus(n, mult(m,n)).
Primitiv rekurziv fliggvényként:

mult(n,0) = zero(n),

mult(n,m+1) = h(n,m,mult(n,m))=plus(n,mult(m,n))
3. PI: exp(n, 0) =succ(zero(n)).

exp(n, m+1) =mult(n, exp(n,m)).



Numerikus fuggvenyek

Tétel: A primitiv rekurziv fliggvények szamossaga megszamlalhatéan
vegtelen.

Biz: A primitiv rekurziv fiiggvények megadhatok az alap fliggvények,
a kompozicio ¢s rekurzio, valamint zargjelek €s term. szamok
szimbolumaibol allo véges sorozatokkal, 1lyenbdl megsz. vegtelen

van.

Tétel: Nem minden kiszamithatd fv. primitiv rekurziv.

Biz: Cantor-féle atlos modszerrel, unaris fv-ekre
Soroljuk fel az 6sszes primitiv rekurziv unaris fliiggvényt,
f,,5,..1,..

Legyen g az az unaris fv, melyre g(n) = (n)+1



Numerikus fuggvenyek

A g fv kiszamithato, €s kiilonbozik minden f -t0l, ugyanis g(n) =f (n).

P¢lda totalis, kiszamithato nem primitiv rekurziv fliggvényre:
az Ackermann fliggvény.
A(m,n) =
n+1, ha m=0,
A(m-1,1), ha m>0 ¢s n=0,
A(m-1,A(m,n-1)), ha m>0 és n>0.



Numerikus fuggvenyek

Def: Legyen k=0. A g: N&*1 =N fliggvény minimalizacioja az az

f: Nk =N fiiggvény, melyet a kovetkez6 modon értelmeziink:

f(n,, ... n,) = a legkisebb m, melyre g(n,, ... n,, m) =1,
ha van ilyen m

f(n,, ... n,) = 0 kiillonben.



Numerikus fuggvenyek

Megj: A g: N¥"I =N fiiggvény minimalizacioja jol definialt, de nincs
modszer a kiszamitasara.
m:= 0,
while g(n,, ... n,, m) = 1 do m:=m+1,
output m.

Nem algoritmus, mivel nem feltetlentil all meg.

Def: Legyen k=0. A g: NI N fiiggvény minimalizalhaté, ha a
fent1 eljaras mindig megall, azaz minden n,, ... n, €N esetén van
olyan m €N, hogy g(n,, ... n,, m)= 1.

Def: Egy f fv u-rekurziv, ha eloallithato az alap fliggvényekbdl a
kompozici0, a rekurzio €és a minimalizacio operatorokkal, az

utdbbit minimalizalhato fliiggvényre alkalmazva.



Numerikus fuggvenyek

Tétel: Az f: Nk —=N fiiggvény u-rekurziv akkor és csak akkor, ha

rekurziv, azaz kiszamithato Turing géppel.

Biz: nem részletezzuk
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Algoritmusok (TG-ek) 1d0 €s tarigénye
A P osztaly

Tar-1do tétel



Hogyan ertelmezziik algoritmusok
hat¢konysagat?
Eldonthetd nyelv (feladat) felismerésére van-e praktikusan
hasznalhat6 algoritmus?

Milyen fajta feladatok vannak?

Eldontendo kérdés Pl. primszam-e az adott szam?
—nyelvbe tartozas

Hozzarendelés Pl. Inko, Hamilton-kor keresés
— fv kiszamitas

Egy problémara (pl. szam prim voltanak eldontése, utazo ligynok)

adott algoritmusokat hogyan értékeljiik, hasonlitsuk 0ssze?



Algoritmusok 0sszehasonlitasa

Iddigeny (lepésszam) illetve tarigény szerinti 0sszehasonlitas
A feladat nagysaganak (a megadas hosszanak) fiiggvényeben, a
nagy feladatokra koncentralva (asszimptotikus viselkedés)

A legrosszabb esetet tekintve (worst case)

Azonos fajta TG-pel ¢€s be és kimeneti reprezentacioval

megvalositott algoritmusok (ezt majd még pontositjuk)



Algoritmusok 0sszehasonlitasa

Pl. T. fel hogy a gép 1012 muvelet/sec sebességli. A €s B algoritmust

hasonlitjuk Ossze.

iddigény 1 perc alatt 1 6ra alatt
A 3000 n? n= 114 n= 260
B 20 n=45 n= 52



A ’nagy ordo’ jeloles fuggvenyek asszimptotikus
viselkedésének jellemzésere

Def: f, g: N—=R" fliggvények. f(n)= O(g(n)), ha talalhatok

c €s n, pozitiv egészek, hogy
f(n) = c g(n) han = n,.

Azt mondjuk, hogy g(n) asszimptotikus felso korlatja f(n)-nek.

PL: f(n) g(n)
6n°+ 3000 n?+10'% n’
11004 7n 7
logn+n n

log, n +log; n log n nem szamit az alap



TG 1dOkorlatja

Jelolés: Egy adott M TG esetén:

Ty,(n) jelolt M maximalis I€épésszamat (szamolasi 1dejét) az n
hosszusagu bemenetek esetén.
S\(n) jeloli az M altal maximalisan elolvasott munkaszalag
jelek szamat n hossziisagii bemenetek esetén.
Megj: Ha M nem all meg valamely n hossza bemenetre, akkor Ty,(n)
vegtelen. Ekkor Sy (n)-t 1s végtelennek tekintjiik.

Definic10: Legyen t: N—N fliggvény olyan, hogy t(n) = n minden n-

re. Az M TG t(n) idokorlatos, ha az n hosszi bemenetek esetén
legfeljebb t(n) lepest tesz meg, azaz T\, (n) < t(n) .

Definici6: TIME(t(n)) = {L | L felismerhet6 egy O(t(n)) id6korlatos M
TG-pel.}..




TG tarkorlatja

Definici6: Legyen s: N—N fiiggvény olyan, hogy s(n) = log,n

minden n-re. Az M TG s(n) tarkorlatos, ha az n hosszu
bemenetek esetén legfeljebb s(n) db cellat hasznal a

munkaszalagon, azaz S,,(n) < s(n) .
Definicio: SPACE(s(n)) = {L | L felismerhet6 egy O(s(n)) tarkorlatos
M TG-pel.}.




TG 1dOkorlatja
Pl: L = {01k | k=0}. Egy L-et eldont6 TG:
1. Keres 0 jelet 1 utan, ha van elutasit, ha nincs, visszamegy a
szalag elejére.
2. Havanmeg 0 és 1 a szalagon, ismételd:
Menj a szalag elejére, €s huzd at a legelsd 0-t €s 1-t.
3. Ha maradt athuzatlan 0 vagy 1, elutasit, kiilonben elfogad.
IdGigény: O(n?)

Megj: 2-szalaggal O(n) 1épésben eldonthetd a nyelv



A P osztaly

Pl: TIME(n) a linearis 1doben felismerhetd nyelvek osztalya.

TIME(n?) a négyzetes id6ben felismerhetd nyelvek osztalya.

Definicié: P=U, _; TIME(n¥) a polinom idében

egyszalagos TG-pel eldonthetd nyelvek osztalya.

1. Megj: Valamely, az alappal ekvivalens specialis TG modellt

hasznalva, ha az polinom 1d6ben szimulalhat6 alap TG-pel, akkor
P invarians arra nézve, hogy az alap vagy a specialis TG-et

hasznaljuk szamitasi modellként.

2. Megj: P a praktikusan szamitogéppel megoldhatd problémaknak

felel meg. Altalaban talalunk P-beli problémakra gyors

(negyzetes, kObos,...) algoritmust



Pedak P-beli problémakra
Ismert polinomialis algoritmus az alabbi problémakra:
PATH = {<G,s,t>| G iranyitott graf, és van benne iranyitott ut s-bol t-
be}.
RELRPIME = {<x,y>| x és y relativ primek}.
GRAPH-2-COLOR = {G | G graf csucsai kiszinezheték 2 szinnel }.
EULER-CYCLE = {G | G grafban van Euler kor}.

PRIME = {x| x prim}. 2002-es eredmény!



Pedak mindmaig nem P-bel1 problémakra

Nem sikertilt eddig polinomialis algoritmus talalni pl. az alabbi

problémakra:
HAMILTON-CYCLE = {G | G grafban van Hamilton kor}.

GRAPH-3-COLOR = {G | G graf cstcsai kiszinezhet6k 3 szinnel}.



TG-ek szimulacidjanak 1d0 €s tarigénye
Lattuk, hogy specialis TG-ek (tobbszalagos, RAM, ... nem
determinisztikus) szimulalhatok alap TG-pel. Ehhez tobb 1d0 illetve
tar kell, mennyivel? Mi az egyszerlibb gépeken a hatekonysagromlas
mérteke?

Tétel: Az N k-szalagos TG-hez van olyan egyszalagos M TG, hogy
L(M) =L(N), és ha N f(n) idéigényi, akkor M O(f(n)?) id6igényii.

Biz: nem részletezziik, a korabbi konstrukciohoz hasonlo



TG-ek szimulacidjanak 1do ¢s tarigénye
Tétel: Az N TG-hez van olyan tobbszalagos M TG, hogy egy
alkalmas n, szamon tul
a) tetszOleges € > 0 esetén T,,(n) = n(1+¢€), haTy(n)=0(n)

b) tetszOleges ¢ > 0 eseten Ty, (n) = ¢ Ty(n), ha hm Ty(n)/n=

Biz: nem részletezzik.

Megj: A fenti tetel magyarazza, hogy miért tekinthettiink el a konstans

szorzotol az 1dOigény definialasakor.



Tar-1do tetel
d¢étel: Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-t01 fligg6 ¢ konstans,
hogy L € TIME(25®™), .

Biz: (vazlat) Legyen M egy L-et O(s(n)) tarkorlattal eldonté Turing-

gep ¢s legyen w az M egy tetszOleges n hosszu bemenete. Ekkor a

kezddkonfiguraciobol elérhetd konfiguraciok szama cn20(s) =
20(sM) ahol ¢ egy a szalagabécétdl fliggd konstans.

Mivel M 20(s() Iépése utan konfiguracid ismétlodés all fenn, ligyes
konstrukcidval elerhetd, hogy az M-et szimulalé N Turing-gep
20(s(m) Iépés utan észrevegye ha végtelen ciklusba esik. Kovetkezik,
hogy N az L-et ismeri fel és 20(s(m)) idGigényli, ami bizonyitja a tétel

allitasat.



Nyelvosztalyok komplementere

Jelolés: L I feletti nyelv esetén L¢ =I*\LL az L komplementere.

Def: L nyelvosztaly esetén coL = {L | L € £ } az £ nyelvosztaly

komplementere.

Tétel:

a) co(coLl) =L
b) Ha 4 C @nyelvosztalyok, akkor co 4 C co B.
a) (L©)¢ = L alapjan.

b)LEc0o A =ILCEA =L EB=LECc0B



Tar-1do tetelek komplemens nyelvosztalyokra

Tétel: TIME(t(n))= coTIME(t(n)), azaz

L € TIME(t(n)) akkor és csak akkor, ha L¢ € TIME(t(n)) .

Biz: Az L-et eldontd M TG-ben az elfogado ¢€s elutasito allapotokat

felcserélve, egy azonos futasideji, Lt eldonté TG-et kapunk, tehat
L¢ € TIME(t(n)) , azaz coTIME(t(n)) CTIME(t(n)).

Masrészt TIME(t(n)) =co( coTIME(t(n))) CcoTIME(t(n)).

Tehat TIME(t(n)) =coTIME(t(n)).



Tar-1do tetelek komplemens nyelvosztalyokra

Tétel: SPACE(s(n))= coSPACE(s(n)), azaz

L € SPACE(s(n)) akkor és csak akkor, ha L¢ € SPACE(s(n)).

Biz: Legyen L € SPACE(s(n)). A tar-1do tételbeli N gép minden
inputra megall, O(s(n)) tarkorlatos.

Ebben felcserclve az elfogado ¢€s elutasito allapotokat, adodik

hogy L¢ € SPACE(s(n)), azaz
coSPACE(s(n)) € SPACE(s(n)).

A masik 1rany mint elobb.



Nevezetes nyelvosztalyok

Definicio: EXPTIME = U, _, TIME(2™) az exponencialis idSben

felismerhetd nyelvek osztalya.

Definicié: PSPACE = U, _, SPACE(n*) a polinom tarban

felismerhetd nyelvek osztalya.

Tétel: P C PSPACE C EXPTIME

Biz: Ha M TG t(n) 1dokorlatos, akkot t(n) tarkorlatos 1s (Iépésenkent

max. egy jelet ir a munkaszalagra).
Tehat TIME(n¥) € SPACE(nY), és igy
P=U,_, TIME(n*) CU, _, SPACE(n*) = PSPACE



Nevezetes nyelvosztalyok

Ha L € PSPACE, akkor valamely k-ra L € SPACE(n)

A tar-1dd tétel szerint ekkor hogy
L € TIME(2"™) C EXPTIME.

Tétel: EXPTIME C R (=Rekurziv nyelvek osztalya)

Biz: C kovetkezik EXPTIME idOkorlatossagabol.

A valodi tartalmazashoz mutatunk egy L nyelvet, mely rekurziv, de

nem EXPTIME-beli,



Nevezetes nyelvosztalyok

L={we {0, 1}* azM,_ gép létezik, és legfeljebb 22™ 1épésben

elutasitja w-t, ahol |w| a sz6 hossza.}

1. L-nek végtelen sok eleme van, mivel egy M, —t kibOvithetiink a
kiinduld helyzetbdl soha nem elérhet6 allapotokkal. Egy ilyen y
leiras esetén M, ¢ppen ugy fog mikkodni, mint M, , tehat az

1dOkorlatja 1s azonos.

2. Megmutatjuk, hogy L semmilyen n-re nincs benne TIME(22"")-
ban. Ez elég is, mivel EXPTIME C TIME(22"").



Nevezetes nyelvosztalyok

Indirekte feltessziik, hogy L felismerhet6 ¢22™" idékorlatos M TG-pel.
Legyen n,olyan szam, hogy n = n, esetén ¢22""' < 22"

Legyen w egy n,—nal hosszabb sz0, melyre M, 1€tezik €s ugy
viselkedik mint M. Most megmutatjuk, hogy mind w € L, mind a

w &L feltételezés ellentmondasra vezet.

Ha w € L, akkor M, elfogadja w-t 22" < 22" I¢pésben, de ekkor
L def. szerint w €L

Ha w & L, akkor M, nem utasitja el w-t c22"" < 22" [épésben, de

megall, ezért elfogadja w-t, amib0ol w € L kovetkezne.



A digitalis szamitas elmelete
10. eldadas aprilis 25.
NP nyelvosztaly

* NP nyelvhez van polinomialis iddben ellenOrizhetd tanu

* NP-teljes problémak



Nemdeterminisztikus TG (1sm)

Definicio: Nemdeterminisztikus Turing gép (ND TG):
M = (Qa 29 ra 69 Jo- qelfogad? qelutasit) ahol:

l.
2.
3.

4. 3:QxI'—= AQ xTI x{J, B}) az allapotatmenet fiiggvény

5.
6.
7.

Megj: A ND TG mukodését fa irja le. Ha egy agon az elért allapot
elfogado, akkor a ND TG elfogadta a kezdeti sorozatot.



Turing gép variaciok: nemdeterminisztikus TG

Tétel: Minden M NDTG-hez van vele ekvivalens S TG. (volt)

A
N N

132
C2 1 C22

A AARNR A

Pl: 2,1,3 cimke
melyik konfiguracionak felel meg?



NDTG i1dokorlatja

Definici0: Legyen t: N—N fliggvény olyan, hogy t(n) = n minden n-
re. Az M NDTG t(n) idokorlatos, ha az n hosszi bemenetek

esetén M minden szamitasi it mentén legfeljebb t(n) 1épést
megtéve megall. Azaz n hosszi bemenetek esetén legfeljebb t(n)
+1 m¢ély a szamitasi fa.
Megj: Nem i1smert olyan fizikali megvaldsitds, mely t(n)-nel aranyos
1dOben szimulalna egy t(n) idokorlatos NDTG mukodeseét.
Definicio: NTIME(t(n)) = {L CI" | L felismerhet6 egy O(t(n))
id6korlatos M NDTG-pel. }.




Az NP nyelvosztaly

Definicié: NP = U, _; NTIME(n¥) a polinom idében

egyszalagos NDTG-pel eldonthetd nyelvek osztalya.
1. Megj: PC NP

mivel egy t(n) idokorlatos TG tekinthetd egy specialis, t(n)
idokorlatos NDTG-nek, igy TIME(n*¥) C NTIME(n¥)

2. Megj: PC NPvagy P=NP?
Nyitott kérdés, 1M §$ dij!




Az NP nyelvosztaly

Tétel: PC NP N coNP
Biz: P C NP lattuk.

De a co operator tartalmazas megorzd volta miatt ekkor

coP C coNP

Lattuk hogy coP =P, tehat P C coNP is teljesiil.



NP -be tartozas megmutatasa bizonyitékkal

Allitas: xE L

Tanu, bizonyiték: y

A bizonyiték:
« nem hosszu,

e  hatékonyan ellendrizhetd!

Merlin lovagjai és udvarholgyeir - egy parositas
Hamilton kor van-e a grafban? — az 0sszes csucs egy sorozata

G graf sikbarajzolhato-e? — egy sikba lerajzolt graf



NP —beli nyelvhez tartozas j0 bizonyiteka
Egy NP-beli nyelv komplementere nem mindig NP-beli.
PI:

Merlin lovagjai €s udvarholgyel nem hazasithatok 6ssze

tana adhato: lovagok €s holgyek megfeleld részhalmazai

Nincs Hamilton kor a gratban

tani nem adhato:
G graf nem sikba rajzolhat6

tanu adhato: valamelyik Kuratowski-graf mint G részgrafja

Nem 1smert, hogy co NP =NP teljesiil-¢.



NP -be tartozas megmutatasa bizonyitékkal

Def: Legyen L egy X feletti nyelv. L polinomialisan bizonyithato, ha

van olyan V algoritmus, hogy

L= {w |V elfogadja <w,c> —t valamely Z*-beli c-re},

¢s V polinom 1dejli w hosszat tekintve.

Tétel: NP azokat a nyelveket tartalmazza, amelyek polinomialisan

bizonyithatok.



NP —teljes problemak

Egy L NP-beli nyelv NP-teljes, ha § a ,,legnehezebb” az NP-beli

nyelvek kozil.

1. Megj: ‘Eleg’ az NP-teljes problémakat vizsgalni.

2. Megj: Egy NP-teljes problémara nem érdemes polinom ideji

algoritmust keresni (mivel az a feltételezés, hogy P CNP).



Nevezetes NP —teljes problemak

Def: A ¢s B 2* feletti nyelvek.

A polinom 1d0ben visszavezethetd B-re, ha van
f: 2* —=X* polinomialis 1doben kiszamithato fv, hogy
wEA < f(w) EB.
Ezt A <,B jeldli.
Tétel: Ha A <,B és B € P, akkor A€ P.

Biz: Legyen M az a TG, mely polinom 1ddben felismer1 B-t.
Ekkor a kovetkez0 N TG A-t ismeri fel polinom 1ddben:



Nevezetes NP —teljes problemak
w 1nput esetén N:
«  Kiszamitja f(w)-t,

Me-et futtatja f(w)-n, és outputként M outputjat adja.

Def: L NP-teljes, ha
« L NP-beli, és

« tetszOleges A NP-beli probléma polinom 1dében visszavezethetd

L-re.



Nevezetes NP —teljes problemak

Def: Bool valtozok 1gaz (1) vagy hamis (0) értéket vehetnek fel.
Def: Bool kifejezések:

€S vagy nem
0A0=0 Ov0=0 -0=1
OAl=0 Ovl =1 - 1=0

In0=0 Ivo=1
Inl =1 Ivl =1

Pl: ® =(=x Ay) V(X A = 2)

SAT = {® | ® kielégithet Bool kifejezés},



Nevezetes NP —teljes problemak

Tétel: Ha B NP-teljes ¢s B € P, akkor NP =P.

Biz: definici6kbol kov.

Tétel: Ha B NP-teljes, C NP-beli, és B <, C, akkor C 1s NP-teljes.

Biz: definiciokbol kow.



Nevezetes NP —teljes problemak
Tetel: (Cook-Levin) SAT € P akkor ¢s csak akkor, ha NP =P.
Masképp fogalmazva, SAT NP-teljes.
Biz: nem részletezziik
Def: 3SAT = {® |
=@, vb,vc)Aa(@vb,ve)a..a(avb vc)
valamely k-ra, ahol tetszdleges a. , b., c. egy Boole-valtozo vagy
annak negaltja
® kielégitheté Boole-kifejezés}.
Tétel: 3SAT NP-teljes.

Biz: SAT polinom iddben visszavezethetd 3SAT-ra. (Nem

részletezziik)



Nevezetes NP —teljes problemak

Tétel: VERTEX COVER (lefoghato-e G minden ¢le legfeljebb k
ponttal) NP-teljes.

Tétel:k-COLORABILITY (kiszinezhet6-e G minden ¢le legfeljebb k

szinnel) NP-teljes k =3 esetén.

Tétel: HAMPATH NP-teljes.

Biz: 3SAT polinom idOben visszavezetheto HAMPATH-ra.



Savitch tetele
Def. NPSPACE = U, ., NSPACE(n), ahol
NSPACE(s(n)) = {L | L felismerhet6 egy O(s(n)) tarkorlatos M

nemdeterminisztikus TG-pel.}.

Tétel. Ha f(n) = 0(log,(n)), akkor

NSPACE(f(n)) c[DISPACE((f(n))?).

Biz. (Vazlat) Egyrészt, Savitch megmutatta, hogy a PATH €
TIME((log, (n))?).



Savitch tétele

Masreszt, legyen N egy f(n) tarigényll nemdet. TG. Az N
konfiguracos grafia egy n hossza bemeneten 29U (M) méretil, és
ebben a grafban kell egy determinisztikus TG-nek egy utat keresni

a kezdokonfiguraciobol egy elfogado konfiguracioba.
Savitch tétele alapjan ez elvégezhetd (log, (ZO(f ("))))2 azaz

0((f(n))2) tarral, ami bizonyitja az allitast.

Kovetkezmény. PSPACE=NPSPACE

Emlékeztetoiil: az a sejtés, hogy P < NP.



Problemaosztalyok tartalmazasa
d¢tel: PSPACE < EXPTIME
Biz (vazlat):
Legyen L € PSPACE, és N egy L-et f(n) tarral felismero TG.

Korabban lattuk, hogy N konfiguracios grafja egy n hosszu
bemeneten 29U () méretii. Ebben a grafban kell egy M
determinisztikus TG-nek egy elfogado konfiguraciot keresni.
Mivel a PATH probléma P-beli, ez megoldhato 20U (™) idében.
Mivel f(n) egy polinom fliggvény kapjuk, hogy L € EXPTIME.



Problemaosztalyok tartalmazasa

Kovetkezmény: P € NP C PSPACE=NPSPACE C EXPTIME.

Nem 1smert, hogy a tartalmazasok valodiak-e.
Ismert, hogy P C EXPTIME. Tehat a fenti lancban legalabb az

egyik helyen valodi a tartalmazas, sejtés: mindegyik valodi.

(s ~)

PSPACE / \

4 N

coNP
{P } { NP-teljes ]
\S —~/

N Ny




PSPACE-teljes problemak

Def. Egy L nyelv PSPACE-teljes, ha PSPACE-beli €s minden
tovabbi PSPACE-beli nyelv polinom iddben visszavezethetd L-re.

Def. a@BF = {{y) : @ igaz prenex alaku zart Boole-formula }

Példa dz(Vasdzms|(zyV @) A (22 V) A (Ty V T3 )| € QBF
dzVyl(zV y) A (TV TY)| & QBF

Tétel aBF PSPACE teljes.




PSPACE-teljes problemak
Megjegyzés

m QBF akkor is PSPACE-teljes, ha a formula magja knf, a
kvantorok alternalnak, €s az elsd kvantor 4 (esetleg az
utolso is d).

m Ekkor QBF felfoghatd ketszemelyes jatekként.
Adott ¢ = dzyVaodzy .. . Qz Y

+ az 1. jatekos valasztja az =, z,,. .. valtozok érteket es
celja « igazza tetele,

+ a 2. jatekos valasztja felvaltva az z,,z,, ... értéket, célja
¥ hamissa tétele.

) € QBF < az 1. jatékosnak nyerostratégiaja van.



PSPACE-teljes problemak

FOLDRAJZI JATEK:

Adott egy & iranyitott graf egy p kezdocsuicsbdl. Két jatékos
p-bol indulva felvaltva egy olyan ut cslicsait nevezi meg, mely
nem halad at mar meglatogatott csucson. Az a jatekos veszit,

aki nem tudja folytatni. A probléma annak eldéntese, hogy az
elsd jatékosnak van-e nyero stratégiaja.

Tétel A FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes.

Bizonyitas Az, hogy PSPACE-ben van, a QBF-hez hasonldéan

igazolhaté. Azt, hogy PSPACE-nehéz, a QBF-bdl vald
visszavezetéssel igazoljuk.

Legyen adva a ¢ formula
@ = dxyVaedz, . .. dxpaf k péaratlan
Y =citA...Ncpn Knf.



L

PSPACE-teljes problemak

P
2 /é,&&




Irodalom
10. eloadas dec.5.

Ronyai-Ivanyos-Szabo: Algoritmusok, 255-265, 268-279. oldalak



A digitalis szamitas elmelete
11. eldadas majus 3.
« Informaciotartalom algoritmikus alapokon

 Kolmogorov bonyolultsag

* Kolmogorov véletlen sorozatok



Informaciotartalom — intuitiv példak




Informacidtartalom — intuitiv példak

Melyik sorozatnak a legtobb 1ll. legkevesebb az informaciotartalma?

e 1I11T11T1111111111
« 1001011110110101

« 1010101010101010



Informacidtartalom — intuitiv példak

Adjuk meg roviden az alabbi szamokat:

.« 8192 21 13=1101,
e 832040 F(30) F(n) =F(n-1) + F(n-2)

Im_ 224466  2n 2n

2 133557 2n-12n+l1
e 1415926535 8979323846

b_,trr .t b

4 3 5 7 9 11 2n+1
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Informacidtartalom — intuitiv példak

Rovid megadas

« természetes nyelven: €rtelmezési probléma, pl:

- max. 100 irdégep karakterrel megadhato szamok

- ezen legnagyobbikanak rakovetkezoje?
*  binarisan: jO, hossz azonos a bin. szdm hosszaval

e Turing gépet hasznalva



Osszenyomhatdsag

Def: 1={0, 1}, M egy olyan TG, melynek bemeneti és szalag abc-je 1.
M az f,,: [*— I* parcialis fliggvényt szamolja ki.
Ekkor egy I*-beli x sz0 esetén

min { |y|:y €I*, f,(y) =x } ha vanilyeny

Cp(x) =

co kiuilonben

Cy(x) azt adja meg, hogy M milyen mértekben nyomja 0ssze x-et.

Megj: C,,(x) fliigg M-t6l! CMI(X) = 00 CMz(X) = 0 alkalmas M.-re.



Osszenyomhatdsag

Tétel: (Invariancia tétel)
Legyen U egy univerzalis TG. Ekkor tetszoleges M TG-hez
letezik ¢y, €Z* szam, hogy minden I*-beli x sz0 esetén

Cu(x) = Cy(x) + ¢y

Biz: Legyen y egy legrovidebb szo, melyre f,,(y) =x.

Legyen M kodja w €1*.
Ekkor U a wi#y bemenettel x-et adja meg, azaz {(w#y) =x.
Tehdt Cy(x) = |wy | = ||+ |y| = |wk |+ Cpy(x) = ey Cpy(X)



Osszenyomhatdsag

Megj: (Invariancia tétel kovetkezmenye)
Legyen U, és U, univerzalis TG-k. Ekkor 1étezik olyan
C = Cy, U, €7+ szam, hogy minden I*-beli x sz0 esetén
| Cy, (¥) = Cy, (x) | =c.
Biz: Az mvariancia tételt U=U, , M=U, eésU=U,, M =U,

szereposztassal felirva
Cy, (¥) = Cy, X) = ¢y, €8 Cy (x) - Cy, (X) = ¢y,

Tehat | Cy, (x) - Cy, (x) | sc=max { ¢y, ,cy_}.



Kolmogorov bonyolultsag

Megj: Ha U univerzalis TG-k, akkor C,,(x)

nem fiigg 1ényegesen U-t0] (max konstans erejéig).
A tovabbiakban rogzitiink egy U univ. TG-et.

Def: Egy I*-beli x sz0 esetén a sz6 Kolmogorov-bonyolultsaga

C (x), ahol C (x) = Cy, ().

1. Meg): C(x) = | x|+ k alkalmas, x-t0] fuggetlen k szamra.
Az invariancia tételbol kovetkezik, olyan M-et valasztva,
mely rogton megall.
2. Megj: C(bin(n)) =< log, nt+ ¢ alkalmas c-re, ahol bin(n) az n szam

binaris alakjat jeloli



Kolmogorov bonyolultsag

Def: Egy I*-beli x sz0 6sszenyomhatatlan, ha

C(x)=|x]|.

Tétel: Legyen k €Z* szam. Ekkor

1) Legfeljebb 2k*1 — 1 olyan x sz6 van, melyre C(x) <k.
2) Minden n termeszetes szamra van n hosszu,
osszenyomhatatlan szo.
Biz: 1) Legyen H, = {x €I* , C(x) =< k }. H,-nak legfeljebb annyi
eleme van, mint a max. k hosszu I*-bel1 szorozatok szama, azaz

1 +2+22+23+. +2k=2k+1_]



Kolmogorov bonyolultsag

Biz: 2) Az n hosszu szavak szama 2",
Legyenk=n-1.
Ekkor 1) szerint legfeljebb 2k*!1— 1 =2"— 1 olyan x sz van, melyre
C(x) =n—1.
Tehat van olyan sz6 van, mely nincs H__,-ben, azaz
C(x) >n—1, tehat C(x) = | x| =n.
Azaz x 0sszenyombhatatlan.

1.Megj: Ha n >8, akkor az n hosszu szavak tobb mint 99 %-anak Kolmogorov
bonyolultsaga nagyobb mint n-8.

Ui a nem ilyen sorozatok H, ¢-beliek, ezek szama legfeljebb 27— 1,

melyek aranya kevesebb mint 277/ 2= 2-7=1/128 < 1/100.



Kolmogorov bonyolultsag

Tétel: A Kolmogorov bonyolultsagot megado C: I*— Z* fliggveny nem

rekurziv.

Biz: Legyen F: Z+— I* fliggvény, hogy F(m) =X, ahol x a
lexikografikus rendezés szerinti els6 eleme a

{z €I* C(z) = m } halmaznak.
Tegyiik fel indirekten, hogy C rekurziv.
Ekkor van olyan N TG, mely kiszamitja C(z)-t.



Kolmogorov bonyolultsag

Ekkor legyen M az a TG, mely tetszOleges bin(m) bemenet eseten:
— lexikografikus sorrendben veszi [* elemeitt,
— N-nel a kivalasztott z-re kiszamitja C (z)-t,

— ha C(z) = m, megall ¢s kiirja z-t.



Kolmogorov bonyolultsag

Ekkor m <= C(F(m)) F megadasa miatt.

De az invariancia tetel szerint van olyan ¢, hogy
C(F(m)) = Cyy(F(m)) +c

Masrészt M definiciOja szerint 1gaz, hogy
Cy(F(m)) = log,m + 1

De az 1s 1gaz lesz, hogy
m=logm-+c+1

Ami viszont nem teljesiil elég nagy m-t0l kezdddden.

Tehat az indirekt feltevés hamis volt, az allitas i1gaz.



Kolmogorov bonyolultsag ¢s a veletlen

Jelolés: I~ jeloli az Osszes végtelen 0-1 sorozatot. Egy x € I~ esetén x|

az elso n elembdl allo szot jelols.

Def: Egy x € I sorozat Kolmogorov-véletlen sorozat, ha
lm,_ _, C(x,)/n=1, azaz a sorozat kezddszeletel

n —=«

,,aszimptotikusan” majdnem teljesen 6sszenyomhatatlanok.

Tétel: Ha x € I~ egy Kolmogorov-véletlen sorozat, akkor nincs M TG,

mely n (binaris) bemenetre x -t 4llitja elo.
Biz: Indirekte, tegytik fel hogy van ilyen M TG. Ekkor Cy, (x,) <log,n

+1, €s az invariancia tétel szerint C(x,) <log,n+1 +c,,.

De ekkor lim_ _,, C(x,) /n < lim__ log,n/n =0, ellentmondas!

n —>w n —o



Irodalom

11. eldaddas majus. 7.
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