A digitalis szamitas elmelete
9. eldadas aprilis 4.
Fiiggvények aszimptotikus 0sszehasonlitasa
Algoritmusok (TG-ek) 1d0 €s tarigénye
A P osztaly

Tar-1do tétel



Hogyan ertelmezziik algoritmusok
hat¢konysagat?
Eldonthetd nyelv (feladat) felismerésére van-e praktikusan
hasznalhat6 algoritmus?

Milyen fajta feladatok vannak?

Eldontendo kérdés Pl. primszam-e az adott szam?
—nyelvbe tartozas

Hozzarendelés Pl. Inko, Hamilton-kor keresés
— fv kiszamitas

Egy problémara (pl. szam prim voltanak eldontése, utazo ligynok)

adott algoritmusokat hogyan értékeljiik, hasonlitsuk 0ssze?



Algoritmusok 0sszehasonlitasa

Iddigeny (lepésszam) illetve tarigény szerinti 0sszehasonlitas
A feladat nagysaganak (a megadas hosszanak) fiiggvényeben, a
nagy feladatokra koncentralva (asszimptotikus viselkedés)

A legrosszabb esetet tekintve (worst case)

Azonos fajta TG-pel ¢€s be és kimeneti reprezentacioval

megvalositott algoritmusok (ezt majd még pontositjuk)



Algoritmusok 0sszehasonlitasa

Pl. T. fel hogy a gép 1012 muvelet/sec sebességli. A €s B algoritmust

hasonlitjuk Ossze.

iddigény 1 perc alatt 1 6ra alatt
A 3000 n? n= 114 n= 260
B 20 n=45 n= 52



A ’nagy ordo’ jeloles fuggvenyek asszimptotikus
viselkedésének jellemzésere

Def: f, g: N—=R" fliggvények. f(n)= O(g(n)), ha talalhatok

c €s n, pozitiv egészek, hogy
f(n) = c g(n) han = n,.

Azt mondjuk, hogy g(n) asszimptotikus felso korlatja f(n)-nek.

PL: f(n) g(n)
6n°+ 3000 n?+10'% n’
11004 7n 7
logn+n n

log, n +log; n log n nem szamit az alap



TG 1dOkorlatja

Jelolés: Egy adott M TG esetén:

Ty,(n) jelolt M maximalis I€épésszamat (szamolasi 1dejét) az n
hosszusagu bemenetek esetén.
S\(n) jeloli az M altal maximalisan elolvasott munkaszalag
jelek szamat n hossziisagii bemenetek esetén.
Megj: Ha M nem all meg valamely n hossza bemenetre, akkor Ty,(n)
vegtelen. Ekkor Sy (n)-t 1s végtelennek tekintjiik.

Definic10: Legyen t: N—N fliggvény olyan, hogy t(n) = n minden n-

re. Az M TG t(n) idokorlatos, ha az n hosszi bemenetek esetén
legfeljebb t(n) lepest tesz meg, azaz T\, (n) < t(n) .

Definici6: TIME(t(n)) = {L | L felismerhet6 egy O(t(n)) id6korlatos M
TG-pel.}..




TG tarkorlatja

Definici6: Legyen s: N—N fiiggvény olyan, hogy s(n) = log,n

minden n-re. Az M TG s(n) tarkorlatos, ha az n hosszu
bemenetek esetén legfeljebb s(n) db cellat hasznal a

munkaszalagon, azaz S,,(n) < s(n) .
Definicio: SPACE(s(n)) = {L | L felismerhet6 egy O(s(n)) tarkorlatos
M TG-pel.}.




TG 1dOkorlatja
Pl: L = {01k | k=0}. Egy L-et eldont6 TG:
1. Keres 0 jelet 1 utan, ha van elutasit, ha nincs, visszamegy a
szalag elejére.
2. Havanmeg 0 és 1 a szalagon, ismételd:
Menj a szalag elejére, €s huzd at a legelsd 0-t €s 1-t.
3. Ha maradt athuzatlan 0 vagy 1, elutasit, kiilonben elfogad.
IdGigény: O(n?)

Megj: 2-szalaggal O(n) 1épésben eldonthetd a nyelv



A P osztaly

Pl: TIME(n) a linearis 1doben felismerhetd nyelvek osztalya.

TIME(n?) a négyzetes id6ben felismerhetd nyelvek osztalya.

Definicié: P=U, _; TIME(n¥) a polinom idében

egyszalagos TG-pel eldonthetd nyelvek osztalya.

1. Megj: Valamely, az alappal ekvivalens specialis TG modellt

hasznalva, ha az polinom 1d6ben szimulalhat6 alap TG-pel, akkor
P invarians arra nézve, hogy az alap vagy a specialis TG-et

hasznaljuk szamitasi modellként.

2. Megj: P a praktikusan szamitogéppel megoldhatd problémaknak

felel meg. Altalaban talalunk P-beli problémakra gyors

(negyzetes, kObos,...) algoritmust



Pedak P-beli problémakra
Ismert polinomialis algoritmus az alabbi problémakra:
PATH = {<G,s,t>| G iranyitott graf, és van benne iranyitott ut s-bol t-
be}.
RELRPIME = {<x,y>| x és y relativ primek}.
GRAPH-2-COLOR = {G | G graf csucsai kiszinezheték 2 szinnel }.
EULER-CYCLE = {G | G grafban van Euler kor}.

PRIME = {x| x prim}. 2002-es eredmény!



Pedak mindmaig nem P-bel1 problémakra

Nem sikertilt eddig polinomialis algoritmus talalni pl. az alabbi

problémakra:
HAMILTON-CYCLE = {G | G grafban van Hamilton kor}.

GRAPH-3-COLOR = {G | G graf cstcsai kiszinezhet6k 3 szinnel}.



TG-ek szimulacidjanak 1d0 €s tarigénye
Lattuk, hogy specialis TG-ek (tobbszalagos, RAM, ... nem
determinisztikus) szimulalhatok alap TG-pel. Ehhez tobb 1d0 illetve
tar kell, mennyivel? Mi az egyszerlibb gépeken a hatekonysagromlas
mérteke?

Tétel: Az N k-szalagos TG-hez van olyan egyszalagos M TG, hogy
L(M) =L(N), és ha N f(n) idéigényi, akkor M O(f(n)?) id6igényii.

Biz: nem részletezziik, a korabbi konstrukciohoz hasonlo



TG-ek szimulacidjanak 1do ¢s tarigénye
Tétel: Az N TG-hez van olyan tobbszalagos M TG, hogy egy
alkalmas n, szamon tul
a) tetszOleges € > 0 esetén T,,(n) = n(1+¢€), haTy(n)=0(n)

b) tetszOleges ¢ > 0 eseten Ty, (n) = ¢ Ty(n), ha hm Ty(n)/n=

Biz: nem részletezzik.

Megj: A fenti tetel magyarazza, hogy miért tekinthettiink el a konstans

szorzotol az 1dOigény definialasakor.



Tar-1do tetel
d¢étel: Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-t01 fligg6 ¢ konstans,
hogy L € TIME(25®™), .

Biz: (vazlat) Legyen M egy L-et O(s(n)) tarkorlattal eldonté Turing-

gep ¢s legyen w az M egy tetszOleges n hosszu bemenete. Ekkor a

kezddkonfiguraciobol elérhetd konfiguraciok szama cn20(s) =
20(sM) ahol ¢ egy a szalagabécétdl fliggd konstans.

Mivel M 20(s() Iépése utan konfiguracid ismétlodés all fenn, ligyes
konstrukcidval elerhetd, hogy az M-et szimulalé N Turing-gep
20(s(m) Iépés utan észrevegye ha végtelen ciklusba esik. Kovetkezik,
hogy N az L-et ismeri fel és 20(s(m)) idGigényli, ami bizonyitja a tétel

allitasat.



Nyelvosztalyok komplementere

Jelolés: L I feletti nyelv esetén L¢ =I*\LL az L komplementere.

Def: L nyelvosztaly esetén coL = {L | L € £ } az £ nyelvosztaly

komplementere.

Tétel:

a) co(coLl) =L
b) Ha 4 C @nyelvosztalyok, akkor co 4 C co B.
a) (L©)¢ = L alapjan.

b)LEc0o A =ILCEA =L EB=LECc0B



Tar-1do tetelek komplemens nyelvosztalyokra

Tétel: TIME(t(n))= coTIME(t(n)), azaz

L € TIME(t(n)) akkor és csak akkor, ha L¢ € TIME(t(n)) .

Biz: Az L-et eldontd M TG-ben az elfogado ¢€s elutasito allapotokat

felcserélve, egy azonos futasideji, Lt eldonté TG-et kapunk, tehat
L¢ € TIME(t(n)) , azaz coTIME(t(n)) CTIME(t(n)).

Masrészt TIME(t(n)) =co( coTIME(t(n))) CcoTIME(t(n)).

Tehat TIME(t(n)) =coTIME(t(n)).



Tar-1do tetelek komplemens nyelvosztalyokra

Tétel: SPACE(s(n))= coSPACE(s(n)), azaz

L € SPACE(s(n)) akkor és csak akkor, ha L¢ € SPACE(s(n)).

Biz: Legyen L € SPACE(s(n)). A tar-1do tételbeli N gép minden
inputra megall, O(s(n)) tarkorlatos.

Ebben felcserclve az elfogado ¢€s elutasito allapotokat, adodik

hogy L¢ € SPACE(s(n)), azaz
coSPACE(s(n)) € SPACE(s(n)).

A masik 1rany mint elobb.



Nevezetes nyelvosztalyok

Definicio: EXPTIME = U, _, TIME(2™) az exponencialis idSben

felismerhetd nyelvek osztalya.

Definicié: PSPACE = U, _, SPACE(n*) a polinom tarban

felismerhetd nyelvek osztalya.

Tétel: P C PSPACE C EXPTIME

Biz: Ha M TG t(n) 1dokorlatos, akkot t(n) tarkorlatos 1s (Iépésenkent

max. egy jelet ir a munkaszalagra).
Tehat TIME(n¥) € SPACE(nY), és igy
P=U,_, TIME(n*) CU, _, SPACE(n*) = PSPACE



Nevezetes nyelvosztalyok

Ha L € PSPACE, akkor valamely k-ra L € SPACE(n)

A tar-1dd tétel szerint ekkor hogy
L € TIME(2"™) C EXPTIME.

Tétel: EXPTIME C R (=Rekurziv nyelvek osztalya)

Biz: C kovetkezik EXPTIME idOkorlatossagabol.

A valodi tartalmazashoz mutatunk egy L nyelvet, mely rekurziv, de

nem EXPTIME-beli,



Nevezetes nyelvosztalyok

L={we {0, 1}* azM,_ gép létezik, és legfeljebb 22™ 1épésben

elutasitja w-t, ahol |w| a sz6 hossza.}

1. L-nek végtelen sok eleme van, mivel egy M, —t kibOvithetiink a
kiinduld helyzetbdl soha nem elérhet6 allapotokkal. Egy ilyen y
leiras esetén M, ¢ppen ugy fog mikkodni, mint M, , tehat az

1dOkorlatja 1s azonos.

2. Megmutatjuk, hogy L semmilyen n-re nincs benne TIME(22"")-
ban. Ez elég is, mivel EXPTIME C TIME(22"").



Nevezetes nyelvosztalyok

Indirekte feltessziik, hogy L felismerhet6 ¢22™" idékorlatos M TG-pel.
Legyen n,olyan szam, hogy n = n, esetén ¢22""' < 22"

Legyen w egy n,—nal hosszabb sz0, melyre M, 1€tezik €s ugy
viselkedik mint M. Most megmutatjuk, hogy mind w € L, mind a

w &L feltételezés ellentmondasra vezet.

Ha w € L, akkor M, elfogadja w-t 22" < 22" I¢pésben, de ekkor
L def. szerint w €L

Ha w & L, akkor M, nem utasitja el w-t c22"" < 22" [épésben, de

megall, ezért elfogadja w-t, amib0ol w € L kovetkezne.



