A digitalis szamitas elmelete

8. eloadas marcius 28.

* Turing gépek €s nyelvtanok
* Anyelvosztalyok attekintése

* Turing gépek €s a termeszetes szamokon
ertelmezett fliggveények



Attekintés

Bizonyitasok:

L, & RE Indirekte, kozvetleniil Cantor diag.

elv.

L E R -b0l kovetkezne, hogy L€ RE

L,E R -bdl kovetkezne, hogy L € R

L. € R -bol kovetkezne, hogy L, & R



Grammatikaval generalhato nyelvek (1sm)




Generativ grammatikak (1sm)

Definici0: Egy G = (V, Z, R, S) négyes generativ grammatika, ahol:

V egy véges halmaz, a grammatikai valtozok vagy

nemterminalisok halmaza,
2 egy veges halmaz, diszjunkt V-vel, a terminalisok halmaza,

R egy véges halmaz, a levezetési szabalyok halmaza, ahol egy
levezetési szabaly alakja

a—f
ahol o €s 3 terminalisok ¢s nemterminalisok sorozata,

SEV a kezdo- vagy mondatszimbolum.



Generativ grammatikak (1sm)

Definicio: A G =(V, 2, R, S) grammatika generalja az L C X*
nyelvet,ha L= { wEXZ*|S=*w }

Jelolés:

L(G) a G grammatika altal generalt nyelv.



Chomsky-fé¢le nyelvosztalyok (1sm)

A nyelvet generald grammatika szabalyaira tett megkotesek

alapjan:
3-as nyelvosztaly: regularis (Reg)
A— a, A— aB alaku szabalyok
2-es nyelvosztaly: kornyezetfiiggetlen (CF)
A— a alakl szabalyok
1-es nyelvosztaly kornyezetfliggd (CS)

B Ay — f ayalaka szabalyok
a — [ alaka szabalyok ahol |o|<|B| nem csokkend
meg]: ezek ekvivalensek!
0-as nyelvosztaly:
tetszOleges alaku szabalyok



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal

generalhato nyelvek kapcsolata
Tétel: A nyelvtannal generalhatd nyelvek osztalya megegyezik a

rekurzive felsorolhato nyelvek osztalyaval. Azaz L nyelv akkor ¢€s
csak akkor generalhatd grammatikdval, ha van a nyelvet felismero
Turing -gép.

Biz: = irany (a Turing-Church tézisbol is kovetkezik/azt tamasztja ala)

Megmutatjuk, hogy ha L grammatikaval generalhato, akkor van
M TG, hogy L(M)=L.

Legyen G = (V, 2, R, S) grammatika mely L-et generalja.

A grammatika szerinti levezetés egy-egy lepéset meghatarozza,

hogy mely szabalyt alkalmazzuk, és annak bal oldalat az éppen

aktualis mondatszeri forma hanyadik elemére 1llesztjiik.



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal
generalhato nyelvek kapcsolata

R nem valtozik, a szabalyok kodolt alakja
w a bemeneti sz0
S a k lepéssel levezethetd mondatszerti formak

munkaszalag, a k-1 Iepés eredménye

Négyszalagos, ‘univerzalis’, nyelvtan szerinti levezetést szimuladlo

TG-et hatarozunk meg.



M mukodése:

1. Atmasolja a 3. szalagot a 4-re, majd torli 3 tartalmat.

2. A4, szalagon szerepld minden egyes mondatszerli formara:
a) Minden egyes a — [} szabalyra megkeresi mindazon helyeket a
mondatszert formaban, ahol o elofordul.
b) Minden egyes ilyen esetben a mondatszerti format ugy toldja
hozza a 3. szalagon szerepl6 sorozatokhoz, hogy elvalasztojel utan a

mondatszerli forma megfeleld helyén a helyett P szerepel.

3. Megvizsgalja, hogy a 4. szalagon szerepel-e¢ w-vel azonos

mondatszert forma. Ha igen, elfogadé allapotban megall,

ha nem, 1-re 1¢p.

M ¢ppen a G grammatika altal generalt szavakat fogja elfogadnu.



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal

generalhato nyelvek kapcsolata
Biz: < 1rany (vazlat)

Egy M =(Q, %, I, 0, ¢, Geifogads Delutasit) 1 G-hez megkonstrualjuk azt
aG=(V, 2R, S) grammatikat, amely éppen L(M)-et generalja.
Feltessziik, hogy ha M megall, akkor a szalag tlires. (Ezek nem
megszorito feltevések, mivel egy tetszoleges TG-hez megadhato vele
ekvivalens ilyen TG.)

M miikodese soran egy pillanatny1 konfiguraciot megadunk egy
jelsorozattal: u p v, ahol p egy allapot, uv a szalagon levo sorozat a
veégtelen sok jel elott, a fej v els6 elemén all.

Pe¢ldaul, az xa p by konfiguracid rakovetkezOje az xac qy, ha

o(p, b) =(q, c, J) (a fej jobbra Iépett)



Rekurzive felsorolhatd €s nyelvtannal
generalhato nyelvek kapcsolata

A G grammatika V valtozo1 Q €s 2 szimbolumai, valamint S és hatar szimbolum.

A szabalyok M miikodését visszafelé irjak le:

1. Hao(p,a)=(q,b,J),akkorbg—=pa

2. Had(p,a)=(q,b,B),akkorgb—pa

3. Szabalyok az input el¢ €s utan beszurt iires 1ll. hatar szimbdlumok torlésere
Az egyetlen elfogado allapot felel meg a kezd6 szimbolumnak:

S — qelfogad _
Ha M egy inputra az elfogado allapotba erkezik, akkor az input levezethetd a

fenti szabalyokkal, €s szo levezetésnek megfelel M konfiguracidinak egy sorozata,

amely a szOt mint inputot a végallapotba viszi. Tehat G ¢ppen L(M)-et generdlja.



Kornyezetfiiggd nyelvtannal generalhato nyelvek

felismerése TG-pel
Mi a helyzet az 1-es (CS) nyelvosztallyal?

Def: Linearisan korlatozott TG egy olyan, specialis TG, mely a

szalagnak csak a bemeneti altal elfoglalt részet hasznalja.

Tétel: A kornyezetfiiggd nyelvtannal generalhato nyelvek osztalya (CS)

megegyezik a linearisan korlatozott TG-pel felismerhetd nyelvek

osztalyaval.

Biz: nem részletezzuk

Tétel: A kornyezetfiiggd nyelvtannal generalhato nyelvek osztalya (CS)

valddi részhalmaza a rekurziv nyelvek osztalyanak.

Biz: nem részletezzuk




Grammatikaval generalhato nyelvek Osszevetese




Numerikus fuggvenyek

A nemnegativ egészeket N jeloli. Nk-en értelmezett, N értékii
figgvényeket vizsgalunk.

PIL. f(n, m) = m n? + 3 m?™+!7
A fv ertékeét ugy szamitjuk ki, hogy a kifejezéseit visszavezetjiik alap
kifejezésekre (pl. szorzas) €s alacsonyabb kitevojl kifejezésekre,

pl: m*=m m ™!



Numerikus fuggvenyek

Def: Az alap fiiggvények a kovetkezdk:

a) N —N rakovetkezo fv: succ(n) =n+1.
b) Nk —N (k =0) k-valtozods zéro fv: zero, (n,,...n; ) = 0.
c) Nk—N (k 20) k-valtozos j-dik identitas fv: id, ;(ny,...n,) = n,.
Bonyolultabb fiiggvényeket a kovetkez0 moédokon kombinalunk:

Def: Legyen k, m =0, és adottak a g: Nk =N illetve
h,, ... h: N™ —=N fuggvények. Ekkor g kompozicioja a
h,, ... h fuggvényekkel az az f : N™ —N fv, melyre:

f(n,, ... n ) =g(h,(n,, ... n),... hy(n, ... n)).



Numerikus fuggvenyek

Def: Legyen k=0, és adottak a g: N* =N illetve
h: N¥*2 —N fiiggvények. Ekkor g és h altal rekurzivan definialt

fliggvény az az f : NI —N fv, melyre:

f(n,, ... n,, 0) =g(n,, ... n,).

f(n,, ... n,, m+1) = h(n,, ... n,, m, f(n,, ... n,, m)).

Def: A primitiv rekurziv fuggvények az alap fliggvények, és a
beldliik tetszOleges, véges szamu kompozicioval €s rekurzioval

szarmaztatott fliggvények.



Numerikus fuggvenyek
1. pl: plus(n,m)=n+m fiiggveény rekurziv definicioja:
plus(n,0)=n, plus(n,m+1)=plus(n,m)+1.
Primitiv rekurziv fliiggvényként:
k=1, ge:N —=N, g(n)=1d; ;(n) =n,
h: N° —N, h(n,m,p) = succ(id; 3(n,m,p)).
Ekkor g és h altal rekurzivan definialt plus: N> —=N fv, melyre:
plus(n, 0) =g(n) =1d, ;(n) =n.

plus(n, m+1) = h(n, m, plus(n, m)) = succ(id; 3(n,m, plus(n, m))

= succ(plus(n,m)).



Numerikus fuggvenyek

2. PI: mult(n,m)=nm fliggvény rekurziv definicioja:
mult(n, 0)=0, mult(n, m+1)= plus(n, mult(m,n)).
Primitiv rekurziv fliggvényként:

mult(n,0) = zero(n),

mult(n,m+1) = h(n,m,mult(n,m))=plus(n,mult(m,n))
3. PI: exp(n, 0) =succ(zero(n)).

exp(n, m+1) =mult(n, exp(n,m)).



Numerikus fuggvenyek

Tétel: A primitiv rekurziv fliggvények szamossaga megszamlalhatéan
vegtelen.

Biz: A primitiv rekurziv fiiggvények megadhatok az alap fliggvények,
a kompozicio ¢s rekurzio, valamint zargjelek €s term. szamok
szimbolumaibol allo véges sorozatokkal, 1lyenbdl megsz. vegtelen

van.

Tétel: Nem minden kiszamithatd fv. primitiv rekurziv.

Biz: Cantor-féle atlos modszerrel, unaris fv-ekre
Soroljuk fel az 6sszes primitiv rekurziv unaris fliiggvényt,
f,,5,..1,..

Legyen g az az unaris fv, melyre g(n) = (n)+1



Numerikus fuggvenyek

A g fv kiszamithato, €s kiilonbozik minden f -t0l, ugyanis g(n) =f (n).

P¢lda totalis, kiszamithato nem primitiv rekurziv fliggvényre:
az Ackermann fliggvény.
A(m,n) =
n+1, ha m=0,
A(m-1,1), ha m>0 ¢s n=0,
A(m-1,A(m,n-1)), ha m>0 és n>0.



Numerikus fuggvenyek

Def: Legyen k=0. A g: N&*1 =N fliggvény minimalizacioja az az

f: Nk =N fiiggvény, melyet a kovetkez6 modon értelmeziink:

f(n,, ... n,) = a legkisebb m, melyre g(n,, ... n,, m) =1,
ha van ilyen m

f(n,, ... n,) = 0 kiillonben.



Numerikus fuggvenyek

Megj: A g: N¥"I =N fiiggvény minimalizacioja jol definialt, de nincs
modszer a kiszamitasara.
m:= 0,
while g(n,, ... n,, m) = 1 do m:=m+1,
output m.

Nem algoritmus, mivel nem feltetlentil all meg.

Def: Legyen k=0. A g: NI N fiiggvény minimalizalhaté, ha a
fent1 eljaras mindig megall, azaz minden n,, ... n, €N esetén van
olyan m €N, hogy g(n,, ... n,, m)= 1.

Def: Egy f fv u-rekurziv, ha eloallithato az alap fliggvényekbdl a
kompozici0, a rekurzio €és a minimalizacio operatorokkal, az

utdbbit minimalizalhato fliiggvényre alkalmazva.



Numerikus fuggvenyek

Tétel: Az f: Nk —=N fiiggvény u-rekurziv akkor és csak akkor, ha

rekurziv, azaz kiszamithato Turing géppel.

Biz: nem részletezzuk



