A digitalis szamitas elmelete

7. eloadas marcius 21.

Tovabbi példak nem Turing-eldonthetod problémakra
- domino
- kongruens szamok ... nem tudjuk

Turing gép megadasa koddal
Van nem Turing-felismerhetd nyelv

- szamossagl meggondolas
- konkret nyelv megkonstrualasa

Az univerzalis Turing gép

A megallasi probléma



Nyelvek felismerhetdsege — problémak
eldonthetOsege

Az 0sszes nyelv
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Turing felismerheto vagy
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A Dominoprobléma

1
4 2
3
al ak 1 4 . 14 rr 14
dl bl dk bk k féele dominoval lefedheto-e a sik
cl ck

F=a,*b,*c,*d# a,*b,*c,*d,# ... a,*b, *c, *d, #
D={F € {0,1,...,9, *, #}"| a sik lefedhet6 az F féle domindkkal}
D nem eldontheto, és nem 1s felismerheto, azaz

D nem rekurziv, és nem 1is rekurzive felsorolhato.



Periodikussag

Periodikus: Nem periodikus:




Domino probléma

* Adott néhany csempefajta, oldalak szinei1 1lleszkedjenek.

X D4 L KK
& X 4 D X DX

* Barmekkora fiirdoszobara eleg?

— Ha nem eleg, akkor az kidertl (vegigprobalva)

— Ha van periodikus, kidertl (vegigprobalva)



Kvazikristalyok

« Leéteznie kell olyan csempéknek, amikkel csak NEM

periodikusan csempézhetiink.

* Penrose

Dopp(o: ®O®.aUC.0pY



Kvazikristalyok

 Harom dimenzioban: Al-Pd-Mn kristaly, nem periodikus

* Schechtman: Nobel-dij 2011.



Egy felismerheto verzio (PCP)

al ak

. bl | > e bk | , a;, b; {0,1}-feletti nem tires szavak.

F =a,*b# a,*b,# ... a,*b #
D’ ={F € {0,1, *, #}7| van olyan iy, ..., i,, indexsorozat, hogy

Aj1 .- Ajn = bil bin}.



Nyitott kérdés: a kongruens szamok felismerese

Definici6: Egy m pozitiv szam kongruens, ha van olyan derékszogii haromszog,

melynek teriilete m, €s oldalai racionalis szamok.

p r p>t+q*=r’

q pq=2m

Pl. 5 kongruens: 3/2, 20/3, 41/6
6 kongruens 3,4,5
Nem 1smert, hogy a K (a kongruens szamok problémaja) eldontheto-e.

Megj: K rekurzive felsorolhatd: Mivel a rac. szamok megszamlalhatok, az azokbol
alkotott parok 1s azok. Tehat ha van olyan p, q hogy pq = 2 m akkor az kidertil
veéges sok lepés utan. Majd egy ilyen parra az 1s véges sok lépésben kidertil, ha

az a Pythagorasz tételnek eleget tesz valamely r rac. szamot valasztva.



Nyelvek felismerhetdsege — problémak
eldonthetOsege

Tétel: Van olyan L’ C >"={0,1}" nyelv, amely

nem Turing felismerhetd, azaz nem rekurzive felsorolhato.
Biz: Egy TG leirhato veges jelsorozattal, pl. a definicios megadassal.

Az 0sszes TG felsorolhatd, mivel k hosszu jelsorozattal megadott TG véges

sok van. Legyen M,, M,, ..M _, ... egy felsorolasuk (lasd késdbb részletesen).
Az M. TG egyértelmiien meghatarozza az altala felismert L. nyelvet,

igy a Turing felismerheto nyelvek is felsorolhatok: L, L,, ...L , ...

Azaz a Turing felismerheté nyelvek megszamlalhatéoan sokan vannak.

Masrészt: Az dsszes Y feletti nyelv szamossaga éppen a {0,1}" lehetséges

részhalmazainak a szamossaga, ami tobb, mint megszamlalhato. (Biz.

kozepiskola, 1ll. Cantor modszer.)



Egy nem Turing felismerhetd nyelv

Feltessziik az M = (Q, Z, I, 0, 4, Yeifogad> etutasit) 1 G-101, hogy:

« Q=1{0,1,...,q}, 0 akezdd, q az elfogadd, q-1 az elutasito allapot

« X=40, 1} bemeneti abc,

« TI'={0,1,..,s}szalag abc, s felel meg az iires jelnek, -nek

« J=I,B=0

Ekkor M egyértelmiien megadhat6 egy {0, 1} * -beli w szoval, ez M
kodja. Masrészt egy {0, 1} * -beli szohoz legfeljebb egy M

tartozik, aminek a jellegzetességei (allapotok, allapotatmenet fv,

abc-k) megadhatok w alapjan.
Tehat a TG-eket tekinthetjiik specialis {0, 1} * -beli szavaknak.



Egy nem Turing felismerhetd nyelv

Pl: Egy M TG megadhato6 a kov. modon:
qHsH# QoiX#q, # X # my #qQ#X#HQ # X Fm#. ..
.. QX #q, #X. #m’
ahol o(q;, X; ) = (q;’, X;” m;’)
[rjuk fel az egész szamokat binarisan a fenti sorozatban.
Az igy kapott sorozatban alkalmazzuk a kovetkezo helyettesitést:
#=11,1=01, 0 =00.

Az egyértelmiiség érdekében az allapotatmenetek kodjait (azaz a
q.#x: #q.” #x.” #m.’ -nek megftelel0 sorozatokat)

lexikografikusan soroljuk fel.

Ezzel M-et egy {0, 1}* -beli w szoval irtuk fel.



Egy nem Turing felismerhetd nyelv

Jelolje M, a w altal kodolt Turing-gépet.

Megjegyzés: a {0, 1}* -beli szavak felsorolhatok.

Pl. a kanonikusan: Az iires szot, majd az 1, 2, ...k, ...
hosszusaguakat soroljuk fel. Az azonos hosszu sorozatokat
lexikografikusan soroljuk fel, igy: €, 0,1, 00, 01, 10, 11, 000,
001, 010, 011, ...



Egy nem Turing felismerheto nyelv: L

Def: Diagonalis nyelv: azon TG kodja, mely TG-ek nem fogadjak el a sajat kodjukat
Ly={we&{0,1}*, azM, gép létezik, ésw&L,, }

Tétel: Ly nem rekurzive felsorolhato nyelv.

Biz: Indirekten, t. fel, hogy L, rekurzive felsorolhato. Azaz van N TG, mely €ppen L,
szavait ismeri fel, L = Ly Azaz N felismeri w-t, ha w egy olyan M, TG-t

kodol, mely nem fogadja el a sajat kodjat.

Mi a helyzet N-nel? Legyen N kodja s. Felismeri-e N s-et, azaz s € L teljesiil-e?

Ha feltessziik hogy igen, akkor a def. szerint s & L, , ELLENTMONDAS!!
Ha feltessziik hogy nem, akkor a def. szerint s € L, , ELLENTMONDAS!!

Tehat mindkét esetben képtelensegre jutottunk, igy az indirekt feltevesiink hamis.



Az univerzalis Turing gep

Képes szimulalni tetszdleges, a w kodjaval adott M, TG-et.

Tétel: Van olyan U 3 szalagos TG, melyre teljesiil, hogy ha

w, s € {0, 1}*, és M, 1étezik, akkor az U gép pontosan akkor
fogadja el (utasitja el, keriil végtelen ciklusba) az w#s bemenetet,

amikor M, az s bemenetet elfogadja (elutasitja, ciklusba kertl).

Bizonyitas: A 3 szalag szerepe

WHS nem valtozik, M, mukodéset adja meg

S M,, szalagjanak a szimuldlasa

0 M., pillanatnyi allapota




Az univerzalis Turing gep

U mukodése:

0. Ellenorzi, hogy w TG-t ir-e le, ha nem, elutasit. Ha 1gen, beirja s-t
a 2., és 0-t (a kezdoallapot kodjat) a 3. szalagra.

1. Az elsd szalag alapjan meghatarozza, hogy M mit 1épne, ha a 3.
szalagon megadott allapotban lenne, ¢s az olvasofej alatt a 2.
szalagon szereplo jelet latna.

U megteszi M 1€épését, €s megtelelden modositja a 2. €s 3. szalag

tartalmat.

U megall elfogado 1ll. elutasito allapotban, ha az M szerinti )
allapot ¢ppen elfogado¢ ill. elutasito. Ha nem, akkor az 1. I¢épést

1smétli.



Az univerzalis nyelv, L,

Keérdés: Eldonthet-e, hogy egy adott M gép elfogad-e egy adott

s € {0, 1}* sz6t? (‘Szuper’ algoritmust keresnénk.)
Def: Univerzalis nyelv

L,={wi#s€{0, 1}* M, létezik, éssELy }

Megj: L, €éppen az univerzalis TG nyelve,
azaz L, =L, ahol U egy univ. TG.

Tehat L rekurzive felsorolhato.



Az univerzalis nyelv, L,

Tetel: (Turing, 1936) L, nem rekurziv nyelv.

Biz: Indirekten, feltessziik hogy L, rekurziv nyelv. Ekkor van N TG,
mely eldonti L, —t, azaz minden inputra megall, és L, = Ly .
Legyen N’ a kovetkezok szerint miikkodo TG:

1. Ha a we& {0, 1}* bemenet nem TG kodja, elutasitja.
2. Ha a w bemenet egy TG kodja, akkor elinditja N-t az w#w
bemenettel. Ha ez a szimulaci6 elfogado allapotban megall, akkor

N’ elutasito allapotban végez, és forditva, elutasito N allapot esetén

a N’ végallapota elfogado.



Az univerzalis nyelv, L,

N’ minden w bemenetre megall, az ind. feltevés miatt.
N’ pontosan akkor fogadja el w-t, ha M, 1étezik, és w & L,,.

Tehat az L- a nyelv éppen az L  nyelv, amelyrdl lattuk, hogy nem
rekurzive felsorolhato. Tehat ellentmondasra jutottunk, az ind.
felteveésiink hamis kell hogy legyen, amibol kovetkezik, hogy az

eredet1 allitas 1gaz.



Nyelvek felismerhetdsege — problémak
eldonthetOsege
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A megallasi probléma

Kérdes: Eldontheto-e, hogy egy adott M TG gép megall-e minden

bemenetre? (‘Nincs-e végtelen ciklus a programunkban’?)
Def: A megallasi problémahoz (halting problem) tartozo L, nyelv

L,={w#s € {0, 1}*, M Iétezik, és s bemenettel elinditva megall }

Tétel: L, rekurzive felsorolhato, de nem rekurziv nyelv.

Biz: Legyen U egy univ. TG. Ez L, szavaira meg fog allni. Legyen U’
az a TG, mely azonos U-val, kivéve hogy U elutasit allapotat

elfogadra valtoztattuk. Ekkor L, = L., azaz L, rek. felsorolhato.



A megallasi probléma

Biz: Azt indirekte mutatjuk meg, hogy L, nem rekurziv.
Ind. felt: L, rekurziv, azaz van olyan M TG, mely mindig megall, €s

L= Ly

Legyen M’ az a TG, mely el6szor M-et futattja, majd ha M elfogado
allapotban végzett, U-t.

M’ mindig megall az ind. felt. miatt, és M’ éppen L -t ismeri fel.

De L _-161 lattuk, hogy nem rekurziv. Az ellentmondas oka az ind.
feltevés, az hamis tehat, azaz a tétel masodik részének allitasa 1s

1gaz.



Abra:

W #S

A megallasi probléma

>

M9
o oM S N Ligen
| igen |
nem nem

azaz wis & L,

azaz s & Ly

1gen
azazs € Ly,



A megallasi problema uires inputra

Kérdes: Eldonthetd-e, hogy egy adott M TG geép megall-e az iires

bemenetre?

Def: L={w& {0, 1}*, M, 1étezik, és az ¢ (lires) bemenettel elinditva

megall }

Tetel: L, rekurzive felsorolhato.

Biz: A rek. felsorolhatosagot bizonyitja, hogy egy w& L, esetén az L
megallasi nyelvet felismerd automatat a w#e= w# inputtal futtatva,

ez a gep €ppen L, —t ismer fel.

Tetel: L, nem eldonthetd. Bizonyitas: visszavezeteéssel.




Visszavezetések

P, visszavezetése P,-re (P; < P5):

yes

@ yes

no

—

4

P2
Def. L € Y™ visszavezetheté az L, € A™ nyelvre, ha van olyan
Turing-géppel kiszamithatd f: X" — A* fliggvény, hogy minden

w € X* szora teljesiil, hogyw € L; © f(w) € L, .



Visszavezetések

détel: HaL; < L, ¢és
e L, eldontheto (rekurziv), akkor L4 1s eldontheto.

e L, Turing-felismerhetd (rekurzivan felsorolhato), akkor L4 is

Turing-felismerhetd.

Biz.: pl. a visszavezeteést kiszamolo €s az L,-t eldonté Turing-gép

,,kompozicigja’> az Lq nyelvet donti el.

Hogyan lehet ezt eldonthetetlenség bizonyitasara hasznalni?

Ha L; < L, és L1 nem eldonthetO, akkor L, sem lehet eldonthetd.



A megallasi probléma eldonthetetlensége
ujra
d'¢tel: Ly, eldonthetetlen.
Biz.: Megmutatjuk, hogy L,, < L. TetszOleges M Turing-géphez
¢s s bemenethez konstrualjuk meg az M’ Turing-gépet a kovetkezo

modon.

M’ annyiban kiilonbozik M-tdl, hogy amikor M elutasito allapotba
lep, akkor M’ végtelen ciklusba I€p. Minden tovabbi esetben az M’
masolja M miitkodesét. Legyen w €s w’ rendre az M ¢s az M’ kodja.
Nyilvanvalo, hogy az f(w)=w’ fgv. kiszamithato egy Turing-
geéppel. Tovabba:

wH#s € L, © w'#s € L;,.



L. eldonthetetlensege Ujra

d'¢tel: L eldonthetetlen.

Biz.: Megmutatjuk, hogy L, < L;.

Adott M Turing-géphez ¢€s s bemenethez legyen M’ a kovetkezo
Turing-gép.

M’ tetszOleges u bemeneten a kovetkezot teszi. M’ megvizsgalja u-
t, €s ha u nem az tires szo, akkor M’ elfogadja a bemenetet. Ha u az
ures sz0, akkor M felmasolja a szalagjara az s szot €s elkezdi
szimuldlni az M-et az s szon. Legyen rendre w €¢s w’ az M ¢s az M’
kodja. Az f(w)=w’ fgv. kiszamithato egy Turing-géppel. Tovabba:

wits € L, © w' € Ly,.



Attekintés

Bizonyitasok:

L, & RE Indirekte, kozvetleniil Cantor diag.

elv.

L E R -b0l kovetkezne, hogy L€ RE

L,E R -bdl kovetkezne, hogy L € R

L. € R -bol kovetkezne, hogy L, & R



