A digitalis szamitas elmelete
4. eldadas marc. 7.
Verem automata
Verem automatak altal felismert nyelvek €éppen a CF nyelvek
Operatorok CF nyelveken.

CF nyelv €s R (regularis) nyelv metszetre CF nyelv

Nem determinisztikus verem automata, nem determinisztikus CF

nyelvek.



Verem automatak

DVA nem alkalmas CF nyelv felismerésére ...

Milyen modositas sziikséges?

Pl: {wwR |we&ZXZ*}, {0n1"|0=n} CF nyelvek felismeréséhez
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Verem automatak

Definicio: Verem automata

M=(Q, 21,09, q, F) ahol:

1. Q,egy véges halmaz az allapotok halmaza
2. 2, egy veges halmaz a bemeneti abc

3. T, egy veéges halmaz a verem abc

4. 0:Qx2 xI', = AQ xT)) az allapotatmenet fiiggvény
5. q, € Q akezdeti allapot

6. F C Q avégallapotok halmaza

Jelolés: 3 =X U {e}, [, =T U {e} (‘nem olvasunk-irunk’)



Verem automatak

Definicio: Felismert (elfogadott) jelsorozat

M=(Q, 21,0, q, F) egy verem automata, w =w, w, ... w,  Z_-beli

jelek sorozata.
M felismeri w-t, ha 3 :
r, 1, ... r, Q-beli allapotok sorozata, €s
Sy 8 --- 8, I', —feletti szavak sorozata hogy:
l. 1ry=qpéss,=¢€
2. (ry,b)E€E0(r,,W,,,a) 1=0,.n-1, ahol:
s;=atess_, =bt valamelyabecl, éstecl™
3. r,€F
Definici6: M verem automata felismeri az A nyelvet, ha

A = {w| M felismeri w-t}.




Verem automatak
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Verem automatak
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Verem automatak

Tétel: Minden L CF nyelvhez 1étezik 6t felismerd verem automata.

Biz: Legyen egy, az L-et generalo CF grammatika G.
Megkonstrualunk egy M verem automatat, amely minden
bemeneti jelsorozatrol eldonti, hogy levezetheto-e a G

grammatika szerint.

Otlet: M a G baloldali levezetéseit szimulalja.

Pl: S — 01SS0 szabaly alkalmazasa
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Verem automatak

1. Altalanositas: (r, u) € 8(q, a, s), aholu=u, u, ... u,.
Szimulalas az eredeti modellel: beiktatunk uj q,, q,, ... q;_;

kozbiilsd allapotokat, melyekre:

d(q .3, 8) ={(q;, u)} 0 @ |

6(q1989 8) - {(qza uk-l)} a, S —>Xyz

6(q2989 8) — {((h, uk_z)} £, &2y
OENO= ()

0(qy.1,&, €) = 1(r, up)}



Verem automatak

Tehat hasznalhatjuk azt a roviditést, hogy (1, u) € o(q ,a, s), ami azt
jelenti, hogy a q allapotbdl az a jel és s verembeli jel olvasasara az

automata az r allapotba kertil, €s az u sorozatot betette a verembe.
2. M allapotainak halmaza, Q = { Qs> vég> Deikdus)
* O(Akerasr & &) = { (Qoigusy S$) inicializalas
e a) a verem legfelso eleme nemterminalis
O(eiktus> & A) = { (Qeikusy W) | A =W szabilya G-nek}
b) a verem legfels6 eleme terminalis: 8(q.; ;.. @, @) ={(Qui1ue €)}

c) a verem legfelso eleme $ : 0(q.\ e € ) Z{(qvég, £)}



Verem automatak
Példa: S — 0S1 | ¢
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Verem automatak

Tétel: Minden M verem automatahoz 1étezik G CF grammatika, mely

eppen az M altal felismert nyelvet generalja.
Biz: Feltessziik, hogy M-re 1gaz, hogy:

1. Egyetlen vegallapota van, ez qy.,.

2. A vegallapotot tires veremmel €r1 el M.

3. Minden egyes allapotatmenet vagy betesz egy

szimbdlumot a verembe, vagy Kivesz egyet onnan.

Egy adott M modosithato gy, hogy a felteételek teljesiiljenek.



Verem automatak

Olyan nyelvtant krealunk, amely minden p ¢&s q allapotparhoz
tartalmaz egy A, valtozot, melybol minden olyan sz0 levezetheto,

amely az M automatat p-bdl g-ba viszi gy, hogy p-ben ¢és g-ban i1s
ures a verem.
Egy ilyen p-t g-ba vivo allapotatmenet-sorozat betesz 1€péssel

kell hogy kezdddjon, €s kivesz 1épessel kell hogy végzodjon.

Legyen t az elso 1¢péssel betett szimbolum. Két esetet lehet:

a) Atveglig a veremben maradt, csak az utolso kivesz tavolitotta el.
Ezt egy A, —aAb szaballyal szimulaljuk, ahol a az els6, b pedig
az utolso Iépésben a bemenetrdl olvasott szimbolum, r a p-t

kovetd, s a g-t megeldzo allapot az allapotatmenet sorozatban.



Verem automatak

b) A t mar hamarabb kikertilt a verembol valamely r allapotba

erkezve: Ay, — A A,
Legyen M=(Q, %, I, 9, qg, {qy¢. s )- G grammatika nemterminalisai
legyenek { A, | p,q €Q}, ¢s legyen a kezdoszimbolum Aqoqvég
Megadjuk G szabalyait:
a) A, —aA b aholab e 2_,p,qr,s € Q,és It el hogy:
(r,t) € o(p ,a,€) €s (q, €) € O(s ,b, t).
b) A,, 2A,A,, minden p,q,r € Q esetén.
¢) A,, > emnden p € Q esetén.

Megmutatjuk, hogy xe L(G) <& x € L(M).



Verem automatak

1. Lemma: Ha x levezetheto A, -bol, akkor M a p allapotbol tires

veremmel indulva, az x-et beolvasva el tud jutni a q allapotba ugy,

hogy a verme 1smét lires.
Biz: a levezetések 1épesszama, n szerinti teljes indukcioval.

Alap eset: n=1

Az egyetlen levezetési szabaly jobb oldalan csak terminalis szerepel.
[lyen szabaly csak A — ¢ lehet.
Ekkor valdban, a p allapotbol a p allapot elérheto, €s tires kiindulasi

veremmel lires vermet eredményez.



Verem automatak

Indukcids felteves: legfeljebb k levezetesi szabaly alkalmazasa esetén

1gaz a lemma allitasa.
Megmutatjuk, hogy ekkor k+1 —re 1s 1gaz.

Legyen A, =% x egy k+1 hosszu levezetés. Az elsé lepes, a

szabalyok alakja alapjan, ketféle lehet:
a) A, —>aAb, ekkor x=ayb, ahol y levezethetd A ;-bol k Iépesben.

Ekkor az ind. feltevés szerint r-bol s allapot elérhetd az y inputot
beolvasva Ugy, hogy az r €s az s allapotban 1s a verem tires.
Masrészt a szabaly definicidja szerint 4 t € I', hogy:

(r,t) € 0(p ,a, €) €s (q, €) € O(s ,b, t). Azaz t-t betéve, majd az

utolso Iépesben kiveve, a lemma allitasa igaz A, =% x -re.



Verem automatak

b) A,, —ALA,, , ekkor x=yz, ahol y levezetheto A -bol s

z levezetheto A, -bol legfeljebb k Iepesben.

Ekkor az ind. felteves szerint p-bdl az r allapot elérhetd az y
inputot beolvasva, illetve r-bol a q allapot elérhetd az z inputot
beolvasva ugy, hogy a p.r €és q allapotban 1s a verem tires.

Azaz p-b0l a q allapot elérhetd az x inputot beolvasva ugy, hogy a
p ¢s q allapotban a verem ures, a lemma allitasa igaz A |, =% X -

Ie.



Verem automatak

2. Lemma: Ha M valamely p allapotabol €s iires verembol x-et

beolvasva, van olyan allapotatmenetek sorozata, hogy az automata
q allapotba kertil, €s a verem 1smét iires, akkor x levezetheto a

grammatika A | nemterminalisabol.

Biz: az allapotatmenetek szama, n szerinti teljes indukcidval.

Alap eset: n=0

Ekkor nincs beolvasas, tehat x= kell hogy legyen. Valoban szerepel

G szabalyai kozottA | -, ekkor az allitas 1gaz.



Verem automatak

Indukcios felteves: legfeljebb k hossza allapotatmenet sorozatra igaz a lemma

allitasa.
Megmutatjuk, hogy ekkor k+1 —re 1s 1gaz.
Legyen x-hez egy megfeleld k+1 hosszu allapotatmenet-sorozat elso ill. utolso
allapota p ill. q. E sorozathoz tartozo vermeket tekintve, két eset lehetséges:

a) ures verem nem szerepel kozbiilso helyen.

Ekkor az elso betett elem azonos kell hogy legyen a legvégén kivett elemmel,
legyen ez t. Legyen a az elsOnek, b az utolsonak beolvasott elem, r a masodik, s az
utolso el6tti allapot. Mivel (r,t) € 0(p ,a, €) €s (g, €) € 0(s ,b, 1), igy a A, —aA b
szabaly szerepel G-ben. Legyen x=ayb. Ekkor az r-bdl s-be juto, y-t beolvaso
atmenet-sorozatra alkalmazhato az ind. feltevés, azaz y levezethetd A -bol. De

. o
ekkor A . =*; X is igaz.



Verem automatak

b) Legyen r az a kozbiilso allapot, amikor a verem kiiiriil.
Ekkor a p-bol r-be 1lletve r-bdl g-ba vivo allapotatmenetek
sorozata legfeljebb k hosszi. Legyen x=yz, ahol y az r allapotig
beolvasott, z pedig a megmaradoé részsorozata x-nek. Az ind.
feltevés miatt A =*5y és A, =5 z. Mivel azA |, —A A
szabaly szerepel G-ben, igy ennek alkalmazasaval x levezetheto
A,,-bol.



Verem automatak
A fenti eredményeket alkalmazva az A 0Qvég kezdOszimbolumra azt

kapjuk, hogy x levezetheto Aq 0Qveg -bo1 csakkor, ha M a kezdo

allapotabol, tures veremmel x-et beolvasva, van allapotatmenetek

olyan sorozata, hogy az automata a veg allapotba kertil, ¢s a verem

1ISmét ures.

Tehat x-et felismer1 M csakkor, ha x-et generalja a G grammatika.

Ezzel a tétel allitasat bebizonyitottuk.



Muveletek CF nyelveken

Tétel: Legyen £ a CF nyelvek halmaza.

£ zart a regularis operatorokra nézve.
Azazha A, € Lés A, € L, akkor:

1. AJUA,EL

2. Aj°A,EL

3. A,*eL



Muveletek CF nyelveken

Bizonyvitas:

Legyen G, =(V,, 2, R, S)) és G, =(V,, Z,, R,, S,)) A, 1ll. A, £-beli
nyelveket generald grammatikak. Az altalanossdg megszoritasa
nelkil feltehetjiik, hogy V, és V, diszjunktak.

1. Unio esete
Legyen G=(V, U V,U {S}, £, U X, R, S), ahol
R=R,UR, U {S—S§,, S—= S,} Ekkor L(G) = L(G,) U L(G,)

2. Szorzat esete
Legyen G=(V,U V,U {S}, 2, U X, R, S), ahol
R=R,UR, U {S — §,;S,} Ekkor L(G) = L(G,) ° L(G,) = A,°A,



Muveletek CF nyelveken

3. [Iteralt esete
Legyen G=(V, U {S}, 2,, R, S), ahol
R=R,U{S —¢,S —= SS,} Ekkor L(G) =L(G,) *=A,*



Muveletek CF nyelveken

Tétel: Legyen £ a CF nyelvek halmaza.

£ nem zart a metszetre nézve.

£ nem zart a komplementerre nézve.

Bizonyvitas:

A, = {a"b"c™ | n,m =0}, A, = {a"b™c™| n,m =0} mindketten CF
nyelvek. A; N A, = {a"b"c"| n =0} viszont nem CF (belattuk).

A De Morgan azonossag szerint: A; N A, = (AU A%, 1gy a

komplementerre zartsag maga utdn vonna a M-re zartsagot.



Muveletek CF nyelveken

Tétel: Ha A, CF nyelv, A, regularis nyelv, akkor A; N A, CF nyelv.

Bizonyitas: Hasonlit a regularis nyelvek esetében hasznaltra. Legyen
M,=(Q,, %, I', 0, q;, F; ) verem automata, hogy A,= L(M,) €és
M,=(Q,, Z, 9,, q», F, ) dva, hogy A, = L(M,) . Legyen
M =(Q,xQ,, Z, T, 9, (q,,9,), F;xF,) verem automata, ahol:

0: QxQ, x X x ', = AQ,xQ, x I') allapotatmenet fv legyen:
3(p,q,a,b) = {1, (8x(q,a), 5) | (r.5) E8,(p.a,b) }

M valoban A, N A, —t 1smeri fel (hf).



Determinisztikus CF nyelvek

Def: AzM=(Q, 2, T’, 0, q, F ) verem automata determinisztikus, ha a
0: Qx 2_x I', = AQx T)) allapotatmenet fv olyan, hogy

minden g, a, b esetén 0(q,a,b) maximum egyelemii halmaz.

Def: Az L C3 * nyelv determinisztikus CF, ha az L{$} nyelvhez van

Ot generalo determinisztikus verem automata, ahol

$ nem X-beli szimbolum, mely a nyelv szavainak végét jeloli.

Pl: L=a*U {a"b"|n =1}



Determinisztikus CF nyelvek

Tétel: A determinisztikus CF nyelvek osztalya zart a regularis

operatorokra, valamint a komplementerkeépzésre, €s a metszetképzesre.

Biz: nem targyaljuk

Tétel: A determinisztikus CF nyelvek osztdlya sziikebb, mint CF nyelvek

osztalya, azaz van CF nyelv, am1 nem determinisztikus CF nyelv.
Pl: L={a*b™c" | k= m vagy m= n } CF, de nem determinisztikus CF.

Biz: A fent1 tételt alkalmazzuk ¢€s kerestink egy alkalmas regularis

nyelvvet.



Mirol volt szo ?

Verem automata

Verem automatak altal felismert nyelvek = CF nyelvek
Operatorok CF nyelveken.

CF nyelv ¢és R (regularis) nyelv metszetre CF nyelv

Nem determinisztikus verem automata, nem determinisztikus CF

nyelvek.



