A digitalis szamitas elmelete
2. eléadas 2017. febr. 21.
* Egy regularis nyelvet felismerd minimalis dva

A dvanem elég: vannak nemregularis nyelvek

* Regularis nyelvek jellemzése a ‘pumpal6d lemmaval’



L(M) = (abUba)*

Minimalis dva




Minimalis dva

Definicio: Legyen L € Z* egy nyelv. X, y € 2* L-re nézve

ekvivalensek, ha V z € Z* esetén igaz, hogy:
xz € L akkor ¢s csak akkor (csakkor),ha yz€& L.

Ezt a relaciot = —vel jeloljik.

Megj: = ekvivalencia relacio 2* -on, mely ekvivalencia
osztalyokra bontja 2*-t.
Egy x € Z* ekvivalencia osztalyat [x] jeldli.



Minimalis dva

Pl: L= (abUba)* esetén a X* = szerinti ekvivalencia osztalyai:

1. [e]=L

2. |a]=La

3. [b]=Lb

4. [aa]= L(aaUbb)X*

Ugyanis igaz, hogy:
a) a fenti halmazok ekvivalencia osztalyok
b) kiilonboznek
c) egyilitt kiadjak X*-t



Minimalis dva
a halmazok =~ szerinti ekvivalencia osztalyok, azaz VzEX*

esetén: xz € L csakkor, ha yz € L, ahol L= (abUba)*

. [e]=L,x=¢,y €L

¢z =z € L csakkor, ha yzE€ L

l]a]=La,x=a,y€ La

az €L csakkor, ha yzE L
a(b(..) (..) ... (.)) )C)...(Dab() () ...(.)
mint 2

laa] = L(aaUbb)Z* , x = aa, y € L(aaUbb)Z*

aaz€L semmilyen z-re, yz €L semmilyen z-re



Minimalis dva

Definicio: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva.

(rx)e Q x 2*, M egy konfiguracioja

Definici6: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva, (r,x) egy konfiguracio.
(r,x) rakovetkezoje az (r’,x’) konfiguracio, ha:
 ax’ =X, ahol a&2,

¢« O(ra)=r’.

Jelolés: (r,x) |—y (r7,X0).

Definicio: (r,x) |[—* (r’,X’), (r,x) =bél (r’,x’) elérheto, ha

(LX) [—m @Ry v oY) F—m(r”.X7) valamely k = 0.



Minimalis dva

Definicio: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva. x, y € 2* M-re nézve

ekvivalensek, ha d q€ Q hogy
(d-X) |—"m (q,€) €s (qo,Y) [—™ 1 (,€)
Ezt a relaciot ~,, -vel jeloljuk.
Megj: ~,, ekvivalencia relacio Z*-on.
Jeloles: Minden q elerheto allapothoz egy-egy X*-részhalmaza

ekvivalencia osztaly tartozik, ezt [q] jelol.



Minimalis dva

L. [q,]= (ba)*
2. [gy]=La
3. [gq3]=abL 3 b a 3 b
4. |q,]=b(ab)* b b
- Q4 Q6
5. |qsJF L(bbUaa) Z*
6. [qq]=abLb '

Belatasa htf.



Minimalis dva

Tétel: Legyen M = (Q, Z, 9, q,, F) dva. Ekkor V x, y € X* esetén:

X~MmY = X= Y
Biz: x € 2* eseteén legyen q(x) az az allapot, melyre
(90-X) [—"n (q(%),€)
Igy x, z € 3* esetén xz € L(M) akkor és csak akkor, ha
(9(x),2z) [—"m(q’,¢), ahol " EF.
De x ~\;y = q(x)=q(y), tehat
xz € L(M) akkor ¢és csak akkor, ha yz € L(M) V z € Z* esetén.

Azaz X =y .



Minimalis dva
~y finomitasa =~ -nek
Pl: L(M) = (abUba)* o
/ 1. |q,JF (ba)*
1. [e]=L >< . |g9,JF La

UV I\

3]= abL
2. la]=1La /4. q,]= b(ab)*
. [q5]= L(bbUaa) =*
3. [b]=Lb 451~ L(bbLaa)
6. [g¢]=abLb

4. [aa]=L(aaUbb)Z*



Minimalis dva

Tétel: Ha L C 2* egy regularis nyelv, akkor
dM=(Q, 2,9, qy, F) dva, hogy L(M) =L, és allapotainak szama,
n €éppen az =; relacio altal meghatarozott ekvivalencia osztalyok

szama. M, az allapotainak szamozasatol eltekintve, egyértelmil.

Biz: Legyen
+ Q={[x]|xex*}
* qp=[¢]

. F={[x]|xEL}
+ 3(x], a) = [xa]



Minimalis dva

Q={[x]|xEZ=* } véges, ugyanis mivel L regularis, 3 M’ dva,
hogy L =L(M”). De lattuk, hogy ~,- finomitasa =; -nek, igy
~; -nek maximum annyi1 ekvivalencia osztalya van, mint ~,;.-nek,

ami pedig veges.
O([x], a) = [xa] jol definialt, azaz ha x’ € [x], akkor [xa] =[x"a]

De xa = x’a csakkor ha x = x’
Minden x,y € Z* : ([x], y) | —*\ (xY], € )
Biz.: y hossza szerinti teljes indukcioval.

y = € esetén trivi.

Ind. feltevés: 1gaz max. n hosszu y-okra.

Ekkor y = y’a-t tekintve ¢€s az indukci0s feltevést
alkalmazva: ([X]a y,a) |_*M ([Xy,]a a) |_ M ([XY’a], € ) -
([xyl, € ).



Minimalis dva

Megmutatjuk, hogy L=L(M).
Minden yEZ* esetén:

yEL(M) <=> ([e], y) —*\1 (q, € ), ahol q€F <=> [y] EF <=>y
=

Kov: L € 2* regularis csakkor, ha az = relacio altal meghatarozott
ckvivalencia osztalyok szama veges.




Melyik nyelv nem regularis?

A ={1%|n=0}
B= {1"|nprim}
C ={ w | azonos szamu 0 és 1 w-ben}

D = { w | azonos szamu 01 és 10 részsorozat w-ben } HF!



Regularis nyelvek jellemzese

Tétel (Pumpald lemma, Bar-Hillel lemma):

Ha L C 3* egy regularis nyelv, akkor 3 p € N szam, hogy
V s € L esetén, ha s hossza leglabb p, akkor s felbonthato
s =xyz alakba gy, hogy:

1. xy"z € L minden n =0 esetén,

2‘ |Y|>Oa
3. |xy|=p.

* p=[Q]legyen.
« Legyens€L, s=s;s,...5, p <n. Az s-et elfogado allapotok sorozata legyen

r=r,1,..r,..,, ekkor p < n+1. Tehat r tagjai kozott kell lennie legalabb két

azonosnak, a skatulya elv miatt. Jelolje ezeket 1; ¢s r,. Feltehetjiik, hogy k<p+1.



Regularis nyelvek jellemzese

* X=8;8)... 8, Y= 8Sjsy - Sks Z = S Spep - Sy

1. xy"z € L minden n =0 esetén valoban,

2. |y |>0, mert j=k,

3. |xy|=k-1 =p, mertk < p+I.



A pumpalo lemma hasznalata

Pl: C={ w | azonos szamu 0 és 1 w-ben} nem regularis.
Biz:
A pumpal6 lemmat hasznaljuk, indirekten bizonyitunk.

Ttel, hogy C regularis, ekkor p jelolje a pumpald hosszt.
Legyen s = 0P1P. Mivel [s| = p, a pumpalo lemma szerint s =xyz,

hogy
* xy"z € L minden n =0 esetén (1. feltétel),

« és|xy|=p. (3. feltétel)
Ekkor xy, igy y is csupa 0-bol all, és |y| = 1, tehat xy?z & L.

Azaz az indirekt felteves hamis, az eredeti allitas az 1gaz.



Mirol volt szo ma?

Egy regularis nyelvet felismerdé minimalis dva

A dva nem elég: vannak nemregularis nyelvek

Regularis nyelvek jellemzése a ‘pumpal6d lemmaval’

A pumpald lemma hasznalata indirekt bizonyitassal



