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Informacidtartalom — intuitiv példak

Adjuk meg roviden az alabbi szamokat:
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Informacidtartalom — intuitiv példak

Rovid megadas

« természetes nyelven: €rtelmezési probléma, pl:

- max. 100 irdégep karakterrel megadhato szamok

- ezen legnagyobbikanak rakovetkezoje?
*  binarisan: jO, hossz azonos a bin. szdm hosszaval

e Turing gépet hasznalva



Osszenyomhatdsag

Def: 1={0, 1}, M egy olyan TG, melynek bemeneti és szalag abc-je 1.
M az f,,: [*— I* parcialis fliggvényt szamolja ki.
Ekkor egy I*-beli x sz0 esetén

min { |y|:y €I*, f,(y) =x } ha vanilyeny

Cp(x) =

co kiuilonben

Cy(x) azt adja meg, hogy M milyen mértekben nyomja 0ssze x-et.

Megj: C,,(x) fliigg M-t6l! CMI(X) = 00 CMz(X) = 0 alkalmas M.-re.



Osszenyomhatdsag

Tétel: (Invariancia tétel)
Legyen U egy univerzalis TG. Ekkor tetszoleges M TG-hez
letezik ¢y, €Z* szam, hogy minden I*-beli x sz0 esetén

Cu(x) = Cy(x) + ¢y

Biz: Legyen y egy legrovidebb szo, melyre f,,(y) =x.

Legyen M kodja w €1*.
Ekkor U a wi#y bemenettel x-et adja meg, azaz {(w#y) =x.
Tehdt Cy(x) = |wy | = ||+ |y| = |wk |+ Cpy(x) = ey Cpy(X)



Osszenyomhatdsag

Megj: (Invariancia tétel kovetkezmenye)
Legyen U, és U, univerzalis TG-k. Ekkor 1étezik olyan
C = Cy, U, €7+ szam, hogy minden I*-beli x sz0 esetén
| Cy, (¥) = Cy, (x) | =c.
Biz: Az mvariancia tételt U=U, , M=U, eésU=U,, M =U,

szereposztassal felirva
Cy, (¥) = Cy, X) = ¢y, €8 Cy (x) - Cy, (X) = ¢y,

Tehat | Cy, (x) - Cy, (x) | sc=max { ¢y, ,cy_}.



Kolmogorov bonyolultsag

Megj: Ha U univerzalis TG-k, akkor C,,(x)

nem fiigg 1ényegesen U-t0] (max konstans erejéig).
A tovabbiakban rogzitiink egy U univ. TG-et.

Def: Egy I*-beli x sz0 esetén a sz6 Kolmogorov-bonyolultsaga

C (x), ahol C (x) = Cy, ().

1. Meg): C(x) = | x|+ k alkalmas, x-t0] fuggetlen k szamra.
Az invariancia tételbol kovetkezik, olyan M-et valasztva,
mely rogton megall.
2. Megj: C(bin(n)) =< log, nt+ ¢ alkalmas c-re, ahol bin(n) az n szam

binaris alakjat jeloli



Kolmogorov bonyolultsag

Def: Egy I*-beli x sz0 6sszenyomhatatlan, ha

C(x)=|x]|.

Tétel: Legyen k €Z* szam. Ekkor

1) Legfeljebb 2k*1 — 1 olyan x sz6 van, melyre C(x) <k.
2) Minden n termeszetes szamra van n hosszu,
osszenyomhatatlan szo.
Biz: 1) Legyen H, = {x €I* , C(x) =< k }. H,-nak legfeljebb annyi
eleme van, mint a max. k hosszu I*-bel1 szorozatok szama, azaz

1 +2+22+23+. +2k=2k+1_]



Kolmogorov bonyolultsag

Biz: 2) Az n hosszu szavak szama 2",
Legyenk=n-1.
Ekkor 1) szerint legfeljebb 2k*!1— 1 =2"— 1 olyan x sz van, melyre
C(x) =n—1.
Tehat van olyan sz6 van, mely nincs H__,-ben, azaz
C(x) >n—1, tehat C(x) = | x| =n.
Azaz x 0sszenyombhatatlan.

1.Megj: Ha n >8, akkor az n hosszu szavak tobb mint 99 %-anak Kolmogorov
bonyolultsaga nagyobb mint n-8.

Ui a nem ilyen sorozatok H, ¢-beliek, ezek szama legfeljebb 27— 1,

melyek aranya kevesebb mint 277/ 2= 2-7=1/128 < 1/100.



Kolmogorov bonyolultsag

Tétel: A Kolmogorov bonyolultsagot megado C: I*— Z* fliggveny nem

rekurziv.

Biz: Legyen F: Z+— I* fliggvény, hogy F(m) =X, ahol x a
lexikografikus rendezés szerinti els6 eleme a

{z €I* C(z) = m } halmaznak.
Tegyiik fel indirekten, hogy C rekurziv.
Ekkor van olyan N TG, mely kiszamitja C(z)-t.



Kolmogorov bonyolultsag

Ekkor legyen M az a TG, mely tetszOleges bin(m) bemenet eseten:
— lexikografikus sorrendben veszi [* elemeitt,
— N-nel a kivalasztott z-re kiszamitja C (z)-t,

— ha C(z) = m, megall ¢s kiirja z-t.



Kolmogorov bonyolultsag

Ekkor m <= C(F(m)) F megadasa miatt.

De az invariancia tetel szerint van olyan ¢, hogy
C(F(m)) = Cyy(F(m)) +c

Masrészt M definiciOja szerint 1gaz, hogy
Cy(F(m)) = log,m + 1

De az 1s 1gaz lesz, hogy
m=logm-+c+1

Ami viszont nem teljesiil elég nagy m-t0l kezdddden.

Tehat az indirekt feltevés hamis volt, az allitas i1gaz.



Kolmogorov bonyolultsag ¢s a veletlen

Jelolés: I~ jeloli az Osszes végtelen 0-1 sorozatot. Egy x € I~ esetén x|

az elso n elembdl allo szot jelols.

Def: Egy x € I sorozat Kolmogorov-véletlen sorozat, ha
lm,_ _, C(x,)/n=1, azaz a sorozat kezddszeletel

n —=«

,,aszimptotikusan” majdnem teljesen 6sszenyomhatatlanok.

Tétel: Ha x € I~ egy Kolmogorov-véletlen sorozat, akkor nincs M TG,

mely n (binaris) bemenetre x -t 4llitja elo.
Biz: Indirekte, tegytik fel hogy van ilyen M TG. Ekkor Cy, (x,) <log,n

+1, €s az invariancia tétel szerint C(x,) <log,n+1 +c,,.

De ekkor lim_ _,, C(x,) /n < lim__ log,n/n =0, ellentmondas!

n —>w n —o



Irodalom
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