A digitalis szamitas elmelete
10. eldadas aprilis 25.
NP nyelvosztaly

* NP nyelvhez van polinomialis iddben ellenOrizhetd tanu

* NP-teljes problémak



Nemdeterminisztikus TG (1sm)

Definicio: Nemdeterminisztikus Turing gép (ND TG):
M = (Qa 29 ra 69 Jo- qelfogad? qelutasit) ahol:

l.
2.
3.

4. 3:QxI'—= AQ xTI x{J, B}) az allapotatmenet fiiggvény

5.
6.
7.

Megj: A ND TG mukodését fa irja le. Ha egy agon az elért allapot
elfogado, akkor a ND TG elfogadta a kezdeti sorozatot.



Turing gép variaciok: nemdeterminisztikus TG

Tétel: Minden M NDTG-hez van vele ekvivalens S TG. (volt)
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Pl: 2,1,3 cimke
melyik konfiguracionak felel meg?



NDTG i1dokorlatja

Definici0: Legyen t: N—N fliggvény olyan, hogy t(n) = n minden n-
re. Az M NDTG t(n) idokorlatos, ha az n hosszi bemenetek

esetén M minden szamitasi it mentén legfeljebb t(n) 1épést
megtéve megall. Azaz n hosszi bemenetek esetén legfeljebb t(n)
+1 m¢ély a szamitasi fa.
Megj: Nem i1smert olyan fizikali megvaldsitds, mely t(n)-nel aranyos
1dOben szimulalna egy t(n) idokorlatos NDTG mukodeseét.
Definicio: NTIME(t(n)) = {L CI" | L felismerhet6 egy O(t(n))
id6korlatos M NDTG-pel. }.




Az NP nyelvosztaly

Definicié: NP = U, _; NTIME(n¥) a polinom idében

egyszalagos NDTG-pel eldonthetd nyelvek osztalya.
1. Megj: PC NP

mivel egy t(n) idokorlatos TG tekinthetd egy specialis, t(n)
idokorlatos NDTG-nek, igy TIME(n*¥) C NTIME(n¥)

2. Megj: PC NPvagy P=NP?
Nyitott kérdés, 1M §$ dij!




Az NP nyelvosztaly

Tétel: PC NP N coNP
Biz: P C NP lattuk.

De a co operator tartalmazas megorzd volta miatt ekkor

coP C coNP

Lattuk hogy coP =P, tehat P C coNP is teljesiil.



NP -be tartozas megmutatasa bizonyitékkal

Allitas: xE L

Tanu, bizonyiték: y

A bizonyiték:
« nem hosszu,

e  hatékonyan ellendrizhetd!

Merlin lovagjai és udvarholgyeir - egy parositas
Hamilton kor van-e a grafban? — az 0sszes csucs egy sorozata

G graf sikbarajzolhato-e? — egy sikba lerajzolt graf



NP —beli nyelvhez tartozas j0 bizonyiteka
Egy NP-beli nyelv komplementere nem mindig NP-beli.
PI:

Merlin lovagjai €s udvarholgyel nem hazasithatok 6ssze

tana adhato: lovagok €s holgyek megfeleld részhalmazai

Nincs Hamilton kor a gratban

tani nem adhato:
G graf nem sikba rajzolhat6

tanu adhato: valamelyik Kuratowski-graf mint G részgrafja

Nem 1smert, hogy co NP =NP teljesiil-¢.



NP -be tartozas megmutatasa bizonyitékkal

Def: Legyen L egy X feletti nyelv. L polinomialisan bizonyithato, ha

van olyan V algoritmus, hogy

L= {w |V elfogadja <w,c> —t valamely Z*-beli c-re},

¢s V polinom 1dejli w hosszat tekintve.

Tétel: NP azokat a nyelveket tartalmazza, amelyek polinomialisan

bizonyithatok.



NP —teljes problemak

Egy L NP-beli nyelv NP-teljes, ha § a ,,legnehezebb” az NP-beli

nyelvek kozil.

1. Megj: ‘Eleg’ az NP-teljes problémakat vizsgalni.

2. Megj: Egy NP-teljes problémara nem érdemes polinom ideji

algoritmust keresni (mivel az a feltételezés, hogy P CNP).



Nevezetes NP —teljes problemak

Def: A ¢s B 2* feletti nyelvek.

A polinom 1d0ben visszavezethetd B-re, ha van
f: 2* —=X* polinomialis 1doben kiszamithato fv, hogy
wEA < f(w) EB.
Ezt A <,B jeldli.
Tétel: Ha A <,B és B € P, akkor A€ P.

Biz: Legyen M az a TG, mely polinom 1ddben felismer1 B-t.
Ekkor a kovetkez0 N TG A-t ismeri fel polinom 1ddben:



Nevezetes NP —teljes problemak
w 1nput esetén N:
«  Kiszamitja f(w)-t,

Me-et futtatja f(w)-n, és outputként M outputjat adja.

Def: L NP-teljes, ha
« L NP-beli, és

« tetszOleges A NP-beli probléma polinom 1dében visszavezethetd

L-re.



Nevezetes NP —teljes problemak

Def: Bool valtozok 1gaz (1) vagy hamis (0) értéket vehetnek fel.
Def: Bool kifejezések:

€S vagy nem
0A0=0 Ov0=0 -0=1
OAl=0 Ovl =1 - 1=0

In0=0 Ivo=1
Inl =1 Ivl =1

Pl: ® =(=x Ay) V(X A = 2)

SAT = {® | ® kielégithet Bool kifejezés},



Nevezetes NP —teljes problemak

Tétel: Ha B NP-teljes ¢s B € P, akkor NP =P.

Biz: definici6kbol kov.

Tétel: Ha B NP-teljes, C NP-beli, és B <, C, akkor C 1s NP-teljes.

Biz: definiciokbol kow.



Nevezetes NP —teljes problemak
Tetel: (Cook-Levin) SAT € P akkor ¢s csak akkor, ha NP =P.
Masképp fogalmazva, SAT NP-teljes.
Biz: nem részletezziik
Def: 3SAT = {® |
=@, vb,vc)Aa(@vb,ve)a..a(avb vc)
valamely k-ra, ahol tetszdleges a. , b., c. egy Boole-valtozo vagy
annak negaltja
® kielégitheté Boole-kifejezés}.
Tétel: 3SAT NP-teljes.

Biz: SAT polinom iddben visszavezethetd 3SAT-ra. (Nem

részletezziik)



Nevezetes NP —teljes problemak

Tétel: VERTEX COVER (lefoghato-e G minden ¢le legfeljebb k
ponttal) NP-teljes.

Tétel:k-COLORABILITY (kiszinezhet6-e G minden ¢le legfeljebb k

szinnel) NP-teljes k =3 esetén.

Tétel: HAMPATH NP-teljes.

Biz: 3SAT polinom idOben visszavezetheto HAMPATH-ra.



Savitch tetele
Def. NPSPACE = U, ., NSPACE(n), ahol
NSPACE(s(n)) = {L | L felismerhet6 egy O(s(n)) tarkorlatos M

nemdeterminisztikus TG-pel.}.

Tétel. Ha f(n) = 0(log,(n)), akkor

NSPACE(f(n)) c[DISPACE((f(n))?).

Biz. (Vazlat) Egyrészt, Savitch megmutatta, hogy a PATH €
TIME((log, (n))?).



Savitch tétele

Masreszt, legyen N egy f(n) tarigényll nemdet. TG. Az N
konfiguracos grafia egy n hossza bemeneten 29U (M) méretil, és
ebben a grafban kell egy determinisztikus TG-nek egy utat keresni

a kezdokonfiguraciobol egy elfogado konfiguracioba.
Savitch tétele alapjan ez elvégezhetd (log, (ZO(f ("))))2 azaz

0((f(n))2) tarral, ami bizonyitja az allitast.

Kovetkezmény. PSPACE=NPSPACE

Emlékeztetoiil: az a sejtés, hogy P < NP.



Problemaosztalyok tartalmazasa
d¢tel: PSPACE < EXPTIME
Biz (vazlat):
Legyen L € PSPACE, és N egy L-et f(n) tarral felismero TG.

Korabban lattuk, hogy N konfiguracios grafja egy n hosszu
bemeneten 29U () méretii. Ebben a grafban kell egy M
determinisztikus TG-nek egy elfogado konfiguraciot keresni.
Mivel a PATH probléma P-beli, ez megoldhato 20U (™) idében.
Mivel f(n) egy polinom fliggvény kapjuk, hogy L € EXPTIME.



Problemaosztalyok tartalmazasa

Kovetkezmény: P € NP C PSPACE=NPSPACE C EXPTIME.

Nem 1smert, hogy a tartalmazasok valodiak-e.
Ismert, hogy P C EXPTIME. Tehat a fenti lancban legalabb az

egyik helyen valodi a tartalmazas, sejtés: mindegyik valodi.
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PSPACE-teljes problemak

Def. Egy L nyelv PSPACE-teljes, ha PSPACE-beli €s minden
tovabbi PSPACE-beli nyelv polinom iddben visszavezethetd L-re.

Def. a@BF = {{y) : @ igaz prenex alaku zart Boole-formula }

Példa dz(Vasdzms|(zyV @) A (22 V) A (Ty V T3 )| € QBF
dzVyl(zV y) A (TV TY)| & QBF

Tétel aBF PSPACE teljes.




PSPACE-teljes problemak
Megjegyzés

m QBF akkor is PSPACE-teljes, ha a formula magja knf, a
kvantorok alternalnak, €s az elsd kvantor 4 (esetleg az
utolso is d).

m Ekkor QBF felfoghatd ketszemelyes jatekként.
Adott ¢ = dzyVaodzy .. . Qz Y

+ az 1. jatekos valasztja az =, z,,. .. valtozok érteket es
celja « igazza tetele,

+ a 2. jatekos valasztja felvaltva az z,,z,, ... értéket, célja
¥ hamissa tétele.

) € QBF < az 1. jatékosnak nyerostratégiaja van.



PSPACE-teljes problemak

FOLDRAJZI JATEK:

Adott egy & iranyitott graf egy p kezdocsuicsbdl. Két jatékos
p-bol indulva felvaltva egy olyan ut cslicsait nevezi meg, mely
nem halad at mar meglatogatott csucson. Az a jatekos veszit,

aki nem tudja folytatni. A probléma annak eldéntese, hogy az
elsd jatékosnak van-e nyero stratégiaja.

Tétel A FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes.

Bizonyitas Az, hogy PSPACE-ben van, a QBF-hez hasonldéan

igazolhaté. Azt, hogy PSPACE-nehéz, a QBF-bdl vald
visszavezetéssel igazoljuk.

Legyen adva a ¢ formula
@ = dxyVaedz, . .. dxpaf k péaratlan
Y =citA...Ncpn Knf.



L

PSPACE-teljes problemak

P
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Irodalom
10. eloadas dec.5.

Ronyai-Ivanyos-Szabo: Algoritmusok, 255-265, 268-279. oldalak



