Computer controlled systems

Lecture 11, November 29, 2017
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1. Mintavételezett allapotegyenlet, diszkrét ideji allapottér modell

Cél: Az éllapottér modell diszkretizalasa, hiszen egy szamitogép nem folytonos, hanem digitélis jelekkel
dolgozik. A szamitogépvezérelt rendszerekben diszkrét idejd szabélyozok vannak. A szabalyozok terve-
zéséhez és implementaldsdhoz tehat sziikségiink van a modell diszkretizalasara.

Megjegyzés: Bonyolult rendszerek esetén altalanos eljaras, hogy el@szor folytonos idében modelleziink,
és tervezziik meg a szabalyozot, majd utana diszkretizaljuk az egész rendszert egy megfelel§ mintavételi
idével. A mintavételi id6hoz a legfontosabb megkotés az, hogy nem ronthatja el a rendszer stabilitasat.
Persze emellett figyelembe kell venni a szabalyozé alatt miikodd hardver képességeit.

1.1. Allapotegyenlet diszkretizalasa

A folytonos idejii allapotegyenlet:

t
z(t) = eA0)z(tg) +/ A7) Bu(r)dr
to
Helyettesités: t = tp41 és tg = tg

le+1
T (tpyr) = et g (t)) —|—/ A1) By (1) dr
173

Legyen ¢ =7 — g, h =tpp1 — by, gy tppr —T=h — ¢

h
z(k+1) = e (k) + / A=) Bu(k)dg
0

w(k+1) = eMa(k) + AN e — I)Bu(k)

1.2. Diszkrét ideji allapottér modell (DT-LTT)

x(k+1) = ®x(k) 4+ Tu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
Ahol & = e =T+ Ah 4 --- 6sT = A (e — )B= (Th+ 4% 4+ ...)B

1.2.1. DT-LTT Allapotegyenletek megoldasa
z(1) = ®x(0) 4+ T'u(0)

2(2) = ®z(1) + Tu(l) = ®%2(0) + dTwu(0) 4 Tu(1)
z(3) = ®x(2) + Tu(2) = ®32(0) + ®*T'u(0) + ®Tu(1)Tu(2)



1.3 Példak 1 SAMPLED STATE-SPACE MODEL

k—1
(k) = ®x(k — 1) + Tu(k — 1) = @F2(0) + Y &7~ 'Tu(y)
j=0

1.3. Példak

1. Példa
Adott a kovetkezg CT-LTT allapottér modell.

A—(é ;) B—(é) C=(1 0

Diszkretizaljuk h = log(2) mintavételi idével!

MO:
-1 2
(2 1Y (S () a2t
(sI — A) —( 0 S_2> —(SO et =
s—2
O — oAb _ e?10g2 g2 e2los?2 (4 4log2
IR sz )= \o 4
=AY -1I)B= <1(')5>
2. Példa

Adott egy DT-LTI rendszer a kovetkezd méatrixokkal:

@:(1 f) r:G) C=(1 0

(a) Hatarozzuk meg a rendszer allapotvektorat az x(2) idépontban u(k) = 1 k=0,1,---
bemenet esetén!

2(0)=(1 1)"
Kezdeti értékektsl valo fiiggés:

A bemeneti jel hatasa

o= (02 (1 2) ()1 ()
=)+ ()= ()

(b) Hatarozzuk meg azt a minimélis hossziisagu bemeneti jelsorozatot, amely a rendszert az x(0) =
(1 1)T allapotbol az x(n) = (13 10)T allapotba viszi!
MO:
Ehhez sziikségiink van az iranyfthatésidgi matrix kiszamolasanal hasznalt képletre:
x(n) = ®"x(0) + WU

ahol W, a diszkrét ideji irdnyithatosagi teszt méatrix. Illetve az U

Tehat

u(n —1)
_ u(n —2)
u(0)
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1.3 Példak 1 SAMPLED STATE-SPACE MODEL

A képletet atrendezve és n értékét behelyettesitve kapjuk, hogy
Wl (x(2) — ®22(0) = U

C

A szamitast elvégezve kapjuk, hogy
w=1-az1=04 3) wy=3-m=(13 10)'

(c) Hatarozzuk meg a rendszer kezdeti allapotat, ha a bemeneti jelsorozat u(0) = u(1l) = 0, a
kimeneten pedig y(0) = y(1) = —1 értékeket mértiink.

MO:
y(1) = 21(1) = 21(0) 4+ 222(0) — 22(0) =0
3. Példa
Adott egy DT-LTT rendszer a kovetkezs matrixokkal, valamint a bemeneti jelsorozat.
0 0 O 0 0
=4 0 O =10 z(0)=1{0 u(k)=1, k=0,...,9
8§ =7 0 1 0

Adja meg az allapotvektor értéket x(10)-ben!

9
2(10) = '%2(0) + > "0 1Tu())
j=0
= &'%%(0) + ®Tw(0) + ®°Tu(1l) + ... + ®T'u(8) + T'u(9)
Mivel @ nilpotens matrix, ezért a 2-nél magasabb hatvinyai nullmatrixok. Behelyettesitve az
értékeket kapjuk, hogy

x(10) = T'u(0) = 8 (1)
1
4. Példa
Adott a kovetkezé differencia egyenlet:

y(k+2) —3y(k+ 1) + 12y(k) = —2u(k + 1) + 5u(k) (2)

Adja meg a fenti differencia egyenlet impulzusatviteli operatorat, H(q)-t!
(¢> = 3q—12)y(k) = (~2q+5)u(k) 3)
A@yk) = Bla)u(h) (1)
Ho =38 = e 5)

Adjon ATM-t a fenti impulzus atviteli operatorhoz!
Megoldas: Controller Form

3 12 1
q>_(1 o) r_<0) C=(-2 5)
5. Példa

Adott a kovetkezd DT-LTT modell

o (30 o (e-tan
t

Adja meg a rendszer impulzusatviteli operatorat, H(q)-t!
H(g) = C(qI-®) " 'T+D

- ) (5 2 6)
T (g +0 25)(q — 0.4) (=3 0) (q _00.4 qus.%) <(1))

(q+0 25)

[
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3 DISZKRET IDEJU RENDSZEREK IRANYITHATOSAGA, ELERHETOSEGE ES
MEGFIGYELHETOSEGE

Adja meg a rendszer diszkért idejd impulzusatviteli fiiggvényét, h(t)-t a t = 0,1,...,6 idSpontok-

ban!
0 ha k<1
h(k) =
() {ch’f—lr ha k<1

Behelyetesitve:
h(0) = 0

h(l) = CPT = (-3 0) ((1) g) (é) = -3
04

h2) = CP'T= (-3 0) <_Od25 3> (é):o.%
h(3) = 0.8
h(4) = 0.04
h(5) = —0.01
h(6) = 0.0029

2. Diszkrét ideji rendszerek stabilitasa

Tétel Egy DT-LTI rendszer aszimptotikusan stabil pontosan akkor, ha A;(®) értékek a komplex egység-
koéron belil vannak.

Példa: Stabil-e az alabbi DT-LTI rendszer?

<1>:<0(')5 g) FZG) C=(1 0

MO: Nem stabil, hiszen az egyik sajatérték a komplex egységkoron kiviil van.

3. Diszkrét idejii rendszerek iranyithatésaga, elérhetésége és megfigyel-
hetésége

Az elérhetSségbdl mindig kovetkezik az iranyithatosag, de forditva csak akkor igaz, ha 3®@~1. Elérhe-

téség: Ha W, = (F or .- <I>”_1F) métrix teljes ranga.
C
co
Megfigyelhet6ség: Ha W, = . métrix teljes rangu.
can!
Példa

Adott a kovetkezd DT-LTT rendszer

11 1
*=(00) *=0)

Iranyithato-e, illetve elérhet6-e ez a rendszer?
Irjuk fel az allapotegyenleteket!

z1(k+1) =z1(k) + z2(k) + u(k)

zo(k+1)=0

Az iranyithatosaghoz az kell, hogy tetszdleges kezdeti értékbdl a rendszert az origoba tudjuk vezérelni.
Legyen a kezdeti érték példaul
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3 DISZKRET IDEJU RENDSZEREK IRANYITHATOSAGA, ELERHETOSEGE ES
MEGFIGYELHETOSEGE

ahol, a,b € R tetszGleges. Valasszuk a bemeneti jelsorozatot a kévetkezSképpen:
u(k) =—(a+0),0,...
Ekkor az allapotegyenletek a kovetkezsk lesznek:
z1(l)=a+b—a—>b
x2(1) =0
Ebbdl latszik, hogy a rendszer irdnyithato.
Az elérhetGséghez azt kell elérni, hogy a rendszert tetszéleges éllapotba elvihessiik az allapottérben.

Viszont a fenti példan latszik, hogy az xo allapotvaltozd értékét semmilyen bemenettel nem tudjuk
megvaltoztatni. Ez pedig abboél kovetkezik, hogy a & méatrix szingularis.

Példa: Adott a kovetkezé DT-LTI rendszer. Iranyithato, elérhetd illetve megfigyelhets-e?

@:(é ;) r:G) C=(10)

MO: Mivel @ invertalhato, ezért az iranyithatosdg megfelel az elérhetGségnek.

12
we- (i 3

Mivel W, teljes rangi, ezért a rendszer irdnyithato és elérhetd.

10
=)

Mivel W, teljes rangu, ezért a rendszer megfigyelhetd.
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