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Statisztikai minta: : Valamely £ valészintiségi valtozé a vonatkozo
véges szamu fiiggetlen, azonos koriilmények kozott végrehajtott megfigyelés:
&,&, - - &, eredményét nevezziik statisztiai mintdnak. & a minta i. eleme,
n a minta nagysaga.

A statisztikai minta tehat véges sok, fiiggetlen, azonos eloszlast valészint-
ségi valtozo g yiittese. A valdsagban nem feltétleniil valosul meg a fiig-
getlenség, (vizallas mérése havi/napi rendszerességgel). Vannak modszerek
a fiiggetlenség megallapitasara. (errdl késébb)

fl+§2+---+€n_i:21£i
n on

A2 A2 A2
Tapasztalati szoérasnégyzet: 5721 = =8+ (&= +.. .+ (&~ &) —
n

Mintaatlag: € =

n —_—

> (& =87

i=1
n

Determinisztikus folyamat: Ha bizonyos koriilmények egyiittese fennall,

az egyértelmiien meghatirozza az esemény lefolyasat.

Megjegyzés: (pl. 1 bar nyomason a tiszta viz 100 °C forr)

Sztochasztikus folyamat: Valamelyik sziikséges koriilmény hianyzik, az
esemény lefolyasa bizonytalanna valik.

Megjegyzés: (pl. x bar nyoméson(x=7) a tiszta viz mar nem biztos, hogy
100 °C forr)

Véletlen jelenség: A rendelkezésre all6 adatok nem hatarozzak meg
egyértelmien az események lefolyasat.

Statisztikai minta: Véges sok, egymastol fiiggetlen, azonos eloszlasi
valosziniiségi valtozo egyiittese. (&1,&s,...,&)

Minta nagysaga: Minta elemeinek szama. Megjegyzés: (pl. n=100 rad,
n=70 év)

Empirikus(tapasztalati) jellemz6k:

SG+&+ .+
n

e mintakdzép/mintaatlag: £=

e szorasnégyzet: s2 = =

e korrigalt tapasztalati szérasnégyzet: s:> = = =
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Becsléselmeélet: & valoszintiségi valtozo, ismerjiik az eloszlas és a siirtiség
fliiggvényének a tipusat. Ekkor:

f(I):f($7@1,@27---,@n)

Torzitatlan becslés: © = @)(51, &y ..., &) fligvény és E(é) =0, azaz a ©
varhato értéke megegyezik a becsiilt paraméter értékével.

Megjegyzés: (ahol © statisztika a mi folyamatunk valdszintiségi valtozoja,
melynek értékei a © a becsiilt paraméter értéke koriil szoroédnak. Tudni

szeretnénk, hogy 5) nagy valoszintiséggel legfeljebb mekkora tavolsagra lehet
© -tol.)

Megbizhatosag(konfidencia) intervallum: Tfh. O torzitatlan becslés,
© ismeretlen. A [ay, ) intervallumot megbizhatosagi intervallumnak
nevezziik, ha adott (kicsi) ¢ > 0-ra P(ag <O < ap) =1 —e.

Megjegyzés: ahol P(ay < © < ay) annak a valoszintisége, hogy © € [aq, an)

Maximum-likelihood médszer: Tth. &,&, ..., &, fiiggetlen, azonos el-
oszlasu valosziniségi valtozo, stirtiség fiiggvénye f¢,. Ekkor:

n
fliggetl jel
f§17£2;~--7§n (xhx?v s an) == H f&(xl) E) L(®7I17 Lo .- 7In)
=1

o= L(©,x1,x9,...,1,) -t nevezziik Likelihood fv-nek.

Megjegyzés: Tobb lehetGség koziil azt fogadjuk el egy ismeretlen paraméter
valodi értékéiil, amely mellett a ténylegesen bekiévetkez6 eseménynek a leg-
nagyobb a valdsziniisége.



Statisztikai hipotézisnek nevezziik a valoszintiségi valtozok
e closzlasara vagy

e valamely paraméterére vonatkozo allitasokat. (Hy, Hy)
Donteni akarunk az allitas helyességérdl: Hy hipotézisiink igazsagarol.

Statisztikai proba feladata, hogy az X valoszintiségi valtozora vonatkozo
statisztikai minta alapjan dontsiink a Hy hipotézisrl. Hy-t vagy elfogadjuk,
vagy elutasitjuk/elvetjiik.

Statisztikai proba lényege: K kritikus tartomany megvélasztasa ugy,
hogy Hy mellett szamitott U = w(z1,...,x,) vagy T = t(xq,...,2,) sta-
tisztikai érték kis valosziniiséggel essen a K tartomanyba. (feladattol fiigg, hogy

u-t vagy t-t szamolunk)

Annak a valészintiségét, hogy H, fennall és a probastatisztika a K tarto-
méanyba esik a préba terjedelmének nevezziik. (jel.: P(u € K) = «)

Hipotézis vizsgalat menete:
e Mintavétel

e Hj hipotézis megalkotésa, (ebbdl a) H; ellenhipotézis megfogalmazasa

e Megadunk 0 < o < 1 korlatot, az els6faju hiba(Hy-t elvetjiik, bar igaz)
valosziniiségére (P(u € K) = «)

e Konstrudlunk egy statisztikai fiiggvényt (probafiiggvényt) a minta ele-
meibdl, illetve a Hy hipotézisbdl

e Meghatarozzuk a probafiiggvény eloszlasat, ha H, teljesiil
e Az 5. lépésben kapott eloszlas alapjan meghatarozzuk E (elfogadasi),
és K (kritikus) tartomanyokat (E|JK =R és E(\K = 0)
Az elfogadasi tartomany tipikusan lehet:
e £ = [_aom aa]
o F=[—a,,)

o F=(—00,a,]
Ha u € E(vagy t € F) elfogadjuk Hy-t.

Ha u € K(vagy t € K) elutasitjuk Hy-t, és H;-et fogadjuk el.
Els6faja hiba: Hj igaz, de u(t) € K, ezért Hy-t elvetjiik.

Méasodfaja hiba: Hy nem igaz(H,; igaz), mégis u(t) € E, tehat Hy-t elfo-
gadjuk.

Hy-t elfogadjuk | Hy-t elutasitjuk
H, igaz Vv elséfaju hiba
Hy hamis | masodfaju hiba Vv

(v/ = nincs hiba, minden renben)

Az els6fajia hiba csokkentése a méasodfaju hiba novekedésével jar.



u proéba:

Adott n elemt minta &y, . . ., &,, amely N(m, o) eloszlasu és fiiggetlen, o ismert.
Paraméteres proba eloszlas valamelyik paraméterére vonatkozo hipotézis igaz-
sagat vizsgaljuk.

e 1 mintas u proba:

Hy hipotézis: E(§) = m.

0<a<l1

Hy: FE == E=|- as Ya

Kétoldali proba ‘ () =m [~6a; ad]
Hy:E(&) #m | K =R\[—aq,a,]
Hy: E(§)=m | E=(—00,0a4]
Hy:E(¢) > K = |aq,

Egyoldali proba 1 B9 > m 90, )
Hy: E§)=m| E=][—a4, )
H :E(&) <m | K= (—00,—a,]

E—m

Proba fliggvény: u = , N(0,1)

o/v/n

Szignifikancia szint(legtobbszor): a = 0,01; 0,05 vagy 0,1 (els6faju
hiba nagysaga)

e 2 mintas u proba:

pl. gyarban 2 futészalag
Fiiggetlennek kell lennie a 2 mintanak(pl. nem fiiggetlen, ha 1 futosza-
lag, csak 2 kiilé6nb6z6 napon )

E1ye oy &ny €S M1, .., M, fiiggetlen mintak, N(my,01) és N(my, 0y) el-
oszlasiak, valamint o, oy ismert.

Hy: my = mo E =la_q, 4]

Hy:my#my | K=R\[a_q,a4]

Kétoldali proba

H()Zmlzmg

E
Hi:mi >m K = R\|a,, 00
Eeyoldali proba —— 7 \la, 20)

Hy: my = my E =[—aq, )

Hy:my <my | K =R\(—00, —a,]

£-1

Joi o
nq Mo
Student féle t préba:

Normaélis eloszlasu valészintiségi valtozd varhato értékékére vonatkozo hipo-
tézis, ismeretlen szords esetén.

Proba fiiggvény: u = N(0,1)




n —~
(& — €2

A szorés ismeretlen, becsiiljiik az s; = 121—1 korrigalt tapasztalati

n p—

szordssal. Kétmintas probat megel6zi az F' proba.  Megjegyzés: lasd késGbb

e 1 mintas ¢t proba:

&1,y . .., & eloszlasa ismert N(m, o), —oo < m < 00; 0 > 0.

Hy hipotézis: E(§) =m

_&-m

s/

Az n elem mintat (n — 1) szabadsag foktunak nevezziik.

egy oldali: P(|t| > t,) =«

két oldali : P(|t| > ts) = a 1 — a szignifikancia szinten

A formulabollathato, hogy t eloszldsa nem fiigg az ismeretlen o - t6l,
ezért az els6faji hiba valoszintisége is az. Barmely o esetén a proba
terjedelme c.

probafiiggvény (probastatisztika): ¢

e 2 mintas ¢t proba:

1y &ny €8 M1, ..., 1y, fliggetlen mintak, o1, oy ismeretlen.
L €87 Tn, 108G 0
—1n —2
Proba fiiggvény: ¢, —14n,-1) = 52 Ui . .\/711712(”1 +ngy — 2)
V(= 1)s7° + (ng — 1)s3 ny + ng



Ism. u, t probat alkalmazunk, ha a szérasuk megegyezett.

Fisher féle F préba:

& } n db minta Normal eloszlast,

n m db minta fiiggetlen mintak
Hy: o0 =0y,
H, :0¢ # oy
*2 2
max(sy”, s1°)
* _ £
Frepy=——5 5 > 1

min(s;”, s;?)

F Ji‘g, s szabadsagfoka:

o (s3° > s;%esetén) : (n—1)

o (s53° > s;’esetén) : (m—1)

1 — « szignifikancia szinten:

F;Eafn < F\_. — Hy-t elfogadjuk, azonos a két minta szorasa.
F};,fn > Fi_. — Hy-t elvetjiik, a két mintanak nem azonos a szérasnégyzete,

Eddig paraméteres probakat néztiink. u,t probaknél az m volt azonos, F-nél
ao.
Eddig a paraméterek helyességét, mostantol magat az eloszlast vizsgaljuk.

Nem paraméteres pébak: y? prébak

Legyenek &,&,...,&, , N(0,1) , fiiggetlen valosziniségi valtozok. Legyen
n = & + ...+ &. Ekkor n eloszlasat n szabadsagfoki x? eloszlasnak
nevezziik. E(n) =n és D*(n) = 2n

Megjegyzés: A Centralis hatareloszlas-tétel alapjan nagy n-re a x? eloszlasa
normalis eloszlassal kozelithetd.

r
Legyen Ay,..., A, teljes eseményrendszer, azaz: Y A, = I és A;(A4; =
i=1

() ahol 7 # j és I a teljes esemény halmaz.
Vizsgaljuk azt a Hy hipotézist, hogy: P(4;) = p;. Ahol p; i =1,...,7 neve-
T

zetes eloszlas, és Zpi =1

Ezt a hipotézis vizz:slgélatot nevezziik x? prébanak.

Tth. n kisérlet soran A; v;-szer(v — nii) kovetkezik be. XT: vi=n

v; valoszintségi valtozok binomialis eloszlasuak. (A; VaZg:y1 bekovetkezik, vagy
nem.) E(4;) = np;

lz;()m = ki, o = ko, vy = ky|Ho) 22 Py = k1) - Py = ko) -...- P(v, =

n! k1, ko ko - _
—kllkg!...k}n!pl Py ... pir, ahol Z;k‘z =n
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Ez az un. Polinomidlis eloszlas.
Megj.: Két valészintiségi valtozo s etén a binomidlis eloszlast kapjuk.

Képezziik a kovetkezs statisztikat:
= zr: (vi — npi)?

i=1 np;
Amennyiben a Hy hipotézis igaz, akkor E(v;) ~ np;. Azaz, a szamlalo6 min-
den tagjaban a v; értékének a sajat varhato értékétsl vett tavolsdganak négy-
zete szerepel, azaz ha a Y? kicsi, akkor j6 a proba.

x? : r db standardizalt binomidlis eloszlast valoszintségi valtozo négyzetének
osszege.

Megj.: A binomidlis eloszlas nagy n és kicsi p esetén kozelitheté normal el-
oszlassal. (np > 10)

Tetszbleges a > 0-hoz meghatarozhato (x? tablazatbol) olyan x? | kritikus
érték, melyre: P(x? < x2 ((a))=1—«

Ezt nevezziik r — 1 szabadsagfokti y? eloszlasnak.

Ahany paraméter becsiilt az eloszlasbdl, az annyival csokkenti a szabadsag-
fokat (az (r — 1)-et).

(pl. ha becsiiljiik a A-t a Poisson eloszlasnal, a szabadsagfok r — 2 lesz)

Illeszkedés vizsgalat
Van egy megfigyelt adatunk, és ehhez feltételeziink egy eloszlast.

Megfigyelt valoszintiségi valtozok eloszldsa megegyezik-e az el6re megadott
eloszlassal.

Lehetnek diszkrét vagy folytonos valészintiségi valtozé .

Diszkrét v.v. esetén
Adott (z;,p;) elméleti i = 1,...,r; valamint ¢; = P(§ = x;) tapasztalati
eloszlas

Megfigyelés: &, ..., & valoszintiségi valtozok fliggetlenek és azonos eloszlasi-
ak.
Jeloljik qq,...,q--val az eloszlasukat. (Azt adjak meg, hogy z;-t milyen valészinti-

séggel veszik fel.)

v ={m: & = z;} (Megadja annak a gyakorisagat, hogy a megfigyelés soran
hényszor vette fel az elméleti értéket)

Hy : q; = p; azaz a két eloszlas megegyezs Vi = 1,. .., r-re.

H, : ¢; # p; legalabb egy i-re.

Ha v; ~ np;, alkalmazhatjuk a x? probat.
r

Z(Vi - npz')2
q(&r,.. o 6) = =—

np;
(Ahol v; azt adja meg, hogy gyakorlatilag hanyszor kovetkezett be. Az np; pedig, hogy az

elméleti eloszlas szerint hényszor kovetkezett be.)

Ez egy (r — 1) szabadsagfoki x? eloszlés.

P(H, igaz; g > ¢,) = «, ahol g a kiszamolt, ¢, az elméleti(tablazatbol) (elss-
faju hiba)

Az a-t adjuk meg, igy minimalizaljuk az els6faju hibat.



Ha g > ¢, elvetjiik Hy-t
Ha g < ¢, elfogadjuk Hy-t

Folytonos v.v. esetén:

Ha az eseményeket(— 3, 3) intervallumon vizsgaljuk, akkor ezt felosztjuk r db
részintervallumra, és ezeken nézem a v;-t és az np;-t. (r részintervallum esetén
i=1,...,r) Majd erre alkalmazom a y? probat.

Homogenitas vizsgalat

Célja: annak eldontése, hogy két valoszintségi valtozo: &, n egyforma eloszlasi-
e. Vagyis az & -re vonatkozo &1, - - - &,, valamint az n-ra vonatkozo ny, -y,
statisztikal minta ugyanazon eloszlasi sokasagbol szarmazik-e.

Hy: P(E<z)=Pn<z), x€R, azaz: p;, =q,VYi-re.

Hy : i, hogyp; # ¢

i A1 g , Rz az ¢ intervallumba esG
mintak fiiggetlenek és azonos eloszlasiak

Dy vy 1L minta elemek szama/gyakorisaga

X>=n-mY r — 1 szabadsagfoki x? eloszlast ad.

i=1 v +

T T
v =mn, >, pu; =m, I-t r részre osztjuk.
i=1 i=1



Fiiggetlenség vizsgalat

Célja: Keét valoszintiiségi valtozo, &, n kdzott van-e kapcesolat, vagy fiiggetle-
nek egymastol .

azaz: Ay,..., A, és By,..., Bs teljes eseményrendszer

Hy: P(A;(\Bj) = P(A)P(B;) azaz A;, B; fiiggetlen Vi = 1,...,r j =
1,...,sre.

H,: nem fiiggetlenek.

vij = A; () B; gyakorisaga n fiiggetlen kisérletben.

Probastatisztika:
T S 2 T S (V Vll/] 2
2 (vij — npigi)® Uy )
ey el g )
i=1 j=1 v i=1 j=1 o

Ha X?r—l)(s—l) < ¢, elfogadjuk 1 — o szinten Hy-t

Hipoteézis vizsgalat vége, sztochasztikus folyamatok /IdGsorok kezdete

Sztochasztikus folyamatok

Def: Legyen xy; t € N valoszintiségi valtozok halmaza. Ezt diszkrét ideji
sztochasztikus folyamatnak nevezziik.

Megjegyzés: t = 0 : zy - most mérem, vizsgilom, észlelem

t>0: x-jovo

Def: Legyen xz4; t € Z valosziniiségi valtozok halmaza, diszkrét ideji szto-
chasztikus folyamat.

t <0 : malt és jelen Ezt vizsgdlom,mérem,megfigyelem..
“Tt>0: jovo Ezt akarjuk becsiilni, sejteni.

t barmi lehet (pl. év, hénap, perc, stb.)

Def: z; : (2 — R fiiggvény valamilyen véletlen esemény értéke a ¢ id6pont-
ban.

w € ) - az eseménytér egy fix allapota.

zo(w), 1 (w), ..., 2, (w) szamsorozat a folyamat w € (2-hoz tartozo trajekto-
ridja/megvalosulésa.

Példa: ¢; - fehér zaj, ha fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozot
jelol.

Altaldban: E(g;) =0

D*(gy) = ¢,c € RT; gyakran ¢ = 1

Példa: z;; t € N kockadobas értéke P(z, =1) = =, =1,...,6 esetén.

| =

Példa: Szimmetrikus véletlen bolyongas
"kis &tmérdji cs6ben bolyongtatunk egy részecskét"
Legyen x; egy lépés jelolése.



1
P(z;=—-1) = - (balra léptem)
% = x;-k azonos eloszlasiak, fiiggetlenek
Pz;=1) = 5 (jobbra léptem)
Altalanos:
1
P(x;j=2,—1) = — (balra léptem)
% = x;-k azonos eloszlasiak, fiiggetlenek
Plzj=2,+1) = 3 (jobbra léptem)

Ennek moédositasa:
e amikor 2-t 1éphetek balra vagy jobbra

e nem szimmetrikus a bolyongdas, azaz a balra ill. jobbra lépés valészintisége nem
egyforma.

Def: Az id6ben valtozatlan viselkedésii, egyenstlyban 1évs rendszereket ne-
vezzik stacionariusnak.
(PL. es6 esésének valoszintisége + es6 mennyiség varhatoérték)

Def: Egy z;; t € Z folyamatot er6sen stacionariusnak neveziink, ha
Vk € Z-re az (xg,...,x,) eloszlasa megegyezik (o g, ..., Tnix) eloszlasaval.
Azaz az eloszlasara teljesiil az iddinvaridns tulajdonsdg.
Def: Az x4; t € Z gyengén stacionarius folyamat, ha

e BE(z)<oo VteZ

e E(x;)=FE(xg) VteZ

o cov(zg, Tm) = cov(Toik, Tmik) Vk,m € Z (idGinvarans)

A cov(xy, zp,) a k. és m. id6pontban 1évs folyamatot hasonlitja Ossze, ez
csak k és az m tavolsagatol fiigg (pl. t-s=1).

Def: Legyen x;; t € Z gyengén stacionaris folyamat, ekkor az R, (k) =
cov(xg, xx), k € Z kovariancia fiiggvénynek nevezziik.

Allitas: Az igy definialt konvariancia fiiggvény tulajdonsagai:
e R,(0) = D?*(z;) barmely t € Z

e R.(k)= R,(—k) (péros fiiggvény)

e cov(zy, Tm) = Ry(m — k)

) gyengén stac.

o R.(0) = cov(xg,xo cov (x4, Toyrg) = cov(my, 1) = D?(x4)

id6 inv.

e R.(k) = cov(xg,xy) cov(To—g, Tp—k) = cov(x_g, x9) = Ry(—k)
o cov(Tg, Tp) £ cov(Tp_k, Tm_k) = coV(Tg, Ty_k) = Re(m — k)

Ezen tulajdonsidgokbol adodoan:

(Emlékeztets: e; fehér zaj, ha E(e;) = 0, D?(g¢) = 02 > 0)

fehér zaj tulajdonsagai:
o cov(zg, zy) = 0?

10



o cov(z;, ;) =0 i#j

o Az el6z6 atalakitva: R,(i —j) =0

Fehér zaj pl. ¢, — N(0,1)
Mivel fiiggetlenek — cov(e;, e;) =0
Mozgé atlag - M A folyamat
n
Legyen z, = ). «jei—; t € Z; g fehér zaj, o € R egyiitthatok.

j=—m

Példal: Ty = 36,5_2 + 46t_1 + 351& + 25t+1
(¥ —m < j<m)

Példay: Legyen n = m, a; =

2n+1
Ekkor: z;, = .
or: I 2n+1j;m€t j
Altalanosan:
>, af < oo
jez

ry = Y. «je_; végtelen MA folyamat.
j=—00

Kauzalis MA folyamat:
X

ha Va; =0 j <0 esetén, akkor x;, = ) ajeij
j=0

A jove csak a jelentdl és a multol fiigg.
oo
Rm(k) = Z Oéjaj+k02
§=0
Def: Azt mondjuk, hogy z; autoregressziv (AR) folyamat, ha z; gyengén
stacionarius és elGall x,,, = ®Px; + &4y rekurzioval, ahol & € R, &, fehér
zaj.
Megj. Ha ® > 1 =z; & iitemben nd,
ha ® <1 =z; ® iitemben csokken.

Példa3
x; - a Balaton vizdllasa ¢ id6pontban
Tep1 = 0,924 + €441, ahol ;11 a csapadék(P < 1 mert a to vize parolog).

Def: Legyen Y,, valoszintiségi valtozok sorozata és Y valoszintségi valtozo.
E(Y?) < oo; E(Y?) < o0

Azt mondjuk, hogy Y, L? értelemben tart Y-hoz (Y, — Y), ha E((Y, —
Y)?) =0, (n— o).
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2 fajta idGsor:
e determinisztikus

— trend
— szezonalis

— ciklus
e sztochasztikus

— fiiggetlen valoszintiségi valtozo(ka)t vetiink 6ssze az elmilt idGszak
folyamatai

Nincsenek elére adataim, a j6v6t akarom jelezni/josolni

Példaul napi hozam

1dstol fiiggetlen E, o2

Otos lotto atlagos hizas

Fehér zaj cov = 0 E alt.

Azt feltételezziik, hogy az id@sor stacionarius, nem tartalmaz trend hatast,
és az idébeli sztochasztikus kapcesolatok allandoak.

Def: Y;, YV valosziniségi valtozok E(Y?) < oo és E(Y?) < oc.
Y,, L? értelemben tart Y-hoz, ha lim E((Y,, — Y)?) =0
n—o0

Tétel: Legyen |¢| < 1, g; fehér zaj, ekkor dxy, t € Z AR-nak M A elgéllitasa,
[o.0]
melyre klim E((xy — > ®%e; )?) = 0, azaz x; el6dll g, oo soraként (linearis
kombinaciojaként).
Biz:
Ty = 11ty = O(Ori—ot+er1)Fep = O(P(Pry—s+e4_0) te_1) Fer = ... =
="M Ty gy e + O ey . e =
="M ry 1+ Y ey
k=0

o0

El(w— 32 ¢"er-n)’] = El(¢" ' 21-(n4n))?] = lim ¢*" T2 E[(2,-(n11))?] = lim ¢*" 2 E[(x0)?] =

n—0 n—00 n—0c
0

Allitas: Az z, = ®z,_1 + ¢, AR folyamat csak ¢, jelen és mult értékeitsl
fiigg, igy x; és €1y korrelatlanok, fiiggetlenek, Vk > 1-re.

Ty és az €4 korrelalatlanok k& > 1.

cov(xy, evg) = Elxeig] — Elx] Elegx] = 0 Tehat cov(zy, e44%) = 0
Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy cov(xy, €,4%) =0, Vk>1

D?*(xy) = D*(¢pmy—1 + &1) = ¢*D*(m4-1) + D?(ey) + 2cov(¢pa_1, ;) = a4 staci-
—_————

0
onarius, = D?(x;) = D*(z41),

valamint fiiggetlenek, ezért a kovariancidjuk 0.

2
Tehat: D?(z)[1 — ¢%] = 0% = D(z) = —

1—¢?

Ez |¢| < 1-te érvényes (D? > 0)

E(x:) = BE(¢pri1 +&¢) = ¢E(v4-1) + E(ey)
~
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g; fehér zaj, tehat E(e;) = 0.

E(Zﬂt) = E(It—l)
Mivel ¢ < 1:= E(z;) =0
R, (k) :

Def: Legyen x;, t € Z-re tetsz6leges sztochaszikai folyamat.
Ekkor zx; = ;1 kifejezésben z a visszaléptetési operator.

Pl.

(83— 22 —4z+45)xy = 3wy 9 — 4y | + D1y

Ty = 46}_3 + 56t_2 - 26,5 = Ty = (423 + 522 — 2)515
Ty = ¢It_1 + & = Zlft(l — QZSZ) =&

Def: ARMA

xy, t € Z stacionarius folyamat (p, ¢)-ad rendii ARM A folyamatnak nevez-
ziik, ha:

Ty + 01T 1 + oo+ .y = Bogy + Pigs—1 + Bagi—o + ...+ PeEig

ahol ap mindig 1, aq,...,q, és fy,. .., B, rogzitett konstansok, valamint e,
fehér zaj.

Ty + 23 + 2Ty + ..+ p2Pa = Bosy + Prres + PaZ’er + ... + Byl
1+ a1z + 2”4+ .o+ @pzP) = g1(Bo + Brz + Bz + ...+ B,29)

A(z)zy = B(2)ey
Tétel 1. Ha A(z) polinom V gyoke a komplex sik egységkorén kiviil van,
azaz V|z;| > 1, ha A(z;) = 0, akkor az x; ARM A folyamatnak IM A(oco)

eldallitasa:
(o0}
Ty = E Pict—j
=0

Biz. Legyenek A(z) gyokei 21, ..., 2, € Z vagy € C, mind kiilonb6z6.
Ekkor A(z) = ap(z — 21)(2 — 22) ... (2 — %)
B(z) B(z) 1
Ty = gy =
A(z) ap (z—2)(z—2)...(z— 2z)
Parciélis tortekre bonthato:
B(Z) L1 LQ Lp :|
+ + .+ £ =
ay |2—xn 22— 2 Z— 2
Minden elem mértani sorra bonthato:
Lj . Lj 1 . Lj i ( z >Z

Z = Zj Zil1— = 25 i=0 \ %j

DON bl DIt e £ = Y pid'er = Y Vi€,
j=1 “j Zj =0 i=0
ahol ¢; konstansok (z'-n kiviili tagok a szummékbol)

gy =

B(z)

Qp

Def: A(z) 2, = B(z)ey ARM A folyamat invertalhato, ha e, = > A\jzy_;
=0

elGéllitésa.
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Tétel 2. Ha B(z) polinom olyan, hogy V gyoke kiviil van az egységkoron
(V|z;| > 1, ha B(z;) = 0), akkor invertalhato, és:

A
B(z)

gy = T

Pl
1
Ty =y T-1 = 3er + &1 (2,1) ARMA folyamat.

1. Feladat: Létezik-e az ARMA folyamatnak végtelen MA elddllitdsa? Ha
igen, adja meg!

1
z(1— Zzz) =3+ 2)
1
A(z):1—1z2:0:>z1,2:j:2
A Tétell. szerint el6all z, = ) @je;_;. Most:
34z =0
Ty = 1 Et
1-— 122
A 1A
342 A B AfjAz+B-ghbz

3 =A+B

Dby (D
2 2

5=24= A=25
3=25+b=B=0,5
L[ 25 05
"7 11-0,52 140,52
[2, 5320 0,52, + 0,532 (~0,5) et_j} -

[Z;”;O 2,5-0,5 +0,5- (0, 5)3} et

] g = [2, 537000,5727 40,537 (=0,5) 27| &, =

2. Feladat: Invertdlhato-e az ARMA folyamat? Ha igen, adja meg az elddl-
litdsat!
B(z) =34+2=2,=43
A Tétel2. szerint invertalhato. Tehat:
1o

6_
¢ 34+ =z

Ty
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Mivel a szdmlaloéban is van z, és nehéz egyszertisiteni, ezért polinom oszast
végzek:

Lo riys= L8 >
- =z 1 =——2+-— =
4 47 4 4(z+3)
- 1, 3
1F 1
3
@3 +9
_Z —
4“4
5
4

A polinom oszés utan:

{1 L3 5 ] 31 5 1
= | 7GR T T s oy [Tt = gt T -l T o, T Tt
474 4-3 147

3
——

mérteni sor

3 1 5em( 1) ,
Et = = X——T—1— - <—§> ijlft, ahol Z].Z't:ZEt_j
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Sztochasztikus folyamatok - ELOREJELZES

Adottak zq,...,zr mintak. Ekkor z7,; megkozelitése Ty 1.

Feltevések: z; (p,q) ARMA, stabil, invertalhato.

Def: Oyan 7; = Z;; d;x4—; becslést keresiink, ahol z; (vi—1, Tt—o,...) mil-
bol allitjuk els, melyre F(x; — 7;)? a legkisebb négyzetes kozeliteés.

Ty = i((z; et =Y o oier—j, -k szamolhatok.

T = Z;‘il Vj€t—j  (j = 1-t6l megy, mert el6re jelzést akarunk)

Allitds: x, = Z;io Yie—j ez a legjobb négyzetes kozelités. (azaz akkor a leg-

jobb, hay; =; Vj=1,...)

Biz. Tth. y, = Z;’il vijer—; w-nek egy becslése/elGrejelzése.

A becslés, akkor a legjobb, ha az E((z; — y;)?) a lehet legkisebb.

E((m —w)?) = E((X 7o ¥y — 251 Vie-3)") = E((Yoee + 2720 (¥ —
2 00 2

Vi)ee3)?) = 5 E((20)%)o2 + 2272005 — 1)? E((50-5)%) o2

A koztes tag (2nem tudom mi) 0, mert ¢; fehér zaj = E(g;) =0 Vi€ Z
Akkor a legkisebb, ha v¢; = v;

T = Z Yjei—; alakban a legjobb
= B(2) B(z) — A(2) N

. Ty = Ty—ogy = ——er—ogy = A( ) € = Tt
_ B(z) o z
Ty = €t = Z%gt—g
§=0

A(2)
A(2)

/,T\t = Z w] Z] gt

j=1
Mivel 5 = 1-t6l megy a 5 = 0 tag az 0.
Azaz a szamlalo elsé tagja: Gy — 1y =0
Amibél adodik, hogy ¥y = 5y

Tehat:
B(z) — A
o BEO—AGR_
A(z) y
Mivel z;-kel akarjuk elgallitani, felhasznaljuk, hogy ¢; = B((Z)) Ty
z

o _BE - AGM AR Bl = AR,
Am BT B

Pl.: Van egy z; mérési mintank A(z), B(z) ismert.
25.1‘15 — Tt = 8515 — 2615,1 — &t—9

A(z) = 2527 — 1
B(z) =82*—22—1
Bo =38
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Statisztikai folyamat paramétereinek becslése z; stacionarius folyamat
m = E(x;) Vt€Z, Ry(k)=cov(xg,z;) Vk€EZ

Példaul e, fiiggetlen azonos eloszlast, és E(gq) = 0, D?*(g;) < oo, konstans
(tehat fehér zaj)
E t= O, N 77—‘
Eoter+...+¢ . .. .
g=2 lT—i— 1 T, ami a nyagyszamok torvénye miatt: Eeg

Ergodikusag: z,,t € Z gyengén stacionarius folyamatot ergodi-
(ke Bk s U E(x¢)-hoz L? értelemben.

kusnak nevezziik, ha
(Um0 (B (25522 — E(20))?) = 0)

Tétel: Ha R, (k) kovariancia fiiggvény olyan, hogy az limg ,o R.(k) =
0, akkor z; folyamat ergodikus.

zy ARMA, tehat x; = Y ¢ie i, ekkor Ry(k) = > ¢;0,140%, D ¢F < 00
e ‘

g j=—00

Mert: .
R, (k) szamolasdahoz felhasznaljuk, hogy =, = > ¢iey;
=1
Ry (k) = cov(wy, meyw) = cov( 32 @jeejy Do Gicryn—i) = Do Do @jdicov(Erj; Erani)
j=—00 I=—00 J=—0 t=—00

0 t—jAt+k—i
R.(k) = , i 7 "\ akkor nem 0, ha i = j + k

¢j¢i0 t—j:t+k—l

Tehat valoban R, (k) = > ¢;¢j1k0>
j=—x
Tétel: Ha limy_,o, R, (k) = 0, és x; Gauss folyamat (azaz normal eloszlast

folyamat), ekkor lim R*(k) = Ry (k)
—00
Konkliazi6 1, ...,z,, ekkor E(x;) ~ T, és r (k) ~ ]/%Z(k) (n > 50,n > 4k

-~

a legjobb becslések

esetén)
Wiener sziir6: t
émakore

pektralis sg. fv.: Legyen z; t € 7Z gyengén stacionarius folyamat,
R, (k) k € Z kovariancia fiiggvény. Ekkor: ®,(u) = > R, (k)e~™* végtelen

UEZL
sort, ha konvergens, u € [—m, 7| a folyamat spektralis siirtiség fiigg-

vényének nevezziik

Tulajdonsagai:

L ®y(u) = Oo(—u)
Bizonyitas: ®,(u) = > R,(k)e " LW =F=(CH) S Ry(—k)eivb 2 jelglés:

o keZ ' ' (péI‘OS) ke, —k=j
> R.()e™ = 3 Ro(j)e” " = &, (—u)
JEZL JEZ
2. ®,(u) >0

Bizonyitas: R.(k) ~02>>0 e >0 (e7*-b6l cos-os alak lesz)
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3. Tétel: Ha ®,(u) létezik, akkor paros, nem negativ inverze:
Ry(k) = 5= [T @, (t)e™dt

2w
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Markov lanc: x, s, ..., x; valoszintiségi valtozok sorozata Markov lancot
alkot, ha ¢ kezdépillanatot kévetd z,yq valoszintiségi valtozo értéke csak xy
értékétdl fligg.

P(apo = dpp|re =i, 21 = te1, .., 20 = do) = P01 = o] = 1)

TV
ezek nem befolyasoljak

egylépéses atmenet: Rogzitett n € N mellett p; ;(n) ¢, j € I valoszintsé-
geket a Markov lanc n. lépéséhez tartozd egylépéses atmenet valoszi-
niiségének nevezziik.

II(n) az atmenet valoszintiségekhez tartozé dtmenetivalészintiségi mét-
rix.

Q(n) = [pz',j(n)]i,jel
eloszlas: Egy « sorvektorrél azt mondjuk, hogy eloszlas, ha
a=a, ... 0 >0 Vi=1...k, Zk:ozizl
Az A matrix sztochasztikus matrix, ha milnc(;en sorvektora eloszlas.
Markov lanc kezdeti eloszlasa megadhato ¢ = [g;] sorvektoraval,
ahol V' ¢, = P(xy = i). Ebbdl kovetkezik, hogy zk: ¢; = 1, mivel eloszlas. (k
a realizaciok szama) -

IT a folyamat dinamikajat adja meg. Tehat azt adja meg, hogy milyen valo-
szintiséggel jut egy 1épés alatt i-bsl j-be.

Markov lac homogénitasa: Az x;, t € N Markov lanc homogén, ha
P(xy = iy|xy_1 = iy_1) fiiggetlen t-t6l.

Megjegyzés: Innentdl kezdve csak homogén Markov lancokkal fogunk foglal-
kozni.

n
Tétel: p;; = P(xy = jlog=14) >0 Vi,jreés > p;;=1
j=0
Tétel: Legyen x; valoszintiségi valtozok sorozatanak eloszlasa (o). Ekkor
q(z1) a kovetkezGképpen szamolhato:

q(z1) = g(xo)g ahol g(xl),g(xo) cR", 1Ile RY x RY

n lépéses atmenet: Az n lépéses atmenetvaldszintiség annak a valo-
szintisége, hogy -bdl kiindulva n 1épés alatt eljutok k-ba.

pﬁ) = P(x, = klxg = 1)

)

Tétel: Chapman-Kolmogorov egyenlet:

[pg})] =", n>2
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irreducibilis: Az z; t € N Markov lancot irreducibilisnek nevezziik, ha
Vi,j=1,2,..., N esetén In = n(i, j), hogy pz(;?) S 0.

Barmelyik allapotbol barmelyik allapot elérhets k € Z 1épés alatt, pozitiv

valoszintiséggel.
zartsag: &gl\/[arkov lanc allapotainak S halmaza zart, ha az S halmazon

kiviil egyetlen allapot sem érhets el S allapotaibol.

elnyels: Az i. allapot elnyeld allapot, ha p; = 1. Minden elnyel§ allapot
zart halmaz.

tranziens: Az ¢. allapot tranziens, ha 3 olyan j allapot, amely elérhetd
i-b6l, de j-bol i nem érhets el. pi >0 PIm:  plP >0
Ha nem tranziens, akkor visszatérd.

(n) o

kommunikal: Azt mondjuk, hogy ¢ kommunikal j-vel, ha 3n,m p;;

0 és pg-;n) > 0
periodikus: Az i. &llapot periodikus k£ > 1 periodussal, ha k& az a
legkisebb szam, amire igaz, hogy az i-b6l i-be visszatérd lanc hossza k,
illetve k egészszamu tébbszdrose.

pij =0 hai#j

e —

A nem periodikus visszatérs allapotot aperiodikusnak nevezziik.

{n> O,pz(;)} halmaz legnagyobb koz6s osztoja: d(i) > 1, akkor ¢ pertiodikus.
Ha d(i) = 1, akkor aperiodikus.

aperiodikus: A Markov lanc aperiodikus, ha Vi = 1,..., N A&llapota
aperiodikus.

ergodikus: A Markov lancot ergodikusnak nevezziik, ha aperiodikus, és
Vpij >0 Vi,7=1,...,N.
Megjegyzés: (azaz ergodikus, ha aperiodikus és irreducibilis)

Tétel: Legyen a Markov lanc ergodikus, (N x N) — s II matrix-szal adott.

ry X9 ... IN
. Ty X9 ... IN
Ekkor 3z = (x1,...,2x), hogy lim [I" =
n—oo —

Ty X2 ... IN
x; valoszintiség fliggetlen a kiindulastol.
Megjegyzés: ("elfelejti a multjat")
stacionarius allapot: A fenti x = (z1,...,2y) a Markov lanc stacio-

narius allapota: z = zII mésképp jellve: q,. = goog amit atalakitva:
(E_E)TQZO =0, ahol g, + Gooy + -+ - + Qooy = 1.

Tétel: Ha a Markov lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor stabil. Azaz
q(xn) = q_ -, q,-t0l fiiggetleniil

. = o stacionarius allapota,
Tomegkiszolgalasi rendszerek

Erkeznek igények, amikbsl mindig egyet kiszolgalunk, majd kiszolgalas utan
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tavozik.

Fontos tulajdonsagai:

e varhato sorhossz
e atlagos varakozéasi id6

e optimalis alkalmazott (kiszolgalo egységek) szama
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Diszkrét idejii rendszert tekintiink.

Y, := (n — 1, n| kozott érkezd igények szama

Vo := (n — 1, n] kozott kiszolgélt igények szama p n = 1,2,... (ez lehet perc, nap, év, stb)
X, :=n. id6pontban varakoz6 igények szama

A sorhossz érdekel minket:

X1 = (X = V) " + Yo

Xp = Vaer ha X, — Vg >0
Ahol (X, — Viur)® = maz(X, — Vi, 0) = { o i

0 kiilonben
Feltevések
e Y, n=1,2,... fiiggetlen azonos eloszlasi valoszintiségi valtozo
oV, n=1,2,... fiiggetlen azonos eloszlasi valoszintségi valtozo

o {V,} és {V,} sorozatok is fiiggetlenek egymastol
Allitas: Legyen zq fiiggetlen (Y,,V,)-t6l. Ha a fenti feltevések igazak, akkor
x; homogén Markov lanc.

Tétel: Tekintsiik a fenti tomeg kiszolgalasi modelt:
Tth. IT fsatloja alatt és felett csupa > 0 elem van, valamint E(Y;) < E(V})
Vi=1,2,.... Ekkor x; t € N stabil Markov lanc. (3 stacionaris allapota)
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Az x; t € Negy x oo allapottérben értelmezett.
Az irreducibilis és az aperiodikus tulajdonsdgok hasonloak. II = [p;j]; jen,
ahol p;; = P(x; = jlag = 1)

Tétel: Ha a f6atlo alatt és felett minden elem pozitiv (p;;—1 > 0;p; i1 > 0)
és a f6atloban legalabb egy p;; # 0

Megjegyzés: Ha z; oo allapottéren értelmezett, akkor az irreducibilitasbol és
aperiodikussagbol nem kovetkezik a satabilitas.

eloszlasi operator: Eloszlasi operatornak nevezziik ¢(z;) = (p(xy =
0),play =1),...,px; = k),...) € RV,

stabilitas: Az x; t € N Markov lanc stabil, ha g, € R" eloszlasi opera-
torra igaz, hogy V¢', € [0,1] 7€ N-re Y ¢, =1 és Vap-ra Jim q'(zy) = ¢,
i=0 —00

Folytonos ideji Markov lancok
Az allapottér diszkréet z, € S S ={1,2,...} ¢t>0¢teR"J{0}

folytonos ideji ML: z; t € R"[J{0} folytonos idejii Markov lancnak
nevezzilk, ha Vn > 1-re 0 < tg < t; < ... < t,-re az Tg, To,L1,..., Ty € S
teljestil.

Pz(t,) = zplz(thq) = zp1,2(tn2) = Tno,...,x(te) = xy) =
P(z(t,) = zp|z(tho1) = x,-1) ha ezek a feltételes valoszintiségek 1é-
teznek.

Példaul: 2 egymas utani torténés A paraméterd exponencalis eloszlasi.

xy jelenti [0, ] hany torténés volt.

x; Folytonos ideji Markov lanc eloszlasa (At) paraméretli Poisson eloszlas.
At)I

- G~

Chapman-Kolmogorov: p;;(s+t) = > P(x(s+t) = j,z(t) = kl|zg = i) =

5 Plas 1) = dlat) = BP0 (o) = ) = 5 a0 (s) =
%Pik(s)mg‘(t)

(s +1) = L(s)LL(t) = LL()LL(s)

1 has 7& j Pij = 0
Tétel: Ha a Markov lancra igaz a feni feltétel, p;;(t) fiiggvények differenci-
alhatoak Vit > 0O-ra.

Tth. p;(t) =6; = [0 hai=j kicsi t-re { pi =1

g — +_ j J
Jelolés: g¢;; = p;;(0)" = tlirg}r ;
rata matrix: @ = [¢;] = II'[0%] matrix a folyamat rata matrixnak
nevezziik. Y ¢;; = 0 (tehat van negativ eleme is)

jEN
Tétel: Ha a Markov lancra teljesiil, hogy > ¢;; = 0 > pij = > qikpw; (1)
kes

') — Q) "
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Tétel: Folytonos idejt, véges allapotteri, irreducibilis Markov lanc, akkor
stabil, ha 2Q =0 — Qtf = 0'. (Ahol z a hatareloszlas, @ a rata martix.)

felujitasi folyamat: Egy pontfolyamatot felajitasi folyamatnak nevez-
zlik, ha a pontok kozotti tavolsag azonos eloszlast, tetszdleges valoszimiiségi
valtozok. Paraméterei: A/B/m/K/M

A - szomszédos igények beérkezése kozott eltelt id6 eloszlasanak kodja

B - kiszolgalasi id6 eloszlasdsnak kodja

m - a rendszerben 16v4 kiszolgalo egységek szama

K - a rendszer befogaddképessége

M - igényforrasok szama

A B kédja lehet:

e M - Markov tulajdonségi, exponencalis eloszlasi
e D - Determinisztikus

o G - tetszoleges eloszlastu

K,M alapértelmezettként oo

Példaul M/M/1, ahol az els6 M(az A kodja) utal a (M) paramétert
Poisson eloszlasra, a méasodik M(a B kodja) a (u) paraméterti Exponencélis
eloszlasra, az 1 a kiszolgald egységek szama, valamint K, M végtelen.

Megjegyzés: Gyakorlatrol(05.16.):

Erkezés: A intenzitasu Poisson folytonos eloszlasi
Kiszolgalas: p paraméterti Exponencidlis eloszlast

—\ A 0 0

po —(A+p) A 0
Q=1 0 1 —(A+p) A

0 0 y —(A+p)

Ha 3 stacionarius eloszlasa:
q= (q07q1>"'7Qn7"‘)

A 2
Aholqi:qo*(—> 1eSi>0
1

A
Kihasznaltsag: — = p

"
A\ P
pi=pol po=1—--—=—

H H
Rendszerben tartozkod6 igények szama:
oo 00 . o 1 1 P
N(t) = ipi= > i(1=p)p' =2 i(1=p)p~'p=(1-p)p 5 =
=0 =1 =1 (1—p) 1-p
Sorhossz:
’¥o_ N
= — = t) —
Q=1- p (t)—p
Varakozasi id6:
1
T=—
= A
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Ezek a képletek M /M /1 esetre vannak. Tipikusan ilyen a sziiletés/halalozas.

Ha barmilyen hibat talalnak kérem irjak meg! vardai@itk.ppke.hu
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