Sztochasztikus folyamatok 1. hazi feladat megoldasok

1. & ~ N(m,0?), i = 1,...15, ahol m ismeretlen, 0 = 2.5 ismert. Az ada-

tokbdl &5 = 11.89 adddik. Tudjuk, hogy n = én/f ~ N(0,1), ez az atlag

standardizaltja.

a) Szimmetrikus konfidencia itervallum kell, igy keressiink olyan a-t, melyre
P(|n| < a) = 0.99, azaz 2¢(a) — 1 = 0.99. Ekkor ¢(a) = 0.995 és a = 2.57

adddik a normalis eloszlds tablazatabol. P(]i"/?}ﬂ <a) = P(|n| < a) =0.99,

masrészt \5 f' <a = |m-§| < a= <:2>5 &n —al= <2gn <
Eut+ 0%, fgy (6, — as, &, +a-%] = [11.89 — 25722 1189 + 2.5722] =
[10.23; 13.55] 99%-0s biztonsdgi szimmetrikus konfidencia-intervallum az m

varhaté értékre, vagyis a bor alkoholtartalmara.

b) A [§,—a a =, Entaz 7] szimmetrikus konfidencia-intervallum hossza 2a% =

2 egyenletbol /n = ac = 2.57 x 2.5 = 6.425 azaz n = 41.28 adddik. Igy
legalabb 42 mérést kell végezniink.
c) A feladat a) és b) részéhez hasonléan o tovabbra is ismert, és n =

f;"/?/%l ~ N(0,1), igy ebben a részben is a normalis eloszlds tédblazatat kell

hasznalnunk. A kiilonbség csak annyi, hogy nem szimmetrikus, hanem egy-
oldali konfidencia intervallumot kerestink. Kell v € R, melyre

P(m € (—00,&, + 7)) = 0.95. Hasznaljuk fel, hogy m € (—00,& +7) =
m<&+y <= m—§, <y <= ;"/;\% < a/f TehatkellvER melyre
P(—n < #ﬁ) = 0.95. Az egyszertuség kedvéért jelolje: a = /f Ezzel
P(—n < a) = 0.95. Mivel n standard normalis eloszldst, és ez a 0-ra szim-
metrikus eloszlds, ezért —n is standard normélis eloszlasu, igy ¢(a) = 0.95
és a = 1.64 adddik. Mivel a = =, ezért v = a = = 1.64 2.5/V/15 =
1.06, azaz (—o0, &, + a=) = (—00,11.89 + 1.06) = (—00,12.95) megfelelo
konfidencia intervallum. A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy ismert o
esetén a varhato értékre, m-re vonatkozo szimmetrikus konfidecia intervallum

[ — az, £t a2 ] ahol 2¢(a) —1 = 1 —« a megbizhatdsagi szint. Egyoldali
konfidencia 1ntervallum pedig: (—o0,&, + a\/iﬁ) vagy (£, — a\/iﬁ, +00), ahol
¢(a) = 1 — o a megbizhatdsagi szint.

. Most m és o is ismeretlen (utébbit is csak a mintdbdl tudjuk becsiilni) igy
ebben a feladatban ¢ eloszlast kell haszndlnunk.

a) A varhato értéket a mintadtlaggal becsiilhetjiik: & = 15.8, a szérast pedig
a korrigalt tapasztalati szorassal: sg = 0.1532.

énm

b) Ismert, hogy ¢t = NG kozelitoleg t(n— 1) [gy a szimmetrikus konfidencia

intervallum ismeretlen széras esetén [€, — f, Entaz ] alaku, ahol P(|t] <
a) = 1—« a megbizhatdsagi szint. 95%-os megblzhatosagl szint esetén 1 —a =
0.95, azaz a = 0.05. A szabadsagi fok most n — 1 = 5, és kétoldali érték kell,
igy a t eloszlas tablazatabdl a = 2.571 adédik. Azaz a 95%-os szimmetrikus
konfidencia intervallum a varhaté értékre:

[15.8 — 2.571%782,15.8 4 2.571%-782] = [15.64; 15.96].
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99%-o0s megbizhatésdgi szint esetén 1—a = 0.99, azaz o = 0.01. A szabadsagi
fok most is n — 1 = 5, és kétoldali érték kell, igy a t eloszlas tdblazatabol
a = 4.032 adddik.

Azaz a 99%-os szimmetrikus konfidencia intervallum a varhaté értékre:
[15.8 — 4.0320'3/55’2, 15.8 + 4.0320'\1/55’2] = [15.55;16.05]. Ez természetesen az
elobbinél bovebb intervallum.

. A titkarno éltal egy-egy oldalon vétett hibak szama: &; ~ Poisson(\), i =
1,...,10. A X\ paraméter maximum likelihood becslését keressiik. A likeli-

hood fiiggvény: L(\, z1,...,z,) = [[, P(& = =) = [[, [)‘z’ _’\}, ahol

x;!

x1,...,%, az egy-egy oldalon vétett hibak szama. Most n = 10. A loglikeli-

hood fiiggvény: H(\,x1,...,x,) = InL(A\, @1,...,2,) = In[[_, [,g\:' _A} _
S, In [A 1e—x] -y [;c ln)\—ln(xi!)—)\] =3 I A= In(a) —
o ey 2 = B — 0, g A = B2t =g, 2 = _Xign )

igy ez lokahs maximum hely. A A paraméter maximum likelihood becslése

tehat: \ = ¥ = T, = T10 = 2, 4. Poisson eloszlasrdl 1évén sz6, a varhato
értéket és a szorast is ezzel becsiilhetjijk.

(wi—m)?

. Itt alikelihood fiiggvény: L(X, 1, ..., z,) = [, f(z:) =], [ﬁ{?]
A loglikelihood figgvény: H(\, z1,...,2,) =In LA\, z1,...,2,) =nln ﬁ—
o S (zi —m)? A 92 = 0 egyenletbdl 1 = Z,, a 2L = 0 egyenletbdl
o = \/M adddik. fgy m = I,-t felhasznalva ¢ = M
adédik. Azaz ¢ maximum likelihood becslése 6 = s,, a (nem korrigalt!)

tapasztalati szoras. A konkrét értékekkel: m = T5 = 316, 6 = s5 = 3.52.

. (Szorgalmi hézi feladat.) b maximum likelihood becslése max{zy,..., T}
Ez nem tozitatlan becslés. L max{zy, ..., x,} = Smax{xzy,..., x5} torzitatlan
becslés b-re.



Sztochasztikus folyamatok 2. hazi feladat megoldasok

1. & ~ N(m,o?%), i = 1,...18, ahol m = FE¢; ismeretlen, 0 = D(§) = 2
(cl) ismert. A feladat szerint a mérési adatokbdl £z = 52 (cl) adédott. A
nullhipotézis Hy :  m = mg = 50 (cl), figyeljink a mértékegységre, az
ellenhipotézis H; :  m # 50 (cl).

o ismert, ezért egymintds u-prébat hasznalhatunk. A Hy nullhipotézis mellett
& ~ N(mg,o0?), ahol mg = 50, és fgy u = % ~ N(0,1). A megadott
szignifikanciaszint 95%, igy 1 — a = 0.95. Mivel kétoldali az ellenhipotézis,
az elfogaddsi tartomdny E = [—a,a] alaki, ahol P(u € [—a,a]) = P(Ju| <
a) = 2¢(a) — 1 = 0.95 kell hogy teljesiiljon. Igy ¢(a) = 0.975 és a standard
normadlis eloszlas tablazatdbol a = 1.96 adédik. Tehat £ = [—1.96,1.96]

Most u = E;j—rg';o = 598 = 4.24. Avaz u ¢ E, tehdt Ho-t elvetjiik, vagyis
95%-o0s szignifikanciaszinten nem fogadhaté el az a feltételezés, hogy a gépsor

szabvanyos mennyiséget tolt.

Ho-t akkor vethetjiik el, ha v = 4.24 ¢ E = |[—a,al, azaz, ha a < 4.24.
a = 4.24 esetén a szignifikanciaszint 2¢(a) — 1 = 1, mivel ¢(4.24) = 1-
nek tekintheto. fgy minden szinten, azaz teljes biztonsaggal elvetheto az a
feltételezés, hogy a gépsor szabvanyos mennyiséget tolt. (Azaz le kell allitanunk,

és be kell Gjra allitanunk a gépsort, hacsak nem akarunk a vasarlokkal jotékony-
kodni.)

2. Mivel a valddi szérasok ismertek, kétmintas u-prébat alkalmazhatunk. A
nullhipotézis Hy :  m; = ma, (a két varos dtlagos csapadékmennyisége
megegyezik), az ellenhipotézis Hy : my # ma.

En—Tlm

Hj teljesiilése esetén uw = ——2—n__ ~ N(0,1). Itt n és m a megfelelo
o tel] \/W (0,1) g

sz ‘ . 35—28 _ . . .
mintak elemszama. u = W 2.21 A megadott szignifikanciaszint
99% és H; kétoldali ellenhipotézis, igy az elfogadasi tartomény F = [—a, d]

alakd, ahol P(lu| < a) = 2¢(a) — 1 = 0.99, azaz ¢(a) = 0.995, vagyis
a =257 Igy t =221 € E =[—2.57,2.57], azaz Hy-t elfogadjuk.

3. Arrdl a hipotézisrol, hogy a két varos csapadékmennyiségének szdérasa azonos-
e, F-proba segitségével donthetiink. Itt a nullhipotézis Hy : o1 = 09,

az ellenhipotézis Hy : o1 # 09. Altaldban a kovetkezd préobastatisztikat
2 2

hasznaljuk: F = max{‘:#, jTL} Ez a Hy nullhipotézis mellett F-eloszldsi
L M

n—1,m — 1 szabadségi fokkal, ahol n és m a nevezohoz illetve a szamlalohoz
tartozo minta elemszama. Jelen esetben F' = s;# =2 =111,6s F (9,9)
szabadsdgfokd. A tablazat szerint a megfelelo klfitikus érték ¢ = 3.18, azaz
P(F < ¢) =0.95. Mivel F' = 1.11 < ¢ = 3.18, ezért 95%- os szignifikancia-
szinten elfogadjuk azt a hipotézist, hogy a két csapadékmennyiség szdérasa
azonos. Miutan teszteltiik, hogy a két fliggetlen mennyiség szordsa azonos-
nak tekintheto, a varhato értékek egyenloségének vizsgdlatara kétmintas ¢-
prébat hasznalhatunk (ugyanis a két széras azonos, de NEM ISMERT.) A
nullhipotézis Hy :  my; = ma, (a két varos atlagos csapadékmennyisége
megegyezik), az ellenhipotézis Hy : my # mo.



En—Tim nm(n+m—2)
(n—1)s2,+(m—1)s2 nt+m

szabadsagfokkal. Itt n és m a megfelelo mintak elemszama. t értéke most

t = \/9322_ fg*ss’ [HE08 — 2,475 A megadott szignifikanciaszint 99% és Hy

kétoldali ellenhipotézis, igy az elfogadési tartomany E = [—a, a] alaki, ahol
P(|t| < a) = 0.99. Masrészt t n 4+ m — 2 = 18 szabadsagfoki. Igy a t
eloszlas tablazatabdl a = 2.878 és E = [—2.878,2.878|. Mivel t = 2475 € E
Hoy-t elfogadjuk, azaz 99%-0s megbizhatdsagi szinten allithatjuk, hogy a két
véaros &atlagos csapadékmennyisége megegyezik. (Megjegyzés. 95%-os szig-
nifikanciaszint esetén a = 2.101, igy 95%-0s megbizhatisagi szinten mar nem
allithatjuk, hogy a két varos atlagos csapadékmennyisége megegyezik. )

Hj teljesiilése esetén t = t eloszlasu n+m—2

. A két minta (szerviz elotti és szerviz utdni értékek) nem fiiggetlen, igy
a két minta autonként vett kiillonbségére, azaz a fogyasztas megvaltozasara
kell egymintds probat hasznalnunk. fgy a kovetkezo adatsort kapjuk:

—0.4,-0.6,—0.7,0.0, —0.3. Ehelyett érdemesebb a —1-szeres értékéket te-
kinteni: 0.4,0.6,0.7,0.0,0.3 ami azt adja meg, hogy mennyivel csokkent a
fogyasztas. A mintadtlag & = 0.4, a korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet
illetve szérds: st? = (0.04 + 0.09 + 0.16 + 0.01)/(5 — 1) = 0.075, si = 0.274.

A nullhipotézis Hy : m = 0, (a szerviz elotti és utdni fogyasztas megegyezik),
az ellenhipotézis Hy : m > 0 (a szerviz utan a fogyasztas csokkent).

Mivel a széras nem ismert, csak becsiilni tudtuk, ¢ prébat kell hasznalnunk.

A Hj hipotézis mellett t = 56*5/7)5 4 szabadsagfoku t eloszlasi. Az adatok

: _ . 04-0 _
szerint t = 0274/NE = 3.26.

Az ellenhipotézis most egyoldali, H; alapjan a kritikus tartomany K =
(a, +00) alakid, ahol a > 0. A 0.025 elsofaji hibavaldsziniséghez tartozé kri-
tikus érték 2.776, azaz ekkor t = 3.26 € K, igy 97.5%-0s szinten elvethetjiik
Hy-t, azaz azt allithatjuk, hogy a fogyasztas csokkent, vagyis a szerviz hatasa
szignifikéns.




Sztochasztikus folyamatok 3. hazi feladat megoldasok

. Rx(0) = DQ(Xt) =0o*(1+9+4+16) = 90.

Rx(l) <5t + 381571 — 281572 + 461573, Etr1 + 3€t — 281571 + 481572) =
o2(1- (— 3 +3 (—=2) + (—2) - 4) = —33.
(

Rz(k) = COV(Z(), Zk) = COV(XO + Wo, Xk + Wk) = COV(X(), Xk) = Rx(]{),
ha k # 0, mivel az X-ek a W-ktol fliggetlenek, és W, is fliggetlen Wj-tdl.
Rz(0) = D*Xy+ D*Wy = Rx(0)+9. Az 6rén tanultak alapjan k > 1 esetén
4(;)’6
Rz(k) = Rx (k) = —2H
Ry(0) = Ry (0) +9 1 4
z(0) = fix = )
L= (m}i-l)2

Ezek utan k > 2 esetén:
RU(]{) = COV(ZO — LZ_l, Zk m+1 Zk 1)
Ra(k) — g Rk — (1)) = sy Ralk — 1 0) + (527)Ralk — 1 - (~1)) =
Ruc(k) — g R (k 4+ 1) — A R (k — 1) + (5 *R (k) = O,

némi szamolgatassal.

Ha k = 0 vagy 1, akkor a fentiekbol:

Ry(1) = (1+ (;;57))Rz(1) — ;15[R2(2) + Rz(0)],

Ry(0) = (1+ (;755)")R2(0) — ;15 [Rz(1) + Rz(-1)].

Ezek Rz(k) fent megadott értékei alapjan szamolhatéak. Mivel Ry (k) = 0
ha |k| > 2, ezért mozgé atlag folyamattal van dolgunk (bér az nem vilagos,
hogy mi most a fehér zaj).



Sztochasztikus folyamatok 4. hazi feladat megoldasok

1. Léttuk, hogy ha |a| < 1 és b # —a, akkor az
Xy —aXi 1 =g+ by
ARMA folyamat 1étezik, és megkonstrualtuk kauzalis végtelen mozgd atlag
eloallitasat: .
Xy =¢+ Z(a +b)a’ ey
j=1
Igy

o0
X = E Vigr—j,
7=0

ahol ¥y =1, ¢; = (a +b)a’ !, ha j > 1. (Emlékezteto: ha Z; = PR T
végtelen mozgé dtlag, akkor Rz (k) = 02 32°° ¥jib4r.) Tgy

Rx(0) = 0® 3222007 = 0[5 + 22, 93] = o?[1 + Y72 [(a + D)o '?] =
o2[1 4 ),

1—a?

RX( ) =o? Z;O:o %’%’H = 02[%@/11 + Z;; ?/Jﬂ/fjﬂ] -
0*(a+b) + 72, (a+b)2a¥ ] = o%[a + b + &),

=y

X(2) = o? Z] oij]+2 =0 [2/10% + E] 1 iﬂﬂ/hm]
o?[(a+b)a+ 3% (a+b)*a] = o*[(a+ b)a+ (adbla),
Ry (k) = 02[(a + b)aF + ) g g > 1.

2. Hj : a két készség fiiggetlen, Hy : a két készség nem fliggetlen.
Fiuiggetlenségvizsgalatot kell végezniink. A préobastatisztika

_ (vij —
= ZZ
=1 :

Itt n = 144 a tabldzat elemeinek Gsszege, v;-k a sor Osszegek (83,51, 10),
v.;-k az oszlop Osszegek (71,50, 23). Igy

I/J>2

Bo—mmp -ty
X 8371 1023
144 144

0.857 +0.048 + 1.696 + 0.59 + 0.004 + 2.11 + 0.868 + 0.624 + 0.223 = 7.02

jon ki a statisztika értékére. r = s = 3, hiszen mindkét szempont szerint az
osztalyok szdma 3. Ezért a prébastatisztikdnak megfelelo y2-eloszlds
szabadsdgi foka (r — 1)(s — 1) = 4, a tablazat alapjdn ¢ = 9.49 a 95%-
os szinthez tartozd kritikus érték (e folott utasitunk el). Mivel a statisztika
értéke, 7.02 a kritikus érték alatt van, elfogadjuk a nullhipotézist. Megj. A
90%-o0s megbizhatdsdgi szinthez tartozé kritikus érték 7.78. fgy még 90%-o0s
szinten is elfogadhatjuk a nullhipotézist, azaz a két készség 90%-os szinten
is fiiggetlennek tekintheto.



3. Hy : a tetraéder szabalyos, H; : a tetraéder nem szabdlyos.
[leszkedésvizsgalatot kell végezniink. A lehetséges dobott értékek: 1,2, 3, 4.

A proébastatisztika
4

2 (vi — npi)?
X = -
ahol n = 100, mivel 100-szor dobunk, p; = 1/4, np; = 25,7 = 1,...,4
elméleti valoszinuségek és gyakorisagok felelnek meg a nullhipotézisnek.

vi, vt =1,...,4 az 1,2, 3, 4-es dobasok valédi szama. A prébastatisztikanak
megfelelo y2-eloszlds szabadséagi foka 4—1 = 3, a tdbldzat alapjan ¢ = 11.35 a
99%-os szinthez tartozé kritikus érték (e folott utasitunk el). Igy feladatunk
olyan nemnegativ egész v;, i = 1,...,4 értékeket taldlni, melyek 6sszege 100,
és amelyekre a probastatisztika értéke ¢ = 11.35 alatt illetve ¢ = 11.35 felett
van. A kovetkezoek pl. megfeleloek:

1. vy =21,y =24, 13 = 26, 1 = 29. Ekkor

, (21—25)2 (24 —25)2 (26 —25)% (29 —25)?
_ = 1.
X % 2 2 2% 3,
ez kisebb mint a kritikus érték, igy a nullhipotézist itt 99%-os szinten elfo-
gadjuk.

2. vy =48, 1, = 9,13 = 12,1 = 31. Ekkor

, (48-25)2 (9-25° (12-25° (31— 25)
="y T tT 5 T o3

ez nagyobb mint a kritikus érték, igy a nullhipotézist itt 99%-os szinten
elutasitjuk.

= 39.6,



Sztochasztikus folyamatok 5. hazi feladat megoldasok

X+ 20Xt 1= 2_0Xt 2 = 2g — §€t—1 - %&—2;
azaz A(2)X; = B(2)e;, ahol A(z) =1+ 1/202 —1/2022, B(z) =2 —3/5z —
1/52%. A(z) = 0 acsa. ha 22 — 2 — 20 = 0, azaz z = 5 vagy z = —4. A(2)
gyokeinek abszolit értéke nagyobb mint 1, igy az ARMA folyamat stabil.
B(z) = 0 acsa. ha 22 + 32z — 10 = 0, azaz z = 2 vagy z = —5. B(z) gyokeinek
abszolit értéke nagyobb mint 1, igy az ARMA folyamat invertalhato.

a) Rekurzi6 egy lépéses elorejelzésre:

l3(2)5Q¥+1 = (B(2) — foA(2)) Xp41-

60:27 igy
3 1 1 7 1
A)=2—=2— =22 -2 —z— 2= — =2
B(2) = HA(z) 52757 2t gt = Tt T 10°
Tehat . 7 )
(2——z—-2%) X1 = ( 0%~ 10% ) X1,
azaz 3 1 7 1
2Xt+1_5Xt_5Xt—1: 10Xt_1_0 t—1

vagyis a keresett rekurzio:

X 3. 1. 7 1
Xpg = —X, + —X, 1 — —X, — —X
1= gt T gl T gt T g et

b) Ha két 1épésre akarjuk elorejelezni a folyamatot, akkor a rekurziét a kov.
egyenlet adja meg

B(2)Xir2 = (B(2) = (¢ + ¢12) A(2)) Xesa,

ahol g és 17 a kov. egyenletbol hatarozhaté meg:

B(z) = A(2) (¢ + 12 + Z ;)

azaz
3 1 1
2—52—5z2 (1—1-%2——2 )(1/10—1-1#12—1—21/13,2]
Innen 2 = vy és —3/5 = ¢y + 1/20¢y, azaz 1p; = —7/10. Ebbol
13 7
B(z) — AR) = ——2? — ——2°

addédik. (Megj. Itt a konstans és elsofoki tagoknak ki kell esnie.) Tehét

3 1 A 13 7
(257 = 50X = (007" — g7 Ko



amibol 3 1 13 .
Xppo = —X X, - X, -
20 T 107 4007 400

a keresett rekurzié kétlépéses elorejelzés esetén.

t—1

. Vegyiik az
1 1

X+ %Xt—l - %Xt—Q = 2¢;
egyenlet mindkét oldalanak kovarianciajat X;-vel, ebbol
1

1
cov(X; + %Xt_l — %Xt_g, Xy) = cov(2ey, Xy) = cov(2e4,oer) =

= 2hpcov(ey, g;) = 20hp0? = 12

adddik. (Figyelem: itt majdnem mindenki lehagyta a 2-es szorzét a jobb-
oldalon, és lemasolta valtoztatas nélkiil azt, ami a gyakorlaton levo feladat
megolddsédban szerepelt.) A baloldali kovariancia kifejtésébol

Rx(0) + =Ry (1) — —Rx(2) = 12

adodik. Vegyiik most az eredeti egyenlet kovariancidjat X, ;-gyel, ebbol

1 1
COU(Xt + 2—0Xt_1 - 2—0Xt_2, Xt—l) = COU(26t, Xt—l)
azaz 1 1
Ry(1) + —Rx(0) — —Rx(1) =0

adodik hiszen ¢; és X; ; fliggetlen.
Tudjuk, hogy léteznek olyan C1, ..., C, konstansok, hogy

Rx(k) =3 ()",

Jj=1

ahol p az A(z) = 14 1/202 — 1/202? gydkeinek szdma, azaz most p = 2, és
g1 = —4, go = 5 az A(z) polinom gyokei. Igy Rx(0) = C; + Cs, Rx(1) =
(—1/4)Cy + (1/5)Cy, Rx(2) = (—1/4)*Cy + (1/5)2Cy = 1/16C, + 1/25C,.

’

Igy a fentiekbol a kov. két egyenlet adodik:

1 1 1 1 1 1
(C1 4+ Cy) + 2—0(—101 + 502) — 2_0(1_601 + %Cﬁ =12,

s 11 1 11 1
(=701 + £C2) + 55(Cr 4 Co) = o5 (=7 G+ = C2) = 0.

Azaz C\35 + Cof55 = 12 és Ci(— 2) + Cogs = 0, amibol O = 6.77 és

02 = 5.29. Tehat

1

k] NG
4) 6.77+(5) 5.29.

Rx(k) = (



Sztochasztikus folyamatok 6. hazi feladat megoldasok

1.
b (1) = 02‘ B(e') 2 _ 02‘1 — et 2 _ 02(1 — see®)(1 — e ™) B
* A(e) 1- Leit (1 - Leit)(1— Le-it)
2 1-— % cost + ﬁ
1-— %cost + %
2.

1 (7 - 1 [" -
Rx(k) = %/ ox (w)e™ du = %/ e~mluleiuk gy, =

1 T ' ™ . 1 ™ ) 1 (—m—+ik)u 4 1
= — [/ e‘mluewk—i-/ e—m\“|e’“’f} du = —Re/ e~k gy = Z Re [6—} =
2r L J, 0 T 0 T —m +ikJo

_ lRee(fmeik)fr._ 1 _ lRe [e(fer’ik)ﬂ o 1]<_m o Zk?) _
™ —m + ik T m? + k2

1 —-m

= m}%e[(e_m”(cos kr+isin km)—1)(—m—ik)] = O

e (= 1) 1]

3. Létezik kauzdlis MA (o0o) elodllitds, acsa, ha [7_|In e‘l/“2’ du < oo.

f:r ‘ In e—l/uQ‘ du =2 foﬂ 1/u? du = 2 [ — ﬂ = +00. fgy nem létezik kauzalis
0
MA(00) eloallitas.
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Sztochasztikus folyamatok 7. hazi feladat megoldasok

1. Egy példa a sok koziil, amit irtatok, és tetszett:

4 varos kozott személyvonat kozlekedik, A B; B,C illetve C,D kozott van
vastti palya. Egy ellenor utazik a varosok kozott a kovetkezo atmenetvaldszintiség
matrix szerint:
/2 1/2 0 0
3/4 0 1/4 0

0 1/10 1/10 8/10

0 0 0 1

Il =

Mindig csak vasuton szomszédos varosba tud utazni, indonként kicsit meg-
pihen, illetve idonként lustasdgbdl nem megy tovabb, és valamelyik (A,C
vagy D) varosban idozik. D varosban az allomédson van egy jatékterem, és
kalauzunk szenvedélyes jatékos, igy, ha odaérkezik, akkor nem tud ellenalni
a kisértésnek, és a nap hatralevo részét a jatékteremben tolti.

2.a)p=1/2,q=1/4.

b) 1.mo.
11 11 1 3
P(X; =1|Xy =2) :PQ? = p21p11 +P22p21 +P23ps1 = §‘§+Z.§+Z‘O: ]
2.mo
1/2 1/2 0\’ /2 3/8 1/8
m = 1/2 1/4 14 | = 3/8 19/48 11/48 |,
0 1/3 2/3 1/6 11/36 19/36

igy P(XZ = 1|X0 = 2) = (H2)2,1 = 3/8.
c) A ML homogén, igy P(X; =1|X35=2) = P(X, = 1| X, =2) = 3/8.
d) Ha X eloszlasa Q(Xo) = (2/10,3/10,5/10), akkor X, eloszldsa

/2 3/8 1/8
Q(X3) = Q(Xo)II* = (2/10,3/10,5/10) | 3/8 19/48 11/48 | =
1/6 11/36 19/36

= (71/240,499/1440,103/288).
e) Felhaszndlva a Markov tulajdonsagot:

P<X0:37X1:27X2:25X3:1):
P(Xy = 3)P(X; = 2|Xo = 3)P(Xy = 2|X; = 2)P(X3 = 1|Xy = 2) =
P(Xo = 3)psapaspar = 5/10-1/3 - 1/4-1/2 = 1/48.

f) Rajzoljuk le a ML atmenetgrafjat! A grafnak 3 csicsa van {1,2,3}, és az
i cstesbol a j csuesba (i = j is lehet) akkor rajzolunk irdnyitott élet, ha az
egylépéses dtmenetvalészintiség p; ; = (II);; > 0. Mivel a II métrixban csak
két elem py 3 = p31 = 0, ezért az d&tmenetgrafban csak két irdnyitott él (1, 3)
és (3, 1) nincs berajzolva, és 7 irdnyitott él van az dbran: (1,1),(2,2),(3,3),(1, 2),
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(2,1),(2,3),(3,2) (e lefras helyett elég rajzolni). Az irreducibilitds azt je-
lenti, hogy az atmenetgrafban minden pontbdl minden pontba el lehet jutni
iranyitott élek mentén. Ez a grafbdl latszik, hogy teljesiil (pl. 1-bol 3-ba el
lehet jutni két 1épéssel: (1,2),(2,3) mentén, 1-bdl 1-be egy lépéssel: az (1, 1)
hurokél mentén, stb.). fgy a ML irreducibilis. Ez a II matrixrdl is leolvashato,
ugyanis I[I-ben a fodtld alatti és feletti mellékatloban is csupa pozitiv elemek
vannak, és szerepelt az a tétel, hogy ilyenkor a ML irreducibilis. (Megj. Ez
az irreducibilitdsnak elégséges, de nem sziikséges feltétele.)

g) A Markov lanc aperiodikus. Indoklds: legyen L; = {n € N7 : pgz) > 0},
azaz L; azon pozitiv egész szamok halmaza, ahany lépésben el lehet jutni i-bol
i-be pozitiv valészinuséggel. Most Ly = {1,2,3,...}, Ly = {1,2,3,...}, Ly =
{1,2,3,...}, mivel a hdrom hurokél miatt akarhany lépésben el lehet jutni
1-bol i-be pozitiv valdszintiséggel. Az Li-ben szereplo szamok legnagyobb
kozos osztoja 1, igy az 1 allapot aperiodikus. Az Ls-ben szereplo szédmok
legnagyobb ko6zos osztdja 1, igy a 2 allapot is aperiodikus. Az Ls-ben szereplo
szamok legnagyobb kozos osztéja 1, igy a 3 allapot is aperiodikus. Mivel
mindegyik allapot aperiodikus, ezért a ML is aperiodikus. Az aperiodicitas
a II matrixrodl is leolvashatd, mivel a foatloban minden elem pozitiv, ezért a
ML aperiodikus . (Megj. (Tétel volt), hogy ha a ML irreducibilis, akkor elég
egy allapotrdl tudni, hogy aperiodikus, ebbol kovetkezik, hogy az egész ML
is aperiodikus. Igy, pl. (Tétel volt) ha a foatls alatti és feletti mellékatloban
csupa pozitiv elemek vannak, és a foatloban legalabb egy elem pozitiv, akkor
a ML irreducibilis és aperiodikus. Azonban van olyan ML is, amelyre nem
teljestil, hogy a foatld alatti és feletti mellékatloban csupa pozitiv elemek
vannak, és a foatléban legaldbb egy elem pozitiv, és a ML mégis irreducibilis
és aperiodikus.)

Megj. zh-ban, vizsgaban indokolni kell, hogy a ML irreducibilis ill. aperi-
odikus, ha ezt allitjuk, persze az indoklas lehet révid, de helytallé.

atmenetval6szinliség matrix szerint:

12 1/2 0 0
3/4 0 1/4 0
0 1/10 1/10 8/10
o 0 0 1

1=
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Sztochasztikus folyamatok 8. hazi feladat megoldasok

1. A jatékot lefr6 Markov-lanc allapottere S = {0, 1, 2, 3}, dtmenetval6sziniség
matrixa

2/3 1/3 0 0

2/3 0 1/3 0

2/3 0 0 1/3

2/3 0 0 1/3

Irreducibilis a ML, mivel pl. van egy 0,1,2,3,0 irdanyitott kor a ML grafjaban,

igy minden pontbdél minden pontba el lehet jutni pozitiv valdszintséggel.

Mivel pgy > 0 (azaz van egy hurokél is), a ML aperiodikus is.

p = (Po, 1, P2, ps) eloszlés stacionarius eloszléds, ha pIl = p avagy II"p" = p”.
Ezt dtrendezve (I1— E)Tp" = 0" adédik, azaz

~1/3 2/3 2/3 2/3 o 0
1/3 -1 0 0 m| | o
0 1/3 -1 0 | |0
0 0 1/3 —2/3 3 0

Az egytitthaté matrix masodik sorahoz az elsot hozzaadva

-1/3 2/3 2/3 2/3 Do 0
0 -1/3 2/3 2/3 pi | | O
0 1/3 —1 0 P2 o 0
0 0o 1/3 —2/3 D3 0
majd a harmadikhoz a masodikat hozzaadva
-1/3 2/3 2/3 2/3 Do 0
0o -1/3 2/3 2/3 m | |0
0 0o -1/3 2/3 p2 | | O
0 0 1/3 —2/3 D3 0

Az els6 harom sort 3-mal szorozva a kiévetkezo egyenletek adédnak (a ne-
gyedik egyenletbol ugyanaz adédna mint a harmadikbdl):

—Ppo+2p1+2p2+2p3 = 0,—p1+2p2+2p3 = 0,—pa+2p3 = 0 EbbOL py = 2ps,
—p1 +4ps + 2ps = 0, azaz py = Ops, 18y —po + 12p3 + 4ps + 2p3 = 0, azaz
po = 18ps. Mivel p = (po, p1, p2, p3) eloszlds, po + p1 + p2 + p3 = 27p3 = 1,
ezért ps = 1/27, py = 2/27, p1 = 6/27, py = 18/27. Egyenstilyi allapotban a
pénzem varhaté értéke Opg + 1py +2ps +3p3 = 0-18/27+1-6/27+2-2/27+
3.1/27 = 13/27.

2. Irreducibilis a Markov lanc, mert minden allapotbol minden &allapotba el
lehet jutni pozitiv valdszintséggel. (Ez latszik a grafjardl, ha lerajzoljuk.)
A ML aperiodikus is, noha most nincs hurokél a grafban. Mivel a ML irre-
ducibilis, elég pl. az 1 allapotrdl belatni, hogy aperiodikus. 1-bol az 1-be vis-
sza lehet térni 2 1épésben, 4 1épésben, 7, 1épésben, stb. pozitiv valészinuséggel.
E szamok legnagyobb kozos osztdja 1, igy az 1 allapot aperiodikus.
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3. Egy példa

0 1 0 0

0 0 1 0
=112 00 1/2

1 00 0

Ennél tobb 0 nem lehet a matrixban, ha irreducibilis és aperiodikus a ML.
Ez valéban irreducibilis, ez leolvashaté a grafrél, ahogy az is, hogy 1-bol
az 1-be vissza lehet térni 3 lépésben is és 4 1épésben is, melyek legnagyobb
kozos osztdja 1. fgy az 1 allapot, és az irreducibilitas miatt az egész ML is
aperiodikus.

4. A jaték leirhat6 egy ML-cal, melynek allapottere S = { A, B, C'}, &tmenetvaldsziniség
matrixa

0 1/2 1/2
n=( o 1/3 2/3
1/3 1/3 1/3

A grafrol lathato, hogy irreducibilis a ML és aperiodikus is, mivel a grafban
van hurokél is. A stacionarius és egyben hatéareloszlas a fentiekhez hasonléan
hatérozhaté meg, py = 4/25,py = 9/25, p3 = 12/25 adédik. Annak az esélye,
hogy Botondnél van a kulcs 9/25.

Mivel a ML stabil, ezért a m &tmenetmatrix 7™ hatvanya konvergal egy olyan
matrixhoz, amelynek minden sordban a p; = 4/25,ps = 9/25,p3 = 12/25
stacionarius eloszlas van. Ezt tapasztalhatjuk, ha nagy n-re kiszamoljuk 7"-
t.
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Sztochasztikus folyamatok 9. hazi feladat

1. A Nagyesze professzor szobaja elott tekergo sor hosszat binaris modell segitségével
irhatjuk le. Az érkezés valdszintuisége most minden percben ¢ = 0.45, a
kiszolgélas valészintusége p = 0.5. Az dtmenetvaldszintiségi matrix:

1—q ¢ 0 0 O
a r b 0 0

= 0O ar b 0 ... |
0 0O a » b 0.

ahol a = (1 — q)p = 0.55-0.5 = 0.275, b = (1 — p)g = 0.5 - 0.45 = 0.225,
r=1—a—b=0.5. Mivel ¢ < p, a rendszer stabil. A stacionarius eloszlas w =
(wo,wi,...),ahol wy =1—¢q/p=1-0.45/0.5=0.1, w; = wy(b/a)"/(1—p) =
0.1(9/11)7/0.5 = 0.2(9/11)". Az 4tlagos sorhossz EX,, = q(1 —q)/(p — q) =
0.45-0.55/0.05 = 4.95.. Annak a valdszintsége, hogy t6bb mint hdrom didk &ll
sorban: P(X >3)=1-P(X =0)—P(Xoo = 1)—P(X =2)— P(Xo =
3)=1—-wp—w; —wy —w3=1—0.1-0.164 — 0.134 — 0.109 = 0.492

A binaris modellben érvényes a Little a formula, és az alapjan az atlagos
késleltetés: D = F(X,.)/E(percenkénti érkezések szama) = 4.95/0.45 = 11,
avagy D = (1 —q)/(p—q) = 0.55/0.05 = 11. Azaz 4tlagosan 11 percet kell
varnia egy didknak, hogy beirjak a jegyét.

2. A folytonos ideju ML &allapottere S = {M, L, N}. Mivel alagosan 3, 5 ill.
4 hénapig tartozkodik ezeken a helyeken, ezért a () ratamatrix foatlojaban
rendre g;1 = —1/3, g2 = —1/5, 33 = —1/4 all. A rétamatrix sordsszegei
0-k. Mivel Marseille-bol mindig Népolyba utazik, ezért g1 = 0 és ¢13 = 1/3.
Lisszabonbdl kétszer olyan valészinti, hogy Marseille-be megy, mint hogy
Népolyba, igy g21 = 2q93, masrészt ga1 + qaz = —q22 = 1/5, tehdt 3go3 = 1/5,
azaz qo3 = 1/15 és qa1 = 2/15. Népolybdl egyforma valséggel megy a masik
két varosba, 1gy 31 = @32, mésrészt q31 + qz2 = —qs3 = 1/4, azaz g3 = 1/8
és q3p = 1/8. Tehat

130 1/3
Q=1 2/15 -1/5 1/15
1/8 1/8 -1/4

A ML &tmeneti rata grafjdban (ott hdzunk be irdnyitott élet, ahol a Q
matrixban pozitiv szam all, hurokélek most nincsenek, ezt zh-ban vizsgdban
le kell rajzolni) minden csticsbél minden cstcsba el lehet jutni irdnyitott ut
mentén, igy a ML irreducibilis. A ML véges allapottert, és ez a ketto egyiitt
folyztonos ideji ML esetén elég is a stabilitashoz. fgy létezik hatareloszlas,
ami az egyértelmu stacionarius eloszlas. Ez kielégiti a p() = 0 egyenletet.
Ezt transzponalva a kovetkezot kapjuk: B

~1/3 2/15 1/8 n 0
0 -1/5 1/8 m | =10
1/3 1/15 —1/4 3 0
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A harmadik sorhoz az elso sort hozzaadva ebbol

~1/3 2/15 1/8 n 0
0 -1/5 1/8 p | =10
0 3/15 —1/8 3 0

adédik. fgy két egyenletet kapunk (a harmadikbdl ugyanazt kapnénk, mint
a mésodikbol): —1/3p; + 2/15ps + 1/8ps = 0, és —1/5ps + 1/8ps = 0. gy
p3 = 8/5p2, p1 = 3(2/15pa+1/5p2) = pa, azaz p1+pa+p3 = py+pa+8/5ps =
18/5ps = 1. Tehét py = 5/18,p; = 5/18,p3 = 8/18. Annak a valészinusége,
hogy egy véletlenszeruen kivalasztott napon Lisszabonban van: p, = 5/18,
ha tudjuk, hogy a harom varos valamelyikében van.

. a) Mivel az auték érkezése percenkénti A = 4 intenzitdsi Poisson folyamattal
reprezentdlhato, ezért az érkezések kozott elteld ido Exp(\) eloszlasi, azaz
annak a valdszinusége, hogy érkezik auté 10 masodperc=1/6 perc alatt:
1—eMO=1—e /6 =1—¢23=0487

b) A 10 mésodperc alatt érkezo auték szama Poisson(A1/6)=Poisson(4/6)
eloszlasu. Igy P(megussza a kalandot)=P(0 vagy 1 auté jon 10 mésodperc
alatt)=e=%/6 + 4 /6e=4/¢ = 0.856.

¢) Annak a valészintisége, hogy érkezik auté 30 mésodperc=1/2 perc alatt:
1—e?M?2 =1—¢e*/2=1—¢2 = 02865 Ha csak 30 masodperc alatt
tud atvanszorogni az uton, de egy autdt ki tud keriilni, akkor P(megussza a
kalandot)=P(0 vagy 1 auté jon 30 mdsodperc alatt)=e2 + 2¢=2 = 0.405.

d) Most ment el egy autd. Mivel Exzp(4) eloszldsi perc miilva jon a kovetkezo,
ezért varhatéan 1/4 perc=15 méasodperc mulva jon a kovetkezo.

e) Most ment el egy auté. Annak az esélye, hogy a kovetkezo auté tobb mint
30 mésodperc milva érkezik=e /2 =1 — e=*1/2 = ¢=2 = .135.

f) Most ment el egy autd. A kovetkezo 2 percben varhatéan 4 érkezik,
azaz az érkezd autdk szama Poisson(2))=Poisson(8) eloszlsti. Igy annak a
valésziniisége, hogy a kovetkezo 2 percben 5 autd érkezik=8°/5le™® = 0.092.
Annak a valdszinusége, hogy a kovetkezo két percben 5 auté és az azt koveto
harom percben 4 auté érkezik=8°/5le=8-124 /4le=12 = (0.092-0.005 = 0.00046,
hiszen diszjunkt intervallumokrol van szé, és 3 perc alatt varhatéan 12 auto
érkezik, azaz az érkezo autdk szama Poisson(12) eloszlds.

g) Annak a valdszinlisége annak, hogy 2 percen belill 5 auté és 3 percen
beliil 7 auté érkezik=annak a valdszintisége, hogy 2 percen beliil 5 auté és az
azt koveto 1 percben pedig 2 aut6 érkezik. (A vizsgalt eseményt fel kell irni
diszjunkt intervallumokrol sz6l6 események unidjaként, mert csak a diszjunkt
intervallumokon valé érkezések szdma fliggetlen.) fgy a keresett valdszintiség:
85 /5le® . 42 /2le=* = 0.092 - 0.147 = 0.00135.

h) A d)-g) kérdésekre, ugyanaz a valasz akkor is, ha az utolsé aut6 1 perce
ment el, és akkor is ha nem lattuk, hogy mikor ment el az utolsé auto,
mivel homogén Poisson folyamat szerint érkeznek az autdk, azaz az érkezések
kozott eltelo ido exponencialis, tehat orokifju eloszlés.
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