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Forgalomirdnyitds és POA  Wardrop model

Wardrop model

Wardrop model
Adott egy G(V/, E) iranyitott graf két kitiintetett csicssal: s, t.

Egységnyi forgalmat szeretnénk s-bét t-be irdnyitani.

@ Minden e € E élhez adott egy /(x) latenciafliiggvény, amely azt
mutatja, hogy mennyi idobe telik az e élen x nagysagi forgalmat

atereszteni.

@ A forgalom végteleniil kicsi részekre bonthatd, amit igy egy
folyamként abrazolhatunk.

@ A végteleniil piciny részeknek, az tn. egyéneknek az az érdeke, hogy

a lehetd leggyorsabban jussanak el t-be (6nz6 mddon optimalizélnak).
.

Smith, Mt J. " The existence, uniqueness and stability of traffic equilibria.”
Transportation Research Part B: Methodological 13.4 (1979): 295-304.
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Forgalomirdnyitds és POA  Wardrop model

Forgalomiranyitds

Pigou-graf

Az (n. Pigou-grafban az egyének két Ut kozott valaszthatnak. A felsd Uton az
atjutds koltsége konstans 1, mig az alsén ez a forgalommal ardnyos. Konnyi
kiszamolni, hogy egységnyi Osszforgalom esetén az Osszatjutasi idé akkor
optimdlis, ha az egyének fele az alsd, a fele pedig a felsé utat valasztja. Ekkor
azonban a fels6 Gton kozleked6k késébb érnek célba = a haldzat egyetlen
Nash-egyensilyi pontja, ha mindenki az alsé utat valasztja.
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Forgalomirdnyitds és POA  Wardrop model

Az anarchia ara (PoA)

Koutsoupias, Papdimitriou [2009]

Az anarchia dra a legrosszabb Nash-egyensiily koltsége osztva a
tdrsadalmilag optimalis kimenet koltségével.

Pl. a Pigou-graf esetében: Az optimum: 0.5-1+40.5-0.5=10.75

PoA = %. Tehat a koordinicié hidnya (illetve az 6nz8ség) miatt 33%-kal
kevésbé hatékony forgalom valdésul meg. Linedris latenciafliggvényeket
feltételezve megmutathatd, hogy ennél nincs rosszabb eset.

Tim Roughgarden Tim, Eva Tardos. "How bad is selfish routing?.”
Journal of the ACM (JACM) 49.2 (2002): 236-259.

Koutsoupias, Elias, and Christos Papadimitriou. "Worst-case equilibria.”
Computer science review 3.2 (2009): 65-69.
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Adott a kovetkezd graf és szeretnénk 4 egységnyi forgalmat s-bél t-be
atirdnyitani.

«4O0r <« Fr A=Zr «=)>» o>



Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Az osszatjutasi id6 akkor a legkisebb, ha az egyének fele jobbra megy, a
fele balra (ez Nash-egyensdlyi pont is).

x+5 2x
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Az osszatjutasi id6 akkor a legkisebb, ha az egyének fele jobbra megy, a
fele balra (ez Nash-egyenstlyi pont is).

2x x+5 e 2

o Egyéni koltség:
2.(2)+(2)+5=11

@ Tarsadalmi koltség
4.11 =44

x+5 2x
t
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"o

Osszekatjiik a két kozbiilsd pontot egy 0 koltségii dttal.

«O>» «F»r «=» « = = vaQ



Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Rovid szamolds mutatja, hogy néhdny autésnak megéri attérni a bal oldali
utrdl a jobb oldalira.

Egyéni koltségek:

11=2-(2)+(2)+5>
2.(2)+0-(1)+2-(3) =
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I'gy viszont a jobb oldalon kozlekedoknek megnott a koltsége...

11<(2)+5+2-(3) =13

«4O0r <« Fr A=Zr «=)>» = Q>



Ezért néhanyan ott is (j Utvonalat vdlasztanak.

13=(2)+5+2-(3) >
2-(3)+0-(2)+2-(3) =12

«4O0r <« Fr A=Zr «=)>» = Q>
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Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Most Gjra egy Nash-egyenstlyi ponthoz érkeztiink, de mindenki késobb ér
célba!

@ Egyéni koltség:
2-(3)+(1)+5=12

@ Tarsadalmi koltség
4.12 =48
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Forgalomirdnyitas és POA

Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

dbra: A Braess-paradoxon mechanikus dbrazoldsa
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Braess-paradoxon

Példak valé életbdl
@ Fold napja (1990) New York a 42 utca lezérasa
http://www.nytimes.com/1990/12/25/health/
/what-if-they-closed-42d-street-and-nobody-noticed.html
@ Az athélézat bdvitése Stuttgartban (1969)

@ Szoul autdpalya lezdrdsa (Cheonggyecheon projekt)

Paradoxon-mentesség

Adott G(V/, E) graf és I, latenciafiiggvények mellett NP-nehéz annak
eldontése, hogy G-nek létezik-e olyan H részgrafja, amelyben a forgalom
iranyitasdnak osszkoltsége kevesebb.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Osztozkodaselmélet (cake-cutting)
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Forgalomiranyitas és POA

Potsdami/Yaltai konferencia

Braess-paradoxon

Berlin
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Osztozkodasi (cake cutting) probléma definiciéja

Az (N,Q, A, (1i)ien) négyest osztozkodasi problémanak nevezziik, ha
teljesiilnek ra a kovetkezo feltételek:

@ N az osztozkoddasban résztvevé szereplok egy nem ures véges halmaza;

o Q az egész elosztandé targyat (teriiletet) jeldli (tovdbbiakban torta),
amelyet a [0, 1] intervallummal fogunk reprezentalni.
@ A a lehetséges tortaszeletek halmaza, amelyek kielégitik a
kovetkezbket:
i) Q € A, azaz az egész torta egy lehetséges szelet,
i) ha A,B € A, akkor AU B € A,
iii) ha A, B € A, akkor A€ € A.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Osztozkodasi (cake cutting) probléma definiciéja (folyt.)

® ujaz i € N személy értékeldfiiggvénye, amely a kovetkezdket tudja:
i) pi A— Ry U{0} (nem-negativ)
i) ha A, Be A, AN B =0, akkor
ni(AU B) = pi(A) + pi(B) (additiv)
i) () =1 (normalt)
iv) minden A € A szeletre és \ € [0, 1] szdmra létezik
A-nak egy B részszelete, amelyre p;(B) = Aui(A).
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Példa

A i értékelofliggvény segitségével definidlhatunk egy F; eloszldsfliggvényt.
Legyen Fi(x) = ui([0,x]), ekkor az [x, y] szelet értéke

wi([x,¥]) = Fi(y) — Fi(x). Az aldbbi dbrdn Fa(x) = v/x, Fg(x) = x és
Fc(x) = x? lsthaté.

Eloszlasfuggveények

Torta

A. jatékos B. jétékos C. jétékos
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Elvart tulajdonsagok

Egy osztozkoddsi eljards a szereploket meghatdrozott szabdlyok szerint
felszélithatja vagasok végrehajtasira és tortaszeletek kiértékelésére. Egy
ilyen ejarast szamos kritérium segitségével jellemezhetjiik.

@ |gazsigos(ardnyos): Minden résztvevé a sajat értékelése szerint
legaldbb a torta %—ed értékii részéhez jusson.

@ Igazmondasra-0sztonzé(taktikdzdsbiztos): Senkinek ne érje meg
hazudni a preferenciait illetéen.

o Irigységmentes: A végso felosztdsban mindenki a sajat részét tekintse
a legértékesebbnek.

@ Véges: Az eljaras véges sok lépésen beliil véget ér.

Csercsik David (ITK PPKE) Jatékelmélet és haldzati alkalmazasai 10. ea 2018. mdjus 9. 21 /34



Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Elvart tulajdonsagok (folyt.)

@ Pareto hatékonysag: A javasolt elosztdshoz képest nincs olyan mdsik
elosztds, amellyel mindenki legalabb olyan jél jar és legaldbb egy
valaki szigoriian jobban.

o Egyenld: A sajat értékitélete szerint mindenki ugyanakkora hanyadat
kapta a tortanak.

o Egybefliggdség: A kapott szeletek egybefliggdek.

o Onmiikddé: Az eljaras lefolytatdsdhoz nincs sziikség egy fiiggetlen
biréra.

Megjegyzés: Ha egy eljards irigységmentes, akkor aranyos is.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Cut and Choose

2 jatékos esetén

Eljaras: Az egyik jatékos megfelezi a tortdt, a masik vdlaszt egy szeletet.
aranyos, irigységmentes, taktikdzdasbiztos, véges, egybefliggs és
onmiikodé.

Hatranyok: Nem Pareto hatékony és nem feltétlendl jut mindenki egyenl6
részhez.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Steinhaus eljaras (1943)

3 jatékosra
Eljaras:

@ l-es jatékos 3 (szerinte) egyenld értékii részre vigja a tortdt

@ 2-es vagy passzol (ha legaldbb 2 darab > 1/3) vagy megjeldl 2-t
'rossz'-ként - Ha passzolt, a jatékosok a kovetkezd sorrendben
vélasztanak: 3,2,1 - és vége.

@ Ha 2-es nem passzolt, 3-as szintén a passz és a jelolés kozott
vdlaszthat. Ha passzolt, a jdtékosok a kovetkez6 sorrendben
vdlasztanak: 2,3,1 - és vége.

@ Ha sem 2 sem 3 nem passzolt, 1-nek ki kell vdlasztania egy darabot,

melyet 2 és 3 is rossznak jelolt. A maradékot 'Osszegyurjuk’, ezutdn 2
és 3 cut and choose-al dont

S.J. Brams and A.D. Taylor. An Envy-free Cake Division Protocol.
American Mathematical Monthly, 102(1):9-18, 1995.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Steinhaus eljaras Il

Tulajdonsagok:
@ lgazsigos (ardnyos) - ha kockazatkeriil jatékosokat feltételeziink,
akik a legrosszab esetben kapott kifizetésiiket szeretnék maximalizalni.

@ Nem irigységmentes: Ha 2 és 3 cut and choose-al dont, 1 irigy lehet
egyikukre.

@ Maximum 3 védgast igényel.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Fink eljaras (1964)

Eljaras:

o Két szerepld esetén CC.

@ Harom szerepl6 esetén, az els6 két személy lefolytat maguk kozt egy
CC-t. Majd mindketten hdrom egyenlo részre osztjdk a naluk Iévo
tortaszeletet. A harmadik személy vélaszt a két kupacbdl egy-egy
szeletet.

@ n szerepl6 esetén rekurzivan definidljuk. Tegyiik fel, hogy n — 1
személy mar ardnyosan elosztotta a tortdt. Kérjiilk meg most az n —1
személyt, hogy az dltaluk birtokolt tortaszeletet osszak fol n egyenl6
részre. Az n. személy minden résztvevotdl valaszt egy tortaszeletet.
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

An application in telecommunication: Cellular networks

@ We assume m service providers
@ Service provider k has ny users in the analyzed area

@ We do have n base stations (BSs), each of which initially belongs completely
to one of the service providers.

® BS j € {1,...,n} has a maximum spectrum capacity, denoted by w;

-] WJ’-‘ denotes the amount of spectrum that may be used by SP k from the
capacity of BS j (k € {1, ..., m}).

If no resource sharing takes place WJ’-‘ equals to w; or 0, depending on whether BS
J belongs to SP k or not. However, in any case

S wh=w; v (1)

k
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Resource sharing and cake cutting |

The amount of spectrum allocated by SP k in BS j to the i-th user of SP k
(ie{l,..,n}) - W: Since every SP may only distribute the amount of
spectrum it owns in every BS

dowhk<wp Yk (2)

User assignment: c,f- is a binary variable indicating that the i-th user of SP k is
assigned to BS j. As we initially exclude those user-BS pairs which do have a
channel gain below a predefined threshold, not every c,-’j- is included in the problem
formulation. Furthermore, we must formulate this constraint as an inequality,
since it is possible that no user of SP k is assigned to a BS j for which WJ’-‘ > 0.
Each user may be assigned to only one BS.

Y k=1 Vik (3)
J
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Resource sharing and cake cutting |l

If the i-th user of SP k is not assigned to BS j, BS j can not provide i any
spectrum:

0 < wf <wcfy Vi k (4)
b¥: the bit-rate of user i of SP k. We assume that every user has a desired

. —k . L . .. . ..
bit-rate b;, which limits its data consumption. Similarly, we define a minimal
spectrum for each user denoted by Qf(.

bE<bE<B Vik (5)

We assume that the available bit-rate is also limited by the total spectrum
assigned to user i, and this constraint is linear in the allocated spectrum

b <) ghwf; Vik (6)
J
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Forgalomirdnyitas és POA Braess-paradoxon

Resource sharing and cake cutting |l

The objective is to maximize the total bit-rate or equivalently

min f = — Z bf‘ (7)
ik

The variables of the problem are

1
wi bl
W2 2
1 B
c . :
— 1
w _ —k bn
X = w=| Wi b= 3 (8)
w wl 1
b 2 b2
— K :
w m
n bnm
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Resource sharing and cake cutting IV

@ Reference for resource sharing optimum: In this case we add no additional
constraints. This will imply that the W; values are also variables of the
problem, and are determined by the solver to reach a globally optimal total
bit-rate.

@ Reference case with no resource sharing: In this case we add additional
constraints which do fix the variables ij to w; or 0, depending on whether
BS j belongs to SP k or not.

@ Analysis of a resource sharing scenario: In this case we use a prior method to
determine the WJ’-‘ values, and add the resulting values in the form of
constraints to the problem.
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Resource sharing and cake cutting V: Evaluation of BSs by
the SPs

o
Zgu i,j) ¢ EXP (9)
where EXP denotes the set of prior excluded BS-user pairs. T
° | |
n;
k _
k — 10

where nj’-‘ denotes the number of users by SP k, who may be assigned to BS

J, and |ﬁjk| denotes the number from among them who do have a better
alternative. User i of SP k has a better alternative in the context of BS j, if
there exists a BS j’ to which i may be also assigned, and gi’fj < g,’fj,.
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Resource sharing and cake cutting VI: Simulation

1
11
1-— exp((lOO — deff)/15) ( )
where def is the effective distance from the corresponding BS. The effective
distance may be calculated as desr = d + crdf

k _
8ij =

0or \ i
“l T/ N J ;}j
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Resource sharing and cake cutting VII: Results |

14
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The efficiency of the cake cutting-based method increases with the number of
users and with the complexity of the environment.
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