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Hozzarendelési piacok

Kétoldala parositasi piac:
@ a szerepl6k két csoportba sorolhaték (eladék - vevék)

9 a f6" termékek oszthatatlanok, de megkiilonbdztetheték (hazak)
(ha egyformak, Bohm-Bawerk (1891) lévasar)

@ mindegyik eladé kinalata és mindegyik vevé kereslete egységnyi
@ van ,pénz’ (tetszélegesen oszthaté és a szereplék kozott atvihetd)
@ az egyéni hasznossagok atvalthaték (pénzben kifejezhet6k)

Kimenetel:
@ a hazak egy allokacidja (egy elad6tol egy vevének, vagy nmaganak)

@ pénzbeli kifizetések a szerepl6k kdzott (megkodtés nélkiil)
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A modell

Hozzarendelési piac:
@ eladdk halmaza /, vevék halmaza J

@ az i € | eladé ri-re értékeli a hazat, ez alatt nem adja el
(altalanosabban: rji-re értékeli a j € J-vel val6 parositast, pl. munkas - cég)
9 a j € Jvevs tj-re értékeli az i € | hazat, e folétt nem veszi meg

4

Profit matrix: A= [a,-j > 0}

ahol | a; = (& — )"

iel,jed
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A modell

Hozzarendelési piac:
@ eladdk halmaza /, vevék halmaza J

@ az i € | eladé ri-re értékeli a hazat, ez alatt nem adja el
(altalanosabban: rji-re értékeli a j € J-vel val6 parositast, pl. munkas - cég)

9 a j € Jvevs tj-re értékeli az i € | hazat, e folétt nem veszi meg

(3
Profit matrix: A= [a; > 0], .., ahol|a;= (t;— )"
Példa: 2 elad6 - 3 vevs

t1|to|ts

piac nn =101 17 |14 12 —> profitok A=
rp=11|15| 14 | 10

NN
w s
onN
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Megjegyzés

Végs6 soron a jatékot az A matrix definialja. Tovabbi motivacicként felmeriilhet

labdartgécsapatok baratsagos mérkézéseinek parositasa (kiilonféle mérkézésekért
a TV-csatornak kiilonbozd kozvetitési jogdijat fizetnek, melyeken a csapatoknak

meg kell osztozniuk)
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A piac kimenetelei

Egy lehetséges kimenetelnek két &sszetevgje van:
o egy hozzarendelés / parositas X = [xj]ics jecs

ZXU < 1 minden i € /-re: Mindenki max 1-szer adhatja el a hazat
jed

Zx,-j < 1 minden j € J-re: Mindenki max 1 hazat vehet

icl

xj € {0,1} minden i€/, je€ Jre

(sordsszeg és oszlopdsszeg =1)

o egy elérheté haszonvektor (...ui...;...vj.. ')iel,jeJ
E uj + E v; < E ajjXij
icl jed icljed

(haszon = a kimenetel pénzbeli értéke - a kezdet pénzbeli értéke)
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Példa: lehetséges kimenetel

Példa: 2 elad6 - 3 vevs

7 4
4 3

profitok A= g

kimenetel (X, (u; v))

. B |0 1 0
hozzarendelés X = 10 0
V1:2 V2:2 V3:0
haszonvektor  u; =2 . 4
Uy = 2 4

ez a kimenetel lehetséges, mert a haszonvektor elérhets: 2+2+2+24+0<4+4
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Stabil kimenetel

Egy (X, (u;v)) lehetséges kimenetel stabil, ha
@ uyi>0, vy>0 mindeni€ l-re, j€ J-re
o Ui+ v > aj minden / € [,j € J-re

Csercsik David (ITK PPKE) A mag a hozzarendelési jatékokban
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Stabil kimenetel

Egy (X, (u;v)) lehetséges kimenetel stabil, ha
@ ui>0, vy>0 minden i€ [-re, j€ Jre (egyénileg elfogadhatd)
o ui + v > aj minden i € I,j € J-re (paronként elfogadhato)

Példa: 2 elad6 - 3 vevs

7 4 2
4 3 0

profitok A=

V1:2 V2:2 V3:0
az elébbi lehetséges kimenetel — u; =2 7 2

=2 0

nem stabil, mert ugyan egyénileg elfogadhaté, de u; + vy =2+2=4 < (a;; =7)
(az els6 vevs és az elsé eladd blokkol6 part alkot)

NE

v
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Stabil kimenetelek jellemzése

Allitas
Egy (X, (u;v)) lehetséges kimenetel stabil <=
e u=0 minden nem parositott i eladéra O jesxi <1)
°v,=0 minden nem parositott j vevére Qoicixij <1)
@ ui+vj=a;  minden egymashoz rendelt i,j parra (xj=1>0)
@ u;>0,v>0 minden parositott i-re, j-re
@ ui+v;>a;  minden nem parositott i, -re (xij =0)
(«<=) nyilvan
. . V3 Z 0
(=) ) ) up + vo > ar
up +vi > az

aptan+0< (v +w)+(t+wv)+vs<an+an

tehat a hozzarendelésbeli mindegyik >-nek =-ként kell teljesiilnie
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Példa: stabil kimenetel

Példa: 2 elad6 - 3 vevs

Az elébbi hozzarendelés nem bévithets stabil kimenetellé

vi >0 v >0 v3 =0 ‘

u1 >0 up+wvi>7 ‘U1+V2:4‘ up+v3 >2
u >0 ‘uz—|—v1:4‘ um+v>3 uw+vz>0

mert az {(1,1),(2,2)} hozzarendelésbeli parok stabilitasahoz kell
(n+wvi)+(2+wv)>T7+3>4+4=(u1+v2)+ (2 +w)

Ugyanakkor, van stabil kimenetel, példaul

vi =25 v, =3 ’F’

u=2[[2+5=7] 2+3>4 2+0>2
wp=0] 0+5>4 [0+3=3] 0+0>0
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Stabil kimenetelek jellemzése / 2

Allitas

Ha (X, (u; v)) egy stabil kimenetel, akkor
o X maximalizilja a ;; ajjxj Gsszértéket a parositasok halmazan ES
o (u;v) minimalizalja a ), u; + 3, v; 6sszhasznot az elfogadhato

haszonvektorok halmazan

Biz.: Pl. ha {(1,1),(2,2)} az (u; v)-vel egy stabil kimenetel, akkor

vi >0 v >0 vz =0

m>0[|luu+vi=aun| mt+w>an u+vz>as
>0 wtv>an |[btw=an| nwtv>a

igy pl. a {(1,2),(2,1)} parositasra, ill. az (v/; v') elfogadhaté vektorra

anptan+0<(n+wv)+(wt+wv)+v=_(u+wv)+(t+wv)+v=a+axr
U1+V1+U2+V2+V32311+322+0§Ui—‘r—V{—‘rué—‘rVé—‘rVé

tehat {(1,1),(2,2)} maximalis értékd, ill. (u; v) minimalis &sszhaszni
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Vannak-e stabil kimenetelek?

Van-e tetszéleges hozzarendelési piacnak stabil kimenetele?

Van-e mindig olyan X maximalis érték(i parositas ES olyan (u; v) minimalis
6sszhaszn elfogadhaté haszonvektor, amikre 3. ajx; > >, uj+ 2 v),
vagyis az (X, (u; v)) egy lehetséges kimenetel?  (mert ekkor nyilvan stabil is)

Igaz-e az el6bbi allitas megforditasa?

Ha X egy tetsz. maximalis értékii parositas ES (u; v) egy tetsz. minimalis
sszhaszn( elfogadhaté haszonvektor, akkor (X, (u; v)) lehetséges kimenetel-e?
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Vannak-e stabil kimenetelek?

Van-e tetszéleges hozzarendelési piacnak stabil kimenetele?

Van-e mindig olyan X maximalis érték(i parositas ES olyan (u; v) minimalis
6sszhaszn elfogadhaté haszonvektor, amikre 3. ajx; > >, uj+ 2 v),
vagyis az (X, (u; v)) egy lehetséges kimenetel?  (mert ekkor nyilvan stabil is)

Igaz-e az el6bbi allitas megforditasa?
Ha X egy tetsz. maximalis értékii parositas ES (u; v) egy tetsz. minimalis

sszhaszn( elfogadhaté haszonvektor, akkor (X, (u; v)) lehetséges kimenetel-e?

Nyilvan barmely A = [a,j > 0] matrixra,
barmely X parositasra és (u; v) elfogadhaté haszonvektorra

> apg <Y uity v
ij i j

tehat

max E ajxj <
X parositas “—
Yy

min ui + vj.
) elfogadhatéZ ' ; ]

(u;v ;

Csercsik David (ITK PPKE) A mag a hozzarendelési jatékokban 2018. aprilis 23. 12 / 25



Stabil kimenetelek létezése / 1

Tétel (Egervary, 1931)
Barmely nemnegativ A = [a;;| matrixra,

max E ajxj = min E u;—i—g vj
X parositas 7 (u;v) elfogadhato : ;

Biz. Egy hatékonyan végrehajthaté primal - dual algoritmus segitségével, ami

megad egy optiméalis megoldast mindkét feladatra. Szubrutinként hasznalja Kénig
(1931) alternalé utas algoritmusat (maximalis elemszamu parositas megtalalasara).
(Nem azonos Kuhn (1955) magyar médszerével.) (Ld. Frank A. (2002) Szigma)
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Stabil kimenetelek létezése / 1

Tétel (Egervary, 1931)
Barmely nemnegativ A = [a;;| matrixra,
max Za,-jx,-j = min Zu;—i—Zvj
J

X parositas 7 (u;v) elfogadhato :

Biz. Egy hatékonyan végrehajthaté primal - dual algoritmus segitségével, ami

megad egy optiméalis megoldast mindkét feladatra. Szubrutinként hasznalja Kénig
(1931) alternalé utas algoritmusat (maximalis elemszamu parositas megtalalasara).
(Nem azonos Kuhn (1955) magyar médszerével.) (Ld. Frank A. (2002) Szigma)

Kovetkezmény

Barmely hozzarendelési piacnak van stabil kimenetele, sét egy stabil kimenetel a
piaci adatokbdl hatékonyan kiszamithato.

A stabil kimenetelek halmazanak mik a tulajdonsagai? Leirhaté-e?
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A hozzarendelési LP

Adott A = [ajj]ics jes nemnegativ matrix.

Egy maximalis értékii parositds meghatarozhat6 a hozzarendelési LP-vel:

E ajjXij

(i)elxJ

> %

jed

> xj

i€l
Xij

A dudl LP:
St Yy
i€l jed
uj + vj
uj, vj

Csercsik David (ITK PPKE)
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4

Vv IV

max
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minden j € J-re
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minden i € I,j € J-re
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Stabilitasi eredmények / 2

Tétel (Shapley és Shubik, 1972)

Barmely hozzarendelési piacon a stabil kimenetelekkel elérheté haszonvektorok
halmaza

@ = a hozzirendelési LP dual optimalis megoldasainak D halmaza (nem iires)

@ = egy X optimalis hozzarendeléssel komplemens (u, v)-k halmaza:

o tartalmaz egy eladé-optimalis (.. T; ..; .. v; ..) haszonvektort
ahol U; = max{u; : (u,v) € D} és v; = min{y; : (u,v) € D}
és egy vevé-optimalis (.. u; ..;.. V; ..) haszonvektort

ahol u; = min{u; : (u,v) € D} ésv; = max{v; : (u,v) € D}

@ = a piachoz tartozé hozzarendelési jaték magja (azaz a barmely koalicié
altal elfogadhato elérheté haszonvektorok halmaza)

@ = a versenyegyensulyi araknal elérhet6 haszonvektorok halmaza (az egyéni
hasznukat maximalizalé szereplSk vilasztdsai éppen a tarsadalmilag optimalis
hozzarendelést eredményezik)
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Példa: 2 eladé - 3 vevd

t1|t2]|t3 7 4 2

piac n =10 |17 | 14 | 12 —  paronkénti profitok 4 3 0
rp=11|15|14 | 10

vi >0 v >0 ‘V3:0‘

stabil kimenetelek |0<up ||ug+wv = 7‘ n+v>4 u+vy>2

u+wvi >4 ‘U2+V2:3‘ u+v3>0

0<
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Példa: 2 eladé - 3 vevd

t1|t2]|t3 7 4 2

piac n =10 |17 | 14 | 12 —  paronkénti profitok 4 3 0
rp=11|15|14 | 10

vi >0 v >0 ‘V3:0‘

stabil kimenetelek |0<up ||ug+wv = 7‘ n+v>4 u+vy>2

0<uw| u+wv>4 ‘U2+V2:3‘ u+v3>0
@ vevdk haszna vi=7—1u vw=3—1 vz =0
u <7 u <3 . |
@ eladdk haszna| 0 < uy . up —u>1 wu >2
0<uwu | u—u >-3

u >0
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Példa: 2 eladé - 3 vevd

t1|t2]|t3 7 4 2

piac n =10 |17 | 14 | 12 —  paronkénti profitok 4 3 0
rp=11|15|14 | 10

vi >0 v >0 ‘V3:0‘

stabil kimenetelek | 0 < u; u1+v1:7‘ n+v>4 u+vy>2
0<wm| nt+tvn=>4 ‘U2+V2:3‘ u+v3 >0

@ vevdk haszna vi=7—1u vw=3—1 vz =0
u <7 u <3 . |

@ eladdk haszna| 0 < uy . up —u>1 wu >2
0<uwu | u—u >-3 . uzzo‘

kimenetel — arak pr=n-+tup=t1—vi , pp=hn+Uuy=1tn—Ww

ezek versenyegyensulyi arak

mert pl. 1. vev8: t13 —p1=Vvi > as1 —Up >ty —h — Up = tr1 — P2
éSp|. 3.vevd: 0=wz>a;3—up>tis—n—up=ts—p1
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Dual optiméalis megoldasok

1 u <7 up <3
— u >0 . ut—u>1 wm>2
4 0 Uzzo U2—U12—3 . UQZO
uz
3
2
1
0

0 1 2 3 4 5 6 7 U
Az eladoknak: a legrosszabb (2,0), a legjobb (6, 3)
A minimalis versenyegyensulyi arak: py =10+2, pp=11+4+0
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Példa: 3 eladé - 3 vevs

t1 ta t3
711 4
iac n=20127 21 24 N rofitok IEI 7
P n=21120 27 28 pro
rn=22127 20 25 5 03]
stabil kimenetel
vi >0 v2 >0 v3 >0
0< g U1—|—V1=7| um+w>1 up+vs >4
0<wuy| o+wvn>8 |U2+V2=6| u+v3>7
0<uwu| us+wvi >5 us+v2 >0 |U3+V3=3

vevék haszna
eladék haszna

V1:7—U1

V2:6—U2

V3:3—U3

u <7 ux <6 uz3 <3
0<u up—ux>—-5 wm—u>+1
0<u | up—u >+1 ux —uz > +4
OSU3 U3—U12—2 U3—U22—6

Csercsik David (ITK PPKE)
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Dual optiméalis megoldasok

0<u <7 0<wm<b 0<us <3

1 4 > -5 > +1

uiy — uzx =2 — up —us =2
8@7 - u —up > +1 ux —uz > +4
5 0 uz —uy > —2 uz—ux>—6

u3
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Dual optiméalis megoldasok

4 0<u <7
7 .

ur —up > +1
uz—U12—2

0<ww<ob 0<u3 <3
n—u>-5 um—u3s>+1
ux —uz > +4

uz — U2 > —6
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Dual optiméalis megoldasok

1 4 0<in <7 0<ww<ob 0<u3 <3

n—u>-5 um—u3s>+1
8@7 = uz —up > +1 . ux —uz > +4
5 03] > > ,

u3
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up—u2>-5 wu—uz>+1

4 0<un <7 0<w<6 0<us<3
7

uz —up > +1 . ux — uz > +4
U3—U12—2 U3—U22—6 .




Dual optiméalis megoldasok

1 4 0<in <7 0<u<6 0<us <3

n—u>-5 um—u3s>+1
8@7 = uz —up > +1 . ux —uz > +4
5 0 us—uy > —2 uz—ux>—6

u3
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Dual optiméalis megoldasok

1 4 0<in <7 0<u<6 0<us <3

n—u>-5 um—u3s>+1
8@7 = uz —up > +1 . ux —uz > +4
5 0 us—uy > —2 uz—ux>—6

Az eladéknak: a legrosszabb (1,4,0), a legjobb (4,6, 2).
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Piaci mechanizmusok

Tétel (Demange, 1982; Leonard, 1983)

A minimalis versenyegyensilyi drakat meghatarozé mechanizmusokban az
igazmondas minden vevének dominans stratégia.

Tétel (Demange, Gale, Sotomayor, 1986)

A minimalis versenyegyensulyi arak elérhet6k emelkeds aukcioval is.
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Arverési jatékok

Arverési jatékok | - Eladé egy dollar

Shubik 1971
Eladé egy dollar. A kikialtasi ar 1 cent. Min licit: 1 cent, max licit 10 cent.
Aki az utolsé legmagasabb arat ajanlotta fizet amennyit mondott, és viheti a dollart. De
nem csak & fizet hanem aki az utolsé el6tti ajanlatot adta az is.
Atlagos végs6 ar: 340 cent ~~ atlagos bevétel kb 7 dollar ~ atlagos haszon kb 6 dollar.
3 donté pillanat:

@ Beindul-e a jaték?

@ 50 cent

@ 100 cent

Too much invested to quit vagy Concorde csapda
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Arverési jatékok

Vickery aukcio

Titkos licit: A résztvevék a tobbiek licitjének ismerete nélkiil adjak le a licitet. A
legmagasabb ajanlat nyer, de a fizetetnd® ar a masodik legmagasabb.

Alapvet8en érdemes annyit licitalni amennyi a targy tényleges hasznossaga.
Osszejatszas érzékenység: Ha a résztvevék megosztjak az informacidikat egymassal,
csokkenthetik az arat, és ugyanaz nyeri az arverést

Nem feltétleniil maximalizalja az eladé profitjat.

Csomag aukciés problémak: PI: frekvenciasavok adott megyékben
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Blaffsles

Péker modell

© Minden menet elején X 10-et Y 30-at tesz be

©Q X dob egyet egy kockaval Ggy hogy Y ne lassa

© X megnézni: vagy feladja (Y viszi a 40-et) vagy rahiv (+50)
Q Y feladja vagy tartja. Ha tartja (X-60, Y-80)

© Ha senki nem adta fel, X akkor nyer, ha 6-ost dobott

Ha X sosem bloffol hosszii tavon veszit.
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Blaffsles

Péker modell |l

Stratégia: X - Ha 6-ost dob mindig rahiv, ha nem akkor 1/9-ed valésziniiséggel bl5ffol:
Mi torténik 54 menetbdl?

@ Ha Y minden kihivast elfogad: 54 menetbdl X varhatéan 9-szer dob 6-ost. Ekkor
nyer 9-80=720-at. A maradék 45 menetbél 5x fog bloffolni: 5-(-60)=-300. A
maradék menetet feladja: 40-(-10)=-400 ~~ +20-ban végez X.

@ Ha Y minden kihivast elutasit: X a 9 db hatossal 270-et nyer. A 45 maradék
menetbdl az 5 bloffel nyer 5-30=150-et. A maradék 40 menetet ilyenkor is feladja:
-400 ~» +20-ban végez X.
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Blaffsles

Péker modell 11

Y: Ha 4/9-ed valésziniiséggel fogadja el a kihivast
@ Ha X mindig rahiv: Ekkor X az 54 menetbdl a varha 9 db 6-os dobasaval 4-szer
80-at nyer (mert Y 4 kihivast fogad el), a maradék 5 alkalommal pedig 30-at. Ez
Y-ra nézve= 4-(-80)+5-(-30)=-470. A mindig bl5ff6l6 X a maradék 45 eset
5/9-edében, 25-szor nyer 30-at, ez Y-ra -750. A maradék 20 esetben Y nyer 60-at
~ -20.

@ Ha X sohasem hiv ra, ha nem 6-ost dobott akkor 9 db 6-osaval nyer 470-et, a
maradék 45 esetben pedig veszit 10-et. ~~ Y-ra -20.
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