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CSC Core, Balancedness

CSC Core

P - particié: Paronként diszjunkt részhalmazok unidja, ami lefedi N-t.
Pl: n=6-ra egy lehetséges particié: {1,3},{2},{4,5,6}

(x, P) - kimenetel (outcome)

Lényeg: Nem csak a nagykoalicié esetén létrejovo kifizetésvektorok
stabilitasat vizsgaljuk, mint eddig.

CSC

6C:@P){ﬁg§

Elso feltétel: A |étrejovo koalicidk értékét osztjuk szét a koalicion beliil
(illetve nem osztunk szét tobbet).

v(S) VS e P
v(§) VSCN }
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CSC Core, Balancedness

CSC Core - Example

v{l} =2 | v{1,2} =4
vi0} =0 | v{2} =0 | v{1,3} =4 | v{1,2,3} =6
v{3} =11 v{2,3} =5

Klasszikus core fogalom: A nagykoalicié értékét akarjuk szétosztani

(x1 + x2 + x3 < 6), Ggy hogy mindenki elégedett legyen:

kell:
X122 | x1+x >4
>0 x1+x3>24 | x1+x+x32>6
x3>1 | x2+x3>5

~ 2xi+x+x3) > 13 @ x+x0+x3 <6
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CSC Core, Balancedness

CSC Core - Example 2

Tekintsiik masrészrél az {1}, {2,3} particiét!
A CSC core érelmében x; <2, xp + x3 < 5.
Legyen x1 =2, x0 =3, x3=2

Ekkor x(S) > v(S) VS C N mivel teljesiil hogy

X122 | x1+x >4
220 | x1+x3>24 | x1+x+x32>06
x3>1|x+x32>5
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CSC Core, Balancedness

Balancedness

Emlékeztetd - a mag LP:

min e'x
X

e’x > v(S) SeN

(Dudl) LP - Linear Program

{max > Av(S) st. > Ae’=e" A >0}
s#£0

ahol e° € {0,1}V - koaliciés indikatorvektor.
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CSC Core, Balancedness

Balancedness ||

IP - Integer Program

pv(N) = {max > " Av(S) st. Y Ae®=e" A €{0,1}}
s#£0

?
x(N) > maxLP > maxIP = pv(N) > v(N)
Az utolsé és a 2. egyenlStlenség mindig igaz (A = e, illetve relaxacio)

Ha az els6 egyenlotlenség igaz akkor a jaték kiegyensulyozott. Ekkor

CSC # 0

Kapcsolat a szuperadditivitassal: Ha van olyan particié ahol x(N) > v(N)
biztos hogy nem szuperadditiv a jaték (a 2 szébanforgé particié
nagykoalicidva torténd osszeolvadasanal valamely 1épésben sériil a
tulajdonsdg)
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CSC Core, Balancedness
Balancedness Il

pl. (LP)

R ORr ORI
O~ RO R W
= = OO RN
oo o~ o U
OO O~ OMm
OO O~ O M
NN DN PN

Az optimum itt: A 3 =1/2 hai,j € {A B, C} és A\p gy = 1. Ekkor
Doszp Asv(S) = 332+ 4 =7 és teljesiil hogy

1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
0 1 1 0 1
Aasr| o [TrMaa | o |TMBG | o | TAMoER| 1 | =] 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

~ A jaték nem kiegyensiilyozott, hiszen pl {A}{B, C}{D, E, F} esetén
maximdlis x(N) (=6) de 6 < 7.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Shapley-axiémak

Szeretnénk egy ¢ értkélési fliggvényt ami egy karakterisztikus fv. formaja jaték
esetében (tfh n jatékos van) értékeli a jatékosok 'erejét’. ¢(v) : L — R" ahol
v € U egy kar. fv. (U a kar fv-k halmaza) Tekintsiik a kdvetkezé axiémakat
(ezeket kellene hogy teljesitse):

® Hatékonysag: > ;. #(i) = v(N)

® Szimmetria: Ha i és j olyanok hogy v(SUJ{i}) = v(SU{J}) (VS)(i,j ¢ S),
akkor ¢j(v) = ¢j(v).

@ Dummy: Ha i olyan hogy v(S|J{i}) = v(S) (VS)(i ¢ S), akkor ¢;(v) =0

@ Additivitas: Ha u és v karakterisztikus fv-k, akkor legyen
d(u+v)=o¢(u) + ¢d(v) (u+ vis kar. fv).
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Shapley-érték

Silyozott szavazasi jaték

Példa

4 jatékos: A, B, C és D. A szavazati stlyaik rendre 5, 3, 3, 1. Csak olyan
hatdrozat fogadhaté el, ahol a tdmogatdk Osszstlya legalabb 6. Szamoljuk
ki a szavazdsi befolydsukat!

Shapley-érték

Motivacié

A jatékosok egyenként, véletlenszer(i sorrendben érkeznek. Minden jatékos
megkapja 'fizetségképpen’ a hozzdjdruldsat az adott koalicidhoz. A

Shapley érték (¢) a hozzdjaruldsok varhaté értéke tekintve az Gsszes
lehetséges sorrendet, ahol minden sorrend egyarant valdszinii.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Shapley-érték

Definicié
Minden i € N és S C 2N esetén, ahol i ¢ S, az i jatékos
hatarhozzajarulasa az S koaliciéhoz

mi(S) = v(SU{i}) - v(S)

A Shapley-érték:

s = 3 Slin —Is| 1)t

n!
SCN\{i}
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban

Megoldas

Shapley-érték

A Shapley-érték

ABCD | BACD
ABDC | BADC
ACBD | BCAD
ACDB | BCDA
ADBC | BDAC
ADCB | BDCA

CABD | DABC
CADB | DACB
CBAD | DBAC
CBDA | DBCA
CDAB | DCAB
CDBA | DCBA

A jatékosok 4! = 24 féle sorrendben érkezhetnek.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Megoldas

Shapley-érték

ABCD | BACD | CABD | DABC
ABDC | BADC | CADB | DACB
ACBD | BCAD | CBAD | DBAC
ACDB | BCDA | CBDA | DBCA
ADBC | BDAC | CDAB | DCAB
ADCB | BDCA | CDBA | DCBA

Az A jatékos osszesen 10-szer volt kritikus.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Megoldas

Shapley-érték

ABCD | BACD | CABD | DABC
ABDC | BADC | CADB | DACB
ACBD | BCAD | CBAD | DBAC
ACDB | BCDA | CBDA | DBCA
ADBC | BDAC | CDAB | DCAB
ADCB | BDCA | CDBA | DCBA

A B jatékos oOsszesen 6-szor volt kritikus. Ertelemszerlien a C jatékos is
ennyiszer.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban

Megoldas

Shapley-érték

A Shapley-érték

ABCD
ABDC
ACBD
ACDB
ADBC
ADCB

BACD
BADC
BCAD
BCDA
BDAC
BDCA

CABD
CADB
CBAD
CBDA
CDAB
CDBA

DABC
DACB
DBAC
DBCA
DCAB
DCBA

A D jatékos osszesen 2-szer volt kritikus.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Megoldas

Shapley-érték
10 6 6 2
A=op B=op C=2p D=2

A Shapley-érték ebben a példaban egybeesett a Banzhaf-indexszel, de ez
altaldban nincs igy.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Sdlyozott szavazasi jaték (régebbi példa)

A régebbi példa
Az EU tandcstagok Shapley-értéke
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Sdlyozott szavazasi jaték (régebbi példa)

A régebbi példa
Az EU tandcstagok Shapley-értéke

Orszag Sdaly | ¢i(v)
Németorszag 4 | 0.2333
Olaszorszag 4 | 0.2333
Franciaorszdg | 4 | 0.2333
Hollandia 2 0.15
Belgium 2 0.15
Luxemburg 1 0
(vo: ez mar eltér a Banzhaf-indextdl)
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Koltségjaték Shapley értéke

v(S) = —c(5)
pl taxi koltségének szétosztasa:
A jatékosok 3! = 6 féle sorrendben érkezhetnek.

Sorrend ma mg mc

EE@; 22 ABC 80 0 10

ACB 80 5 5

co(C) |70 BAC 24 56 10

<({AB}) | 80 BCA 18 56 16

<({AC}) | 85 CAB 15 5 70

c({BC}) | 72 CBA 18 2 70
c({ABC}) | 90 39.1667 | 20.667 | 30.1667
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Shapley-érték

Koltségjaték Shapley értéke 2

(bi(v) — Z |S|I(n _n||5| — 1)‘ m;

SCN\{i}
alapjan.
Pl:
11(1! 11(1! ol(2! 1
op(v) = ( Jo+ gl)2+ gl) 56 + g )5 — 20.667
A C 0 AC
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Legyen x € R" egy szétosztas, ekkor S koalicié profitja (excess)

e(S,x) = x(S) — v(S)

«4O0r <« Fr A=Zr «=)>» o>



Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A Nukledlusz |

Profit
Legyen x € R" egy szétosztas, ekkor S koalicié profitja (excess)

e(S,x) = x(S) — v(S)

Profitvektor

Egy adott x € R" elosztasvektorhoz, tartozik egy 6(x) € R2"—2
profitvektor, ami a 2" — 2 profitot tartalmazza (az N-hez és a () -hez
tartozé trividlis profitokat nem tekintjiik). llletve egy 6*(x), melyben a
profitok nem-csokkend sorrendben kovetik egymast.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A Nukledlusz - példa

v({1,2,3}) =42, v({1,2}) =20, v({1,3}) =30,
v({2,3}) =40, v({i})=0 VieN
x=(14,14,14) > 6(x) = [8 —2 —12 14 14 14] —

— 0" (x) = [~12, -2, 8,14, 14, 14]
(A legrosszabbul jaré koalicié {2,3})
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A Nukledlusz - példa

({ ) 73}) = V({l,Z}) =20, V({lv?’}) =30,
v({2, }):4 ({i}):O Vie N

=(14,14,14) 5 0(x) =[8 —2 —12 14 14 14] —
— 0*(x) = [~12,—2,8, 14, 14, 14]
(A legrosszabbul jaré koalicié {2,3})

Otlet: Keressiik meg azt az elosztast, ahol a legrosszabbul jaré a lehetd legjobban
jar!
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A Nukledlusz - példa

v({1,2,3}) = 42, v({1,2}) =20, v({1,3}) = 30,
v({2,3}) =40, v({i})=0 VieN

x=(14,14,14) 5 0(x) =[8 —2 —12 14 14 14]
— 0*(x) = [~12,—2,8, 14, 14, 14]
(A legrosszabbul jaré koalicié {2,3})

Otlet: Keressiik meg azt az elosztast, ahol a legrosszabbul jaré a lehetd legjobban
jar!

Nézziik pl. y = (4,24,14) = 0(y)=[8 —12 —2 4 24 14] —
— 0*(y) = [-12,-2,4,8,14,24] ~~ Ez rosszabb! A 3-ik helyen 3ll6 8>4 (el6tte
egyenléek), ezért azt fogjuk mondani hogy x >~ y
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A Nukledlusz - példa

v({1,2,3}) =42, v({1,2}) =120, v({1,3}) =30,
v({2,3}) =40, v({i})=0 VieN

x=(14,14,14) 5 0(x) =[8 —2 —12 14 14 14] —
— 0*(x) = [~12,—2,8, 14, 14, 14]

(A legrosszabbul jaré koalicié {2,3})

Otlet: Keressiik meg azt az elosztast, ahol a legrosszabbul jaré a lehetd legjobban
jar!

Nézziik pl. y = (4,24,14) = 0(y)=[8 —12 —2 4 24 14] —
— 0*(y) = [-12,-2,4,8,14,24] ~~ Ez rosszabb! A 3-ik helyen 3ll6 8>4 (el6tte
egyenléek), ezért azt fogjuk mondani hogy x >~ y

z=(4,14,24) 5 0(z) =[-2 —2 —2 4 14 24]
- 9*(2) = (_27 _27 _27 47 14; 24)

z=NC(N, V)
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A nukleolusz az az x € R/} elosztds, ami lexikografikusan maximalizélja 6(x)-et
I(N, v) felett, ahol (N, v) jeldli az elosztasok (imputdciék) halmazat.

it
v
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A Nukledlusz I

Nukleolusz

A nukleolusz az az x € R} elosztas, ami lexikografikusan maximalizélja 6(x)-et
I(N, v) felett, ahol I(N, v) jel6li az elosztdsok (imputécidk) halmazat.

Definicié
Legyen 6*(x) azon permutacidja a 6(x) vektornak, melyben a vektor elemei
novekvé sorrendben kovetik egymast.

Azt mondjuk hogy 6(x) is leximin superior 6(y)-hoz képest (6(x) >= 6(y)) ha
(3k)(0"(x)i = 07 (y)i)(Vi < k) és (6" (x)x > 07(y)«)

Az (N, V) jéték nukledlusza:

NC(N,V) = {x e X(N,V): By € X(N,V), e(y) > e(x)}
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A nukleolusz meghatdrozdsa geometriai Gton

A mag geometridja

A kifizetések n-dimenzids terében az x(N) = v(N) hipersikon keressiik a
lehetséges megolddsokat. Az exc(S, x) = x(S) — v(S) tobbletek

nem-negativitdsa azt jelenti, hogy az x(S) > v(S) félterek &ltal hatarolt
konvex poliéderre szoritkozunk.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

A nukleolusz meghatdrozdsa geometriai Gton

Lexikografikus kozéppont

Kezdjiik el az x(S) = v(S) hipersikokat (a magot hatdrolé oldalakat)
egységnyi sebességgel egymds felé tolni. Ha egy hipersikot mar nem
tudunk tovabbtolni, mert a megolddsok halmaza iiressé vélna, akkor az
adott hipersikot rogzitjiik. Ha a megolddsok halmaza egy pontta
zsugorodott megallunk. Az igy kapott pont a lexikografikus kozéppont.

Tétel (Maschler, Peleg, Shapley [1979])

A lexikografikus kozéppont a nukleolusz.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban

Csodjaték nukledlusza

A Nukledlusz

Csédjaték: di =100, d» =200, d3 =300, E =400

legyen x = [66.66 133.33 200], y =[50 125 225]

v(1) 0 profit X y
v(2) 0 e(1) 66 | 50
v(3) 100 e(2) 133 | 125
v({1,2}) | 100 e(3) 100 | 125
v({1,3}) | 200 e({1,2}) | 100 | 75
v({2,3}) | 300 e({1,3}) | 66 | 75
v({1,2,3}) | 400 e({2,3}) | 33 | 50

v(S) = E—d(N\ S)

6*(x) : [33] 66 66| 100 100| 133] 6*(y):[50 50| 75 75| 125 125]

Nukledlusz: A min legyen max.
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Kitiintetett értékek CFF kooperativ jatékokban A Nukledlusz

Megjegyzések

@ A nukledlusz kiszamitasa nem konstruktiv, és nagyon nehéz is lehet
(dltaldban megoldatlan probléma, vannak jatéktipusok ahol a
megoldds ismert - pl csédjaték)

@ Ha a mag nemiires, a nukledlusz mindig a magban van.

@ Ha a jaték nem konvex, a Shapley érték a magon kiviil is eshet.
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Partarticiés fliggvény formdju jatékok Definicié

Partition Function Form
Games
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Partarticiés fliggvény formdju jatékok Definicié

PFF Jatékok

@ N: jatékosok halmaza - részhalmazai: koalicidk

M(S): S particiéinak halmaza. egy eleme: Ps
CFF jaték: (N, v) ahol v : 2N — R

PFF jaték: V : M — (2¥ — R) minden particiéhoz rendel egy
karakterisztikus fliggvényt (ami a koalicidk értékét definidlja az adott
particié esetén)

Externdlidk: Egy K jatékoshalmaz kooperécidja/kompeticidja az N \ K bel
jatékosok (koalicidk) kifizetéseit is befolydsolja.

® PFF game: (N, V)

Szuperadditivitas PFF jatékoban Ha P és Q particidk, és
(VP € P)(3Q € Q)(P C Q), azt mondjuk hogy P egy finomitasa (refinement)
Q-nak. Szuperadditivitas: v(Py,P)+ ... + v(Pi, P) < v(Q, Q)
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Alapveté mag koncepcidk PFF jatékok esetén

Az a-mag (Aumann1960) azt feltételezi hogy egy koalicié csak akkor devidl ha
magasabb kifizetést kap, figgetleniil a devidlas hatasara particiétél. Az w-mag
(Shenoy1979) megengeddbb: Egy koalicié akkor devidl ha a az igy lehetségesen
kialakul6 particidk barmelyikében nagyobb kifizetést kap.

Otlet: Engedjiik meg a tobbi jstékosnak hogy a fennmaradé (rezidudlis) jatékban
egy mag-stabil particiét alkossanak: ~~ rekurziv mag
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Rezidualis jaték

Az a-mag (Aumann1960) azt feltételezi hogy egy koalicié csak akkor devidl ha
magasabb kifizetést kap, fiiggetleniil a devidlas hatdsara particiétdl. Az w-mag
(Shenoy1979) megengeddbb: Egy koalicié akkor devidl ha a az igy lehetségesen
kialakuld particiok barmelyikében nagyobb kifizetést kap.

Otlet: Engedjiik meg a tobbi jatékosnak hogy a fennmaradé (rezidudlis) jatékban
egy mag-stabil particiét alkossanak: ~~ rekurziv mag (Kdczy 2007)

Rezidudlis jiték az R C N halmaz felett. M(S): S particiéi. Tegyiik fel hogy

R = N\ R megalkotta Pr € M(R)-t. Ezesetben az (R, Vi) rezidualis jaték az a
PFF jaték az R jatékoshalmazon, melynek a PFF-je:

Vpﬁ(C,PR) = V(C,'PR U'Pﬁ).
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Rekurziv mag |

(Pesszimista) Rekurziv mag

Egy jatékosra a (pesszimista) rekurziv mag (pRM) trividlis. Tehgyiik fel hogy a
pRM-et C_(N, V) definidltuk minden jatékra |N| < k jtékos esetén. Egy

w = (x,P) kifizetésbdl és P € M(N) particiébdl allé part kimenetelnek hivunk.
Jeldljik az (N, V) jaték kimeneteleinek halmazat Q(N, V)-vel. Ekkor egy |N|
jatékosbdl 416 jatékban az (x,P) kimenetel dominalt ha létezik egy @ koalicid,
mely megalakithatja a Pg particiét és egy yo € R? elérhetd kifizetés vektor,
hogy minden (yq, yg, Po U Pg) € QN, V)-re yq > xq és ha C_(Q, Vp,) # @
akkor (yg, Pg) € C_(Q, Vp,). A pRM (C_(N, V) of (N, V)) a nem dominalt
kimenetelek halmaza.

Itt dominancidnal a megalakuld particiétdl fuggetleniil (a stabilok koziil) kell hogy
nagyobb legyen a kifizetés.
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Rekurziv mag |l

(Optimista) Rekurziv mag

Egy jatékosra az (optimista) rekurziv mag (oRM) trividlis. Tehgyiik fel hogy a
oRM-et C_(N, V) definidltuk minden jatékra |N| < k jatékos esetén. Egy

w = (x, P) kifizetésbél és P € M(N) particiébdl all6 part kimenetelnek hivunk.
Jeldljik az (N, V) jaték kimeneteleinek halmazat Q(N, V)-vel. Ekkor egy |N|
jatékosbdl all6 jatékban az (x, P) kimenetel dominalt ha létezik egy Q koalicid,
mely megalakithatja a Pq particiét és egy (y, Pq U Pg) € Q(N, V) kimenetel,
amire yq > xq és ha C.(Q, Vip,) # @ akkor (yq, Pg) € C+(Q, Vp,). Az oRM
Ci(N, V) of (N, V) a nem dominalt kimenetelek halmaza.
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds
Rekurziv mag: példa

Ve V{7t (k) = 2,1), V({i ), k} = 3)

Partition Values
{1},{2},{3} | 0,0,0
{1,2},{3} 2,1
{1,3}.{2} 2,1
{2,3},{1} 2,1
{1,2,3} 3
Coalition | Value
{1} 1
{2} 1
{3} 1
{1,2} 2
{1,3} 2
{2,3} 2
{1,2,3} 3
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Rekurziv mag: példa Il

N=1{1,2,3,4,5}, V;

V(123,4,5) = (10,1,1),
V(123,45) = (0,5),
V(12,3,4,5) = (0,1,0,0),
V(12,3,45) = (0,1,0),
V(1,2,3,45) = (0,0,1,0),
V(12,345) = (5,0),
V(1,2,345) = (1,1,8),

minden mas kifizetés 0

minimdlis kovetelés fliggvény: Az C = {1} koalici6 kivdldsanak hatdsira a
({2,3,4,5}, V{1)) rezidudlis jaték egyetlen stabil particiéja a

P ={{2},{3,4,5}} € P({2,3,4,5}). lgy, az elsb j4tékos értéke
V({1},PU{1}) =1, vagyis v™(1) = 1.
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Rekurziv mag: példa 11/2

Hasonléképpen:

L € [ {13 (2} {3 {4 {5} {12} {45} {123} {345} |
vt 1 1 1 1 0 0 0 0o |

Ekkor egy rekurziv mag beli elemre igaznak kell lennie hogy minden koalicié
legaldbb az értékének megfelel6 kifizetést kap:

x1 x2 x3, x*, x5 > 1. Ez két stabil particiéhoz vezet: P, = {{1,2,3}, {4}, {5}}
ahol a teljes kifizetés 12 és P, = {{1}, {2}, {3,4,5}} ahol 10.
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Partarticiés fliggvény form3ju jatékok  Stabilitds

Rekurziv mag: példa Ill

V(1234) = (©) V(1.2.3.4) = (1L 11), V(i k) = 0:4.4) V(i) = (6.2),
V(ij, k) = (6,6) ahol {i,j, k,I} = N

A
(

,2),{N}) kimenetelt szigordan domindlja a
3),{{1,2},{3,4}}), de immunis a koalicionalis kivéldsokra, hiszen ha pl.

} kivalik, a {3, 4} rogtdn szétvilik 2 singleton-ra.

((2,2,2
3,3,3
z{1,2

)
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