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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Kooperativ jatékelmélet

Atruhazhaté hasznossagi (TU) jatékok
@ Adott n jatékos, akik osszefoghatnak egymassal.
@ Az a jatékoscsoport, amely egyiitt cselekszik dn. koaliciét alkot.

o Kulonbozé koalicidk kilonbozd hasznossagi szintet érhetnek el.

@ A koalicidk hasznossidga egymdssal osszehasonlithatd.
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a, b, c és d jatszanak

= 16 féle képpen alakithatnak koaliciét.
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Koalicio alakitas

Példa

a, b, c és d jatszanak
= 16 féle képpen alakithatnak koaliciét.

Lehetséges koalicidk

Kooperativ jatékok

A karakterisztikus fliggvény definicidja

ures halmaz

{0}

{a}
{b}
{c}
{d}

{a, b}
{a,c}
{a, d}
{b,c}
{b,d}
{c, d}

{a, b, c}
{a,b,d}
{a,c,d}
{b,c,d}

nagykoalicié
{a, b, c,d}
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Jatékelmélet és halézati alkalmazdsai 5. ea

4/34



Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja
Koalicié alakitas
Példa
a, b, c és d jatszanak

= 16 féle képpen alakithatnak koaliciét.

Lehetséges koalicidk

[a,b}
{a} | {a,c} | {a,b,c}
ures halmaz | {b} | {a,d} | {a, b,d} | nagykoalicié

{0} {c} | {b,c} | {a,c,d} | {a,b,c,d}
{d} | {b,d} | {b,c,d}
{c, d}

Megfigyelés
Egy n-fos jatékban 2" a lehetséges koalicidk szama.
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Atruhizhaté hasznossagu jatékok definicidja

Matematikai megkozelités
Egy kooperativ jaték karakterisztikus fuggvény formdban egy rendezett par
(N, v) amely &l

@ egy jatékoshalmazbdl N = {1,2,...,n}

@ és egy karakterisztikus fiiggvénybdl v : 2V — R ahol v(()) = 0.
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Atruhézhaté hasznossagu jatékok definicidja

Matematikai megkozelités
Egy kooperativ jaték karakterisztikus fuggvény formdban egy rendezett par
(N, v) amely &l

@ egy jatékoshalmazbdl N = {1,2,...,n}

@ és egy karakterisztikus fiiggvénybdl v : 2V — R ahol v(()) = 0.

Koalicidk

A v(S) szamon az S koalicié értékét értjiik. Ezt az S koalicié minden
kiilsé segitség nélkiil el tudja érni. A v(N) szam mutatja tehat a jatékosok
altal elérheté o0sszhasznossdgot. Ez a 'torta’ amit a résztvevok kozott
igazsdgsdgosan szét kell osztani.
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Legyen N egy parlament képviselGinek a halmaza.
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Egyszerl szavazasi jaték

Példa

Legyen N egy parlament képvisel6inek a halmaza.

Tobbségi szavazas

Legyen S C N egy ker)wselécsoport ekkor
v(§) =1 ha |S| > 5+ mdéskiilonben v(S) =0

Kérdés

Mekkora "hatalommal’ bir egy képvisel6?

Csercsik David (ITK PPKE) Jatékelmélet és halézati alkalmazdsai 5. ea
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Stlyozott szavazasi jaték

Példa

A Miniszterek Tanacsa az EU egyik legfontosabb dontési szerve. Az
1958-72 periédusban a kovetkezd szavazdsi rendszer volt érvényben:

Csercsik David (ITK PPKE) Jatékelmélet és halézati alkalmazdsai 5. ea

7/34



Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Stlyozott szavazasi jaték

Példa

A Miniszterek Tanacsa az EU egyik legfontosabb dontési szerve. Az
1958-72 periédusban a kovetkez6 szavazasi rendszer volt érvényben:

wn

NN PP DS

Orszag
Németorszag
Olaszorszag
Franciaorszdg
Hollandia
Belgium
Luxemburg
Kvéta

<

—_
N
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Stlyozott szavazasi jaték

Banzhaf-index

Egy koalicié akkor dontoképes, ha a stlya legaldbb 12. A Banzhaf index
kiszamoldsahoz felirjuk az osszes lehetséges koaliciot, majd megvizsgdljuk,
hogy egy jatékos kilépésével dontoképes marad-e. Egy jatékos befolydsat
Ugy kapjuk meg, hogy megszamoljuk, hogy hanyszor volt kritikus, majd
elosztjuk azzal, hogy az osszes jatékos Osszesen hanyszor volt kritikus.
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Stlyozott szavazasi jaték

Banzhaf-index

A dontéképes koalicidk (piros szinben a kritikus jatékosok):

Koalicié | Osszsily | Koalicié | Osszsily
NOHB 12 NOFH 14
NFHB 12 NOFB 14
OFHB 12 NOFL 13
NOHBL 13 NOFHB 16
NFHBL 13 NOFHL 15
OFHBL 13 NOFBL 15
NOF 12 NOFHBL 17
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Stlyozott szavazasi jaték

Banzhaf-index

Osszesen 42 alkalommal volt kritikus egy jatékos, ebbdl Németorszag

10-szer. Azaz Németorszdg befolydsa % = 0.238. A kapott

Banzhaf-indexeket a kovetkezé tablazat osszegzi.

Orszag Suly Bi

Németorszag 4 | 0.238
Olaszorszag 4 | 0.238
Franciaorszdg | 4 | 0.238
Hollandia 2 0.142
Belgium 2 0.142
Luxemburg 1 0

bovités — méddositds, majd Liszaboni szerzédés.
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Kooperativ jatékok A karakterisztikus fliggvény definicidja

Stratégiailag ekvivalens jatékok

A jatékosok hasznossdg-mérési skaldjanak kezdOpontja és skalaegysége is
tetszleges. Ha az U fv. reprezentdlja egy jatékos preferenciait, akkor az
alU + B is alkalmas a reprezentdcidra.

Definicié

Az (N, v) jaték stratégiailag ekvivalens az (N, w) jatékkal ha léteznek

olyan a > 0 és f31, ..., B, € R szdmok, hogy w(S) = av(S) + > cs i
VSeN
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

TU CFF jatékok tulajdonsagai

Az (N, v) jaték
Definicié
o Additiv, ha v(S) =3 ;csv({i}) VS e N
® Szuperadditiv, ha v(S) + v(T) < v(S|JT) &ll fenn V olyan

S, T € N-re, amelyre SN T =10
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

TU CFF jatékok tulajdonsagai

Az (N, v) jaték
Definicié
o Additiv, ha v(S) =3 ;csv({i}) VS e N
® Szuperadditiv, ha v(S) + v(T) < v(S|JT) &ll fenn V olyan

S, T € N-re, amelyre SN T =10

Definicié
@ Monoton, ha SC T = v(S)<v(T) VS, T e N
® O0-monoton, ha S C T = v(S) + X iems v({i}) S V(T) VS, TeN
® Szimmetrikus, ha |S| = |T| = v(S)=v(T) VS, T e N
@ Egyszerii, ha v(N) =1és v(S) € {0,1} VSeN
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Az (N, v) jaték

@ Konvex, ha v(S)+ v(T) < v(SUT)+Vv(SOT)VS, TeN I

it
-
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

TU CFF jatékok tulajdonsagai Il
Az (N, v) jaték
Definicio
@ Konvex, ha v(S) +v(T) < v(SUT)+Vv(SOT)VS, TeN J
Allitasok:
O A konvex jatékok halmaza zart a stratégiai ekvivalencidra nézve

(egy jaték konv. ~» minden vele strat ekv. jaték is konv.).
© v pontosan akkor konvex, ha

v(QU{}) —v(Q) < v(RU{i}) — v(R)

teljestl minden / € N-re és Q C R C N\ {i}-re.
(ha a részkoaliciéhoz vessziik hozza i-t, nem ndveli meg jobban az
értékét, mint ha a teljeshez vennénk)

© v additiv = v konvex = v szuperadditiv, de az implikdciék nem
megfordithatéak

Csercsik David (ITK PPKE) Jatékelmélet és halézati alkalmazdsai 5. ea
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Bizonyitas

Allitas 2 bizonyitasa

= irdny
S:=QuU{i}
T:=R
SUT :=RU{i} (mert Q C R)
SNT:=Q

Tudjuk hogy v(S) +v(T) <v(SUT)+v(SOT) ~
V(QU{i}) + V(R) < V(R)U{i} + v(Q)
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Bizonyitas |l

Allitds 2 bizonyitasa
< irdny
Legyen S\ T = {i1, i, ..., is}, ekkor
v((SNT)Uuih)—v(SNT)
V(SN TYUiUk) —v((SN T)U i)

v(TU#R)—v(T)

<
S V(TUiluiQ)—V(TUil)

v(S)—v((Sn T)uilu---uis,ljgv(SU T)—v(TURU---Uis_1)

egyenlotlenségeket osszeadva kapjuk az kivant osszefiiggést.
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Konvexitas: Példa

Legyen egy 3 jatékosbdl allé kooperativ jatékra

v(ii)=3Vi v({1,2}) =5 v({1,3}) =9 v({2,3}) =7 v({1,2,3}) =12
o Konvex-e a jaték? Miért? (2p)
@ Szuperadditiv-e a jaték? Miért? (1p)

MO:
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Konvexitas: Példa

Legyen egy 3 jatékosbdl allé kooperativ jatékra

v(ii)=3Vi v({1,2}) =5 v({1,3}) =9 v({2,3}) =7 v({1,2,3}) =12

o Konvex-e a jaték? Miért? (2p)
@ Szuperadditiv-e a jaték? Miért? (1p)

MO:
e Nem (S ={1,3}, T=1{2,3}):
viS)+v(T)=9+7=16>v(SUT)+Vv(SNT)=12+3=15
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Konvexitas: Példa

Legyen egy 3 jatékosbdl allé kooperativ jatékra

v(ii)=3Vi v({1,2}) =5 v({1,3}) =9 v({2,3}) =7 v({1,2,3}) =12

o Konvex-e a jaték? Miért? (2p)
@ Szuperadditiv-e a jaték? Miért? (1p)

MO:
o Nem (S ={1,3}, T=1{2,3}):
viS)+v(T)=9+7=16>v(SUT)+Vv(SNT)=12+3=15
@ Nem, v({1}) + v({2}) =6 > 5 = v({1,2})
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Kifizetések
Azt mondjuk hogy az (N, v) jatékban az x = (xi, ..., x») kifizetés-vektor

@ elérhet8 az S koalicié szamara, ha > s x; < v(S)
® elfogadhatd az S koalicié szdamara, ha 37, ¢ xi > v(S)

@ el6nybsebb S szamara mint az y = (y1, ..., ¥n) kifizetés vektor, ha minden
tagja szamdra hatdrozottan jobb, azaz x; > y; Vi€ S

® Az S koalicidn keresztiil domindlja az y = (y1, ..., yn) kifizetés vektort, ha S
szamara x elérhetd, és elénydsebb mint y (jeldlés: x =g y)

@ Nem domindlt az S koalicién keresztiil, ha nincs olyan az S szamdra elérhet6
z kifizetés vektor, amire z =g x

® domindlja az y = (y1, ..., yn) kifizetés vektort ha 3 S x s Sy (jeldlés:
X y)

® nem domindlt ha egyetlen S koalicién keresztiil sem dominalt.
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Kifizetések Il

Allitasok
® Az x € R” kifizetés-vektor pontosan akkor elfogadhaté az S koalicié

szdmara, ha x S-en keresztil nem dominilt.

® VS € N esetén a =5 egy szigorti parcidlis rendezés (azaz aszimmetrikus és
tranzitiv) a kifizetés-vektorok R"” halmazdn

@ A > relacié mindig irreflexiv, de még egy szupaeradditiv jdtékban sem
feltétlentl aszimmetrikus vagy tranzitiv.
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Kooperativ jatékok  TU CFF jatékok tulajdonsagai

Kifizetések Il

Azt mondjuk hogy az (N, v) jatékban az x = (xi, ..., x,) kifizetés-vektor

® szétosztasha ) ;. x; = v(N) (N szdmdra elfogadhatd és elérhet6)
® elosztdsha ) ;. xi = v(N) és x; > v({i}) Vi € N (individual rationality)

@ mag-elosztds Ha ;. xi = v(N) és 3, s x; > v(S) VS € N (group
rationality)
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Kooperativ jatékok A mag

A mag (The Core) - példa

Egyéni és csoportos racionalitas:

Zx,- >v(S) VSeN

ieS

x(1) >0 | x(12) > v(12)
x(2) >0 | x(13) > v(13) | x(123) > v(123)
x(2) >0 | x(23) > v(23)

Ha pl. v(12) =90, v(13) = 80, v(23) = 70, v(123) = 135, a mag (az (123)
koaliciéra nézve) a kifizetések terében egy hdromszdg az aldbbi csiicsokkal:
(65,55,15), (65,25,45), (35,55,45).
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Kooperativ jatékok A mag

A mag (The Core) - 2. példa

v{l} =1 v{1,2} =4
v{0} =0 | v{2} =0 | v{1,3} =3 | v{1,2,3} =38
v{3} =1 | v{2,3} =5

x1 + x2 + x3 = 8 (hiper)sik.

(7.0.1)

(60.2)

Unstable
through

(305) X, +x,=5

Unstable
through
{12}

THE CORE

161 (152 134 10.7)
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Kooperativ jatékok A mag

A mag LP

Definicié
Az e € {0,1}" vektorra azt mondjuk hogy az S C N koalicié tagsdgi vektora, ha
i€Seseténe’ =1i¢S esetén pedige’ =0

Adott (N, v) jaték esetén tekintsiik a kdvetkezd LP-t:

min eVx
e’x > v(S) SeN
x € R

A mag (ha nem iires) mindig egy hipersikokkal hatdrolt poliéder a kifizetések

terében. ~~ LP-vel (egyszeriien) eldonthetd, lires-e a mag.
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Cs6d-Probléma

A Csoéd-Probléma

Alaphelyzet

Egy cég csédbe megy és a hitelez6k szeretnék érvényesiteni a
koveteléseiket. Az dltaluk kovetelt osszeg meghaladja a cég hatramaradt
vagyonat.

Kézenfekvo Kérdés
Hogyan osszuk szét a vagyont a hitelez6k kozott?

Kézenfekvo Valasz?

A viélasz azon mulik, mit értiink igazsdgos szétosztds alatt.
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Cs6d-Probléma

A Csod-Probléma Matematikai Megkozelitése

Definicié
O Legyen N ={1,2,...,n} a hitelezék halmaza.
O A csod-probléma egy rendezett par (c, E),
© ahol E € Ry a szétosztasra keriilé vagyon

Q valamint ¢ € R’ a kovetelésvektor, amely teljesiti a > 7 ¢; > E
feltételt. )
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Cs6d-Probléma

A Csod-Probléma Matematikai Megkozelitése

Definicié
O Legyen N ={1,2,...,n} a hitelezék halmaza.
O A csod-probléma egy rendezett par (c, E),
© ahol E € Ry a szétosztasra keriilé vagyon

Q valamint ¢ € R’ a kovetelésvektor, amely teljesiti a > 7 ¢; > E
feltételt.

Definicié
A cs6d-probléma megoldasa egy olyan kifizetésvektor, amelyre x € R} és
ahol x; < ¢; minden i € N-re és amelyre igaz, hogy >/ x; = E.
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Cs6d-Probléma

A Cséd-jaték definicidja

Definicié
A (c, E) cs6d-problémdhoz tartozé karakterisztikus fliggvény

V(C,E)(S) = max{E — C(N \ S),O}

Ertelmezés

A karakterisztikus fliggvény azt mutatja mekkora osszeg marad meg a
vagyonbdl, miutdn az osszes tobbi hitelezé igényét kielégitették, tehdt ha a
koalicié szempontjabdl a legrosszabb forgatékonyv valdsul meg. Ezt az
osszeget a koalicié minden pereskedés nélkiil megkaphatja, dgymond jar
neki.
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Cs6d-Probléma

Rejtvény a Talmudban

M3s Szavakkal

Meghal egy ember, és ¢, ¢, ..

vagyont a hitelezok kozott?

Példa a Talmudbdl

Csercsik David (ITK PPKE)

Cc1 C C3
E/C | 100 200 300
100 | 100/3 100/3 100/3
200 50 75 75
300 50 100 150

Jatékelmélet és halézati alkalmazdsai 5. ea

., Cp addssagot hagy maga utan. Ezeknek
az osszege meghaladja a hatramaradt vagyonat. Hogyan osszuk szét a
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Cs6d-Probléma

A Vitatott Szovet

A hires Mishna
"Ket kereskedd vitatkozik egy szovet tulajdonjogdn: az egyik az egészet

koveteli, a masik a felére tart igényt. Ekkor az els6 jussa %, a masiké 7"

A Vitatott Szovet elv

Mindkét keresked6 odaadja a masiknak a szovetbdl azt a részt, amelyre
nem tart igényt, a maradékot pedig elosztjdk egyenlden.
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Cs6d-Probléma

A Vitatott Szovet

A felosztas

Definicié

Legyen (c, E) egy cséd-probléma. Egy x megolddst VSZ-konzisztensnek
mondunk, ha minden i # j-re a ¢;, ¢j kovetelések kozott az x(i) + x(J)
vagyonrész a Vitatott Szovet elv szerinti felosztasa pont (x(i), x(j))-
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Koltségjatékok  Definicié

Koltségjatékok

Definicio

Legyen N a jatékosok halmaza, c : 2V — R pedig egy koltségfiiggvény,
amely minden jatékoskoaliciéhoz hozzarendeli a kiszolgalasi koltségét. Az
(N, c) part koltségjatéknak hivjuk.

Megjegyzés
A koltségjaték nem 'igazi' kooperativ jaték, hiszen ¢ nem karakterisztikus
fuggvény. Egy kis atalakitdssal azonban azza tehet6. Legyen

v(S) =D (i) - c(S)
ieS

rrrrrr
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Koltségjatékok  Definicié

Megtakaritasi jaték

Tulajdonsagok

Legyen (N, c) egy koltségjaték és (N, v) a hozzd tartozé megtakaritdsi
jaték. Ekkor (N, c) szubadditiv, azaz

(S, TCNéSNT=0)=c(S)+c(T)>c(SUT)
ha (N, v) szuperadditiv. Valamint (N, c) konkav, azaz
c(S)+c(T)>c(SUT)+c(SNT) minden S, T C N-re

ha (N, v) konvex.
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Koltségjatékok  Definicié

Megjegyzések

@ A koltségjatékok (dltaldban) nemnegativ, monoton és szubadditiv
jatékok.
esetben egyszeriibb (N, c)-ét vizsgdlni.

° Eppen ezért a koltségjaték magjardl beszéliink, holott valdjaban az az
anti-magja (és (N, v) magja lenne).

@ Hasonléan néha konkdv koltségjatékokra azt mondjuk, hogy konvex.

@ Egy koalicié tobblete (azaz profitja) az a megtakaritas lesz,
amennyivel kevesebbet kell fizetnie, ahhoz, hogy minden tagjat
kiszolgaljak: exc(S,x) = c(S) — x(S).
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Koltségjatékok  Definicié

Vizvezetékhdldzat kiépitése Svédorszagban

i

Adott néhany varos, amelyek mind csatlakozni szeretnének egy
vizforrdshoz. Kérdés, hogyan osszdk el a vizvezetékhalézat megépitésének
koltségét?

Csercsik David (ITK PPKE) Jatékelmélet és halézati alkalmazdsai 5. ea 32 /34



Koltségjatékok  Repiilétér jaték

Repulotér-jaték

Alaphelyzet

Adott n repulégép tarsasdg, amely Gsszefog, hogy megépitsen egy
kifutépdlyat. Az i-edik tarsasdg gépeinek Z}:l sj hosszi kifutépdlydra van
sziiksége, ahol s; szdmok mind nem-negativak. Hogyan osszuk szét
igazsdgosan a kifutépdlya megépitésének koltségét a repulogép tarsasagok
kozott?

Megjegyzés

Hasonlé koltségjaték 1ép fel carpooling esetén is, feltéve ha minden Gjabb
beszallé Gtba esik a legtavolabb lakénak.
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Egy c € GN koltségjatékot repiilétér jatéknak neveziink, ha minden
S C N-re

c(S) = max c(i).

«4O0r <« Fr A=Zr «=)>» o>
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