Z-transzformacio és alkalmazasa

3.1) Egy jel Z transzformaltjanak polus-zérus elrendezése lathato az alabbi dbran. Adja

meg, és rajzolja le az id6beli jelalakot! (A RoC |z|>0.5. A polus-zérus abrabol

nem leolvashatd, Z-transzformalt K szorzdegylitthatdjanak értéke legyen 2!)

Im
(Megj.: kétszeres zérus)
0.5 p
2|z
1 Re
P2
Megoldas
A poélus-zérus abrabol az atviteli fiiggvény kozvetleniil felirhat6:

X (2)= 27° oz |z

(z+05j)(z-05j) z+05j z-05j’
amibdl az idébeli jelalak inverz Z-transzformacioval kaphaté meg:
x(n)=2*{X(z)}= u(n)[(O.Sj)n +(—0.5j)"} =u(n){0.5n [ejzn +ej2nﬂ :
¢s ebbdl az Euler formulat felhasznalva kapjuk a végsé alakot:

x(n)=u(n)-2-0.5" -cos(%nj.

) signal
o G w e

n discrete time

3.2) Adja meg az aldbbi rendszer impulzusvélasz-fliggvényét Z-transzformacio

segitségével!

x(#n) y(n)

() . @)
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Megoldas

A tarol6o bemenetén felvett v(n) allapotvaltozé segitségével az alabbi allapotvaltozos két

egyenlet irhat6 fel:

v(n)=v(n-1)+x(n) (az allapotvaltoz6 egyenlete), és

y(n)=v(n)+v(n-1) (a kimeneti egyenlet),

amibdl dsszevonas utan felirhaté az y(n)—y(n—1)=x(n)+x(n—1) rendszeregyenlet. A

differencia egyenlet bal és jobb oldalanak Z-transzforméacioja €s rendezés utan megkapjuk
-1

aH(z)= 1+ Z,l = z_+i atviteli figgvényt, aminek inverz Z-transzformaltja a keresett

impulzusvalasz fliggvény:

h(n):z—l{zi_lﬂ-li_l}:u(n)w(n_g.

z

3.3) Impulzusvalaszaval adott h (n)=u(n)0.3" és h,(n)=5(n)+5(n-1)-5(n-2)
linearis iddvaridns rendszereket sorba kapcsoljuk. Hatarozza meg az eredd
impulzusvalasz fliggvényt!

h, (n) h, (n)

x(n) o v(n) e mn)
i SRS S B WY Y, L al
gerjesziés “ | valasz
Megoldas
1

A sziir6 ered§ atviteli fliggvényét a H,(z)=2 {hl(n)} =1 03,1 és
-0.3z

H,(2)=2{h,(n)}=1+2" -2 atviteli fliggvények szorzata eredményezi:
B
H (Z)Z:HZ—Z]-=7_O+EZ_1_E';1 ,
1-0.3z" 9 3 91-0.3z"
amibdl az eredé impulzusvalasz fliggvény inverz Z transzformacié alkalmazasa utan a
kovetkezd:

h(n)=2*{H(2)} =%05(n)+%5(n—1)—u(n)%0.3” .

3.4) Adott egy sziird h(n)= u(n)[O.S” —3-0.9”} impulzusvalasz figgvénye. Rajzolja

le a rendszer kanonikus blokkdiagramjat!

Megoldas
Az impulzusvalasz fliggvénybdl Z-transzformacidval kapjuk meg az H (z) atviteli

2 g 2 _ —2z°+06z -2+0.6z"
z-05 z-09 (z—0.5)(z—0.9) 1-1.4z2+0.45z272

atviteli fliggvény a Y (z) kimeneti és a X (z) bemeneti Z transzformalt hanyadosa, ezért az

. Mivel az

fiiggvényt: H(z)=
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(1-1.427"+0.4522)Y (z) = (-2+0.62") X (z) egyenlet irhat6 fel, amibsl inverz Z

transzformacié utan kapjuk a rendszeregyenletet:
y(n)-1.4y(n-1)+0.45y(n—2)=-2x(n)+0.6x(n-1),
amibdl a kanonikus alak mar egyszertien felrajzolhato.

3.5) Adott egy linearis, iddinvaridns rendszer polus-zérus diagramja ( K =1 erdsitéssel).
Adja meg a rendszer atviteli fliggvényét (a RoC konvergencia régioval egyiitt), a

rendszert leir6 differenciaegyenletet! Rajzolja le a rendszer kanonikus

blokkdiagramjat!
Megoldas
A poélus-zérus diagram alapjan kozvetleniil felirhat6 a rendszer atviteli fliggvénye:
z* z*

1
H = = = cs RoC: 1. Az atviteli

= e o i S ReC A1 Azavieei
fliggvénybdl atszorzas és rendezés utan kapjuk a y(n)—y(n—4)=x(n) rendszeregyenlet,
amibdl a blokkdiagram mar egyszeriien felrajzolhato.

xn) —~, yin)
o )

v —
~¥ == 1=
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3.6) Az abran lathaté modon az LTI; és LTI, rendszer kaszkad, és ezek ereddjével az

LT3 rendszer paralel kapcsolddik.

x{n) y,(n yalm) wnn)

»es— LTI, — LTI, 3"

yiln)

Lo | LTI, | ,

Az egyes rendszerek adottak a kdvetkezd modon:
LTl y,(n)+0.1-y,(n-1)=1.1-x(n)
LTI2: h,(n)=u(n-1)-0.2""
1.1
z+05
A gerjesztés az x(n)=u(n)-2-0.1"cos(a-n) diszkrét jelsorozat.
a) Adja meg az LTI1 rendszer yi(n) kimenetét, a differenciacgyenlet

LTls: H,(z)=-

idoétartomanybeli megoldasaval, ha a rendszer a gerjesztés elott relaxalt
allapotban volt!
b) Adja meg az ered6 atviteli fliggvényt (konvergencia régioval egyiitt)! Rajzolja

le a rendszer polus-zérus elrendezését! Stabil-e a rendszer?

Megoldas
a)
Az LTII rendszer gerjesztésre adott valaszanak homogén sszetevéje v, (n)=C-(-0.1)", a
partikularis ~ osszetevdt az  x(n)=u(n)-2-0.1"cos(e«-n)  gerjesztés alapjan a
Yor (1)=0.1"[ M cos(an)+M,sin(an) | alakban keressiik, ahol M, és M, egyiitthatokat
a differencia egyenletbe torténd behelyettesités utan a
0.1"[ M, cos(an)+M,sin(an) |+ 0.1”‘1[Mc cos(a(n—-1))+M,sin(a(n —1))] =
=1.1-2-0.1"cos(a - n)
egyenletbdl a zardjelek felbontasa, trigonometrikus atalakitasok (
cos(a(n—-1))=cos(an)cosa +sin(an)sina és sin(a(n-1))=sin(an)cosa—cos(an)sina
) és a koszinuszos €s szinuszos tagok rendezése utan kapjuk meg:

SINa

_ =-11.
1+cosa

M, =11és M, =-11

T
a=—

2
A rendszer altalanos valasza a fentiek alapjan a kovetkez6 alaku lesz:

Ya (N)=C-0.1"+0.1" -1.1-{cos(an)—lsi%sin (an)} ,
+CoS o

ahol a C egyiitthatot az ismert moédon szamitjuk a fokozatos behelyettesitéssel kapott
y(-1)=0 (M —N =0-1=-1) valaszbol:
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C-0.1'+01" (1.100505 L (—a)j =0,
l+cosa

amibol C =-1.1, és ezzel a valasz:
sina .
«(n)=u(n)-0.1"-1.1-| cos(an)—————sin(an)-1|.
Yo (1) =0(n) 0.1 2.1 c08(an) - %_sin am) -1
A formula helyességét igazolja, hogy n=2 helyettesités esetén y,, (0)=2.2, ami
megegyezik a fokozatos behelyettesitéssel kapott y(0)=2.2 valasz értékével.
b)

Az ered6 atviteli fliggvény a részrendszerek atviteli fiiggvényébdl kaphaté meg:
H(z)=H,(2)H,(z)+H,(z),

1 . . iy
ahol H, (z)=1.1——— adifferenciaegyenlet z-transzformaciojabol rendezés utan

1+0.1z
-1
kaphat6 meg, és H,(z)=Z {h2 (n)} = 1(2)7 az impulzusvalasz z-transzformaltja, ezzel
az erdd atviteli fliggvény konkrét alakja a kovetkezo lesz:
11 51 1170 11z27*(1+4052%)-1.12*(1+0.12)(1-0.227)
(2)= 1+01z°1-02z" 1+05z° (1+0.1z7*)(1-0.22")(1+0.52") -
-1 -2

—1.17 iooad0.007 —~0.667°" 7|7 L OEE) .

(1+0.1z7*)(1-0.22")(1+0.52") (z+0.1)(z-0.2)(z+0.5)

Az ered6 rendszer stabil, mivel mindharom pdlusa az egységkoron beliil helyezkedik el, a
pOlus-zérus kép az alabbi:

3.7) Egy linearis, iddinvarians rendszer az x(n) =u (n) -2-0.3" gerjesztésre adott

valasza:

y(n):u(n)-{—%-O.S” 2oy +21-0.3”}

a) Adja meg a rendszer atviteli fliggvényét (konvergencia régioval egyiitt)!
Rajzolja le a rendszer polus-zérus elrendezését! Stabil-e a rendszer?

b) Adja meg a rendszer impulzusvalaszat!

€) Adja meg a sziir6t leird differencia egyenletet és a kanonikus blokkdiagramot!

Megoldas
a)

Az atviteli fliggvény meghatarozasahoz Z-transzformalni kell a gerjesztést és a gerjesztésre
adott valaszt:
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z
X(z)=2 =2 :
(2) {X(n)} oE
25 2 32 z z 2*(z-1)
Y(z)=2 =—— -— 21 =2 ,
(2) {y(n)} 37-05 32-02 7-03 (z-0.3)(z-0.2)(z-0.5)
amely két z-transzformalt jel hanyadosa az atviteli fliggvény:

_Y(@)_ 2z

D)= X0 " r02)-05)

és RoC :|z|> 0.5 a konvergencia régio.

A rendszer stabil, minden polusa az egységkoron beliil helyezkedik el.
b)

A rendszer impulzusvalasza z atviteli fliggvénybdl inverz z-transzformacidval szamithato:

i=Z= @)= Z_l{(z —OZ.(ZZ)(_zle.S)} = {g z —20.2 _g z —20.5} -

:u(n)go.zn—go.sn}

c)

A differenciaegyenletet az atviteli fliggvénybdl irhato fel rendezés és a két oldal inverz z-
transzformaciojaval, a végeredmény:
y(n)-0.7y(n-1)+0.1y(n-2)=x(n)—x(n-1).
A kanonikus blokkdiagram a differenciaecgyenletbdl konnyen felrajzolhat6:
1

xmnl — P yinj
— D1 R—D—

x v

\r,
(X)+ =
s
b
L
T
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3.8) Egy jel Z transzformaltjanak polus-zérus elrendezése lathatod az alabbi dbran. Adja

meg, ¢és rajzolja le az idébeli jelalakot! (A RoC |z| > 0.5. A plus-zérus abrabol nem

leolvashato, Z-transzformalt K szorzoegyiitthatojanak értéke legyen 2!)

Im
(Megj.: kétszeres zérus)
05 %P
2|z
1  Re
p2

Megoldas
A poélus-zérus abrabol az atviteli fliggvény kozvetleniil felirhato:

27° z Z
X (Z) = B ~ = N + A
(z+05j)(z-05j) z+0.5j z-05]j
amibdl az idébeli jelalak inverz Z-transzformacioval kaphaté meg:

x(n)=2*{X (2)} =u(n)|(05))" +(-05])" |=u (n){0.5" [e"z" eH
¢s ebbdl az Euler formulat felhasznalva kapjuk a végso6 alakot:

x(n)=u(n)-2-0.5" -cos(%nj :

wn) signal

=1
"

n discrete time

3.9)  Adott két sziird a H,(z)=1+05z" és HZ(Z):#

17052 atviteli fliggvénnyel.
+U.0Z

Adja meg mindkét rendszer blokkdiagramjat! Rajzolja le a ‘Hl(a))‘ és ‘H 2(a))‘

atviteli karakterisztikak abszolut értékét! Milyen tipusuak ezek a sziirdk?

Megoldas

Az atviteli fliggvények alapjan felirhaté mindkét rendszer rendszeregyenlete:
y(n)=x(n)+0.5x(n-1)

y(n)+0.5y(n-1)=x(n) (a H,(z)-vel adott rendszer esetén).

A rendszeregyenletekbdl a blokkdiagramok mar kdnnyen felrajzolhatoak:
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yin) xin)

. )
x(n) yin

E [—@— F :
-1 :

Az architektira alapjan az els6é rendszer FIR sziir6, a masodik rendszer IR sziir6. Az
atviteli fliggvényekbdl az atviteli karakterisztikak a z=e/ helyettesitéssel kaphatdo meg:

[H, (@) = [L+ 0561 = /(1 +0.5c0s @)’ +0.255in” 0 = V1.25+ cos
illetve

[H: (@)

e e

1 1
- [1+0.5¢7| 125+ cosw

A karakterisztikak alapjan lathat6, hogy az elsé rendszer alulateresztd, a masodik rendszer
feliilatereszto jellegii sziir6t valosit meg.

3.10) Adja meg az X(z)=z":|z+2+77+— 2z+1 jel idStartomanybeli
z°-0.2z+0.01
alakjat!
Megoldas
Az x(n):Z’l 14277 + 2%+ 27 5 22:+1 idobeli jelalakot a 22—+12 tort tag
2°—-0.22+0.01 (2_0_1)

2z+1
(z-0.1)
tamaszkodhatunk a Z-transzformaci6 aldbbi tulajdonsagéra:

dX (z)
Ziu(n)-n-x(n){=—z2———=,
fu(o)-n-x(o)} - 2

ahol X (z)=2 {x(n)} , ez alapjan ugyanis X(n)=0.1" jel esetén a Z-transzformalt a
(()'%1)2 alakot 6lti. Ezek utan a kérdéses jelalakot megkaphatjuk, ha

Z—0,

az inverz Z-transzformacio6 elvégzése el6tt néhany elemi rendezést hajtunk végre:

miatt nem lehet ‘rdnézésre’ megadni. A Zl{ 3 } inverz Z-transzformacio soran

Z{u(n)~n‘0.1”}:—
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Z_l 22 +1 . :Z_l _20 —OlZ . _loz_l —OlZ . —
(z-0.1) (z-0.1) (z-0.1)
=u(n)[-20-n-0.1"-10-(n-1)-0.1"* |,
amit felhasznalva kaphatjuk meg az x(n) jelet:
x(n)=2"1+2z"+z2+27" 2it 0=
(z-0.1)

=6(n)+28(n-1)+8(n-2)-20u(n-1)-(n-1)-0.1"*~10u(n-2)-(n-2)-0.1"?,
¢és ebbdl rendezés utan kapjuk a
x(n)=6(n)+26(n-1)+5(n-2)+u(n—-2)-0.1"?-[-12n+22].

3.11) Egyjel X(z)= = ;(22)(_233 03) Z-transzformaltja alapjan adja meg az x1(n), x2(n)

és xa(n) idébeli jelalakot, ha a konvergencia rendre a RoC ::{z,|z|>0.3},

RoC, ={2,0.2<|7|<0.3} és RoC, :={z,|7|<0.2} tartomanyokra értelmezett!

Megoldas
Elso Iépésben az X(z) Z tartomanybeli jelet résztortekre kell bontani:
2(z-3) z z
X(z)= =6.6-———-56-———
(=009 ¢ Tr0g > o0

a megadott konvergencia tartomanyok alapjan az egyes résztortek inverz Z transzformaltja
a kovetkezo:

6.6-u(n)(-0.3)" ha zeRoC,
n-—

3
— VA _
1{6.6-Z+0.3}= _6.6-u(-n—1)(-0. )”i ha zeRoC,
—6.6-u(-n-1)(-0.3) " ha zeRoC,

€s
-5.6-u(n)0.2"  ha zeRoC,

7 {—5.6- Z Zo 2} = -56-u(n)02" ha zeRoC,

' 56-u(-n-1)0.2"" ha zeRoC,
¢s a kett6 egyiitt adja a keresett x1(n), X2(n) és x3(n) id6beli jelalakot:
x(n)=u(n)[66:(-03)" -5.6-0.2" |,
X,(n)=-6.6-u(-n-1)-(-0.3) " ~5.6-u(n)0.2" és végiil
X(n)=u(-n-1)[ -6.6-(-03) " +56-02"* .
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3.12)  Egy diszkrét idejii rendszer rendszeregyenlete
y(n)—0.25y(n—-2) =x(n)-2x(n-1).
a) Hatarozza meg a rendszer atviteli fliggvényét!
b) Hatarozza meg az atviteli fliggvény polusait és zérusait, majd rajzolja fel a polus-
zérus elrendezést! Vizsgalja meg a rendszer stabilitasat!

C) Hatarozza meg a rendszer X(n):u(n) gerjesztésre adott valaszat Z-

tartomanybeli analizissel!

Megoldas
a)

A differencia egyenlet mindkét oldaldnak Z-transzformaltja a kovetkezo:
Y (2)-0.2527%Y (z)= X (z)-2z"X(2)
Amibdl rendezés utan megkapjuk az atviteli fliggvényt:
Y(z) 1-2z° 2’ -2z 2(z-2)
H (Z) - - 2" 2 = :
X(z) 1-025z7° 2z*-0.25 (z+0.5)(z-05)
b)

Az atviteli fliggvény alapjan a rendszernek zérusaia z, =0 ¢€s z, =2 helyeken és polusai a
p,=0.5 és p, =—-0.5 helyeken vannak.

-~

Im
| - M z
-0.5 s

z Ee

c)
A vélasz komplex Z tartoméanybeli alakja a gerjesztés X (z)=Z {X(n)} = zil komplex Z
tartomanybeli alakja és az atviteli fliggvény szorzatabol kaphato meg:
2(z2-2) 7
Y (2)=H(2)X ()= ,
(2)=HE@X(2)=Tosr—0s 71

amibdl inverz Z-transzformacioval eldallithatd az iddbeli jelalak:

ez Bl s s am 4
(z+0.5)(z-05) z-1 6z+05 z-05 3z-1)°

amibol

4

y(n):u(n)E-O.S” +15(-05) —g]
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3.13) Adja meg a Z-transzformacié definicidjat és ismertesse a konvergencia tartomanyt

(RoC) dltalanos esetben! Hany idébeli jelalak tartozhat ugyanazon

(z-7)
H(z)="g
(z-p)

Sorolja fel a z transzformacio tulajdonsagait bizonyitasok nélkiil! Adja meg az

Z-transzformalt jelhez, ha a RoC tartomany nincs definidlva?

—=[z =

Il
LN

s

Magyardzza meg, miért elényds a Z-transzformécié hasznilata a jelek idébeli

analiziséhez képest!

3.14)  Adott egy linearis, idéinvarians rendszer polus-zérus diagramja ( K =1 er6sitéssel).
Adja meg a rendszer atviteli fliggvényét (a RoC konvergencia régioval egyiitt), és
impulzusvalaszat inverz Z transzformacioval! Rajzolja le a rendszer kanonikus
blokkdiagramjat!

Im

-
z/A P Re

3.15)  Két kauzalis sziir6 adott az alabbi polus-zérus abrakkal.

H:_(Zj HE(Z)

s Im
ﬁ oz ﬂ,&\ )
& ’fr‘Jl Re kjl Re

a) A szlrok parallel kapcsolasa esetén adja meg az eredd atviteli fliggvényt és a
konvergencia régiot!
b) Adjamega h,(n) eredé impulzusvalaszt!
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3.16)  Egy linearis id6invarians, kauzalis rendszer adott a polus-zérus abrajaval.

a) Adja meg a konvergencia régiot (RoC)!
b) Adja meg a rendszer impulzusvalaszat!

3.17)  Adott egy linearis, idéinvarians, kauzalis rendszer a H(z)= ZZ;Z atviteli

(2°-0.25)

figgvénnyel. Adja meg a konvergencia régiot (RoC)! Adja meg az impulzusvalaszt
¢és rajzolja fel a pdlus-zérus diagramot! Szamolja ki a rendszer valaszat az n=4

iitemre, ha x(n)=46(n)+8(n—2) a gerjesztés!

3.18)  Adott két linearis, id6invarians, kauzalis rendszer polus-zérus képe:

1. rendszer 2. rendszer

A
Im

Im
AR

O 0 ¢ % 7
NiVABNVE

a) Adja meg mindkét rendszer atviteli fliggvényét (konvergencia régioval egylitt)!

b) Adja meg mindkét rendszer impulzusvalaszat! Rajzolja le az impulzusvalasz
fliggvényt a [0,5] intervallumon!

c) Az x(n) =u (n) gerjesztés esetén adja meg az 1. rendszer valaszat az rendszert

leiré differenciaegyenlet idébeli megoldéasaval, relaxalt rendszer esetén!
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