Logikai szorzas, ES kapcsolat azonossagai:

|:| .
|:| .
1 .
1 .
A
A
Ad = A (idempotencia)

=10
1=10
o=10
1=1

=4
=10

Ad =1

Al = I'A (kommutativitas)

(ALY = A[DL = ARL (asszociativitds)

Logikai 6sszeadas, VAGY kapcsolat azonossagai:

0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=1
A+0=4
A+l1=1
A+ 4 =4 (idempotencia)
A+4=1

A+ =84+ 4 (kommutativitds)

(=L} +C=a+(8 =)

A — ! + C (asszociativitas)

Logikai tagadas, NEM (negacid) azonossagai:

Tovabbi azonossagok:

De-Morgan azonossagok

U=1
1=10
A=4

AT+ O = Al — AL (disztributivitas)
A4 BC = (A4 BHA + O3 (disztributivitas)
A+ Al = 4 (elnyelési tulajdonsag)

AlA — '} = A (elnyelési tulajdonsag)

.|"|.I.|I.|! + rlU = r'1.
(A= LA+ I
A+Ai=4A4+10
Ald =1 = AR

A+ 8 =48

A+ —-8 =400

A=A+

AL =A-0+1C

Algebrai médszer



1. Példa:

Egy logikai kifejezést tobb féle képen is le lehet egyszer(siteni. Legyen AL} + Al + Al
az egyszerlsitend6 kifejezés. Els6 lépésben a De-Morgan azonossag segitségével
eltiintethet6 a teljes kifejezés negéldsa. Eredményil harom negalt minterm ES
kapcsolata adddik: (AL} (AL} [ALl¥}. Ahhoz, hogy a mintermek ne legyenek negalva,
ezeken is kulon-kilon alkalmazni kell a De-Morgan azonossagot. Ez a fliggvény
konjunktiv normal formajat eredményezi: (A — 7} + I [A + ). Kévetkez6 |épésben
a disztributivitas tulajdonsagot kihasznalva 6ssze lehet vonni a masodik két zardjelet:
(A= 0A4d+ AL + AL + B57. Ezutan kihasznalhatd, hogy egy logikai valtozd ES
kapcsolata a valtozd negaltjaval 0-at és egy logikai valtozdé VAGY kapcsolata 1-el a
valtozét adja eredményiil: 1A — (1AL + A&7 Otddik 1épésben a disztributivitast ismét
felhasznalva felbonthatéak a zardjelek: AAEL + AAL + AFD + ALl . Ezutdn ismét
felhasznalhato az el6z6 tulajdonsag valamint az, hogy barmely kifejezés ES kapcsolata 0-
val 0: A4 — AFE. Az ES mlvelet idempotencia tulajdonsiga alapjan mind a két
szorzatot egyszer(sithetd: Al — AL Végil a VAGY miivelet idempotencia tulajdonsaga
alapjan ismét egyszer(siteni lehet: AL . Az egyszer(sités teljes folyamata aldbb lathato.

AR+ Al + Al =

ALY (AL} (AL} =
(A=-fAa+mA+L=

(A= MAd+AD + AL+ B =
(A - as + A8y =

AAl+ AAR + AR + ADE =

AAD = ARN =
.|"|.I.IIJ - r1..|l.|! ==
A

Ugyanez a logikai fliggvény masként is egyszerdsithet6, most mas sorrendben haszndlva
a Boole algebrai azonossdgokat. Elsé lépésben kihasznadlhaté a disztributivitas

tulajdonsag igy az elsé két mintermbdl kiemelhetd &: [ — A1H + AL A logikai VAGY
kapcsolat idempotencia tulajdonsadga alapjan az (A — A7 kifejezés kiesik: & + Al
Kovetkez6 lépésben az A+ AL = A+ & azonossagot felhaszndlva a kifejezés
atalakithatd: & 4+ A. Majd utolsd lépésben egy De-Morgan azonossag segitségével
megkaphato a végs6 format: AL . Az egyszerdsités teljes menete alabb lathatd.

AR+ Al + Al =
(A—-A+ Al =
8+ Al =
E+d=

Al

Kifejtéesi modszer

Az

algebrai maodszer komplexebb, tobb valtozét tartalmazé logikai kifejezések

Flay. . ... Xy} egyszer(sitése esetén nehezen alkalmazhatd. llyen esetekben alkalmazhaté
a kifejtési médszer. Ekkor egy adott valtozd értékét elészor ponaltnak 11, xy, ..., kn ), majd



negéltnak 10,4, ..., %41 kell definidlni. Ezutdn a két egyszer(ibb, kevesebb valtozét
tartalmazo fliggvényt egyszer(sithetd (lehet rekurzivan kifejtési modszert is alkalmazni). Az
eredeti fliggvény egyszer(sitett formaja kétféleképpen is megkaphato.

e A valtozd ponalt rogzitésével kapott fiiggvényhez ES logikai kapcsolattal hozza kell
flizni a valtozét ponalt értékben, a negalt rogzitéssel kapott fliggvényhez pedig
negalt értékben. Végil az igy kiszamitott két logikai kifejezést VAGY logikai
mvelettel kell 0sszekotni.
Flag X kq b =xp FlL e g Y — T - P00y L x)

e A viltozd negdlt rogzitésével kapott fliggvény negaltjdhoz VAGY logikai kapcsolattal
kell hozzaflzni a valtozét ponalt értékben, a ponadlt rogzitéssel kapott fliggvény
negaltjdhoz pedig negalt értékben. Végiil az igy kiszamitott két logikai kifejezést ES
logikai mivelettel  kell ~ Osszekdtni  és negalni.
Flagx ..k = |::r1 + 0y tq]:l ) |:':E1 + 51k ..'in.j-:I

Legyen adott diszjunktiv normal formaban egy haromvaltozés I fliggvény, ahol
FrARC=A8C+ABC + ADC + ALC . Legyen az 4 valtozd értéke el6szér 1, ekkor
FILEC =000+ 050+ 180+ 100 = 68+ 88 = (0 + 830 = £. Ezek utdn legyen 4
értéke 0, azaz F(0, B0 = 100 + 180+ 080 4+ 000 = B+ 80 = 06 - £1 = B,

e Az egyszer(sitett logikai figgvény meghatdrozadsa az els6 maddszer szerint, azaz
FlALRCY = A-Fi1,5 0y —A-F0LE O = AL + AL

* Az egyszer(sitett logikai fuggvény meghatarozasa a masodik modszer szerint, azaz
FIAECy= (A+FILECY) (A= FILICY) = (d - 5i(Ad - ) = Al + aC.

Kifejtési modszer esetében fontos, hogy melyik valtozd keril rogzitésre, ennek hatékony
kivalasztasa az algebrai mddszerhez hasonléan nagy gyakorlatot igényel.

Grafikus modszer

Hurkok felrajzolasanak szabalyai
A hurkok optimalis felrajzolasanak, vagy mas néven a tombdsitésnek, vannak szabalyai,
amelyeket az egyszer(sités sordn be kell tartani.

e 2"(n=0,1,2,..)darab minterm (maxterm) vonhaté be egy hurokba.

e A hurkok téglalap alakuak.

e Minden 1-est (maxtermek esetében 0-ast) tartalmaznia kell legalabb egy huroknak
és 0 (maxterm esetben 1) nem keriilhet hurokba.

e Egyik hurok a masikat nem tartalmazhatja teljes mértékben.

e Egyterm tobb hurokban is szerepelhet.

e A hurkok felrajzolasanal torekedni kell a lehet6 legnagyobb méretli hurkok
hasznalatara.

o Ko6zombos (-') kimeneti fuggvényértékeket a jobb (optimalisabb) lefedésnek
megfelel6en kell megvalasztani (NTSH).

2. Példa
Késziteni kell egy logikai halézatot, amely bemeneteihez egy suly tartozik és az I kimeneten
akkor lesz 1 logikai érték, ha a bemenetek 6sszsulya nagyobb, mint 1 azon bementekre, ahol
a logikai érték 0. Az A bemenet silya legyen 3, a ! bemeneté 2, a L és aLl! bemeneteké
pedig 1. Az igazsagtablazatot ez alapjan fel lehet irni.

Ao Ll F
o(o0ojo0|0}]oO




0/0|0]|1]0
001|010
0/0|1]|1]0
0/1|{0]|0]0O
0/1|{0|1]0
0/1|1|/0]0
0j]1]1)]1]1
1/0|0|0]0
1/10|0|1]1
1/0|1|0]1
1/]0|1|1]1
1/1|]0|0]1
1/1|0|1]1
1/1|1/0]1
11111

Az igazsagtablazatbdl fel lehet rajzolni a Karnaugh tablat. El6szér a diszjunktiv alak
meghatdrozdsa a cél. A primimplikdansok meghatdrozhatdk a Karnaugh tabla segitségével.
Ebben az esetben az 6sszes megtaldlt primimplikans Iényeges primimplikans.

CD C
AB 00 01 11 10
oo] O 0 0 0
0 1 3 2
o1 O 0 /1\ 0
4 5 6
— B
11{C1 1 1 1
A =
oo N \|
8 1T 10

D

Mivel az 0sszes lényeges primimplikdnst tartalmaznia kell az egyszer(sitett fliggvényalaknak,
ezért az egyszerlsitett fliggvényalak a kovetkezd f = AL + AL + Al + BCL, melynek a

megvaldsitdsa az alabbi abrdn lathato.
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Konjunktiv alak meghatdrozdsa esetén a Karnaugh tdbldban a 0-kat kell hurkolni a
primimplikansok megtalalasahoz.

CD C
AB { 00 01 11 10
oo| 0 ’R 0
- —7 2
01&4/0/ 1 K
- 5 7 -
B
11{ 1 1 1 1
12 13 15 14
A
10 ﬁ)\ 1 1 1
9 11 10

D

Az itt megtalalt 0sszes primimplikans is l1ényeges primimplikans, ezért nem hagyhatd el a
megoldasbdl. Az eredményil kapott I = (A +81A + LA+ E + 0+ DY logikai
aramkori realizacidja alabb [athatd.
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A megolddsként kapott diszjunktiv és konjunktiv alak ugyannyi kapubemenetet tartalmaz,
ezért mind a kettd ugyanolyan egyszerlinek szdmit. Ezek utan a rendelkezésre allé konkrét
logikai aramkorok tulajdonsagai (ar, rendelkezésre allas, méret, ...) hatarozzak meg, hogy
melyiket kell megvaldsitani.

Nem teljesen specifikalt halozatok minimalizalasa

Egy példan keresztll bemutatdsra keriil, hogy a hatdrozatlan allapotok 0-nak vagy 1-nek
vdlasztdsa mennyiben befolyasolja a megvaldsitandé logikai kapcsolasi vazlatot. A kovetkezd
igazsagtdblaban nyolc darab 1-es és kett6 hatarozatlan dllapot szerepel. Karnaugh tabla
segitségével meghatdrozhatdk a primimplikansok.

Al D|F
o0ojo0j0|0]1
0/]0]|]0|1]1
0/0|1]0]0
0j0|1|1]-
0/1|{0|0]0
0j1|0|1]1
0Oj1|1|0]1
0Oj1]1|1]1
1/0|/0|0]O0
1/0|(0|1]0
1/{0|1|0]0
1/{0|1|1]0
1/{1/0|0]0
1/1|0|1]1
1/1|1(0]-
1]1|1)1]1




El6sz6r megvizsgalasra keril, hogy mi térténik, ha minden hatarozatlan allapotot 0. Ekkor az
igazsagtabla a kdvetkez6 képen mdédosul.

Al |0 |D]F
0j0j0|0]1
0jo0j0|1]1
001|010
0/]0]1]1]0
0/1/0]|0]0
0/1]0|1]1
0j1]1|]0]1
01111
1/0|0|0]O0
1/0|0|1]0
1/0|1|/0]0
1/0|1|1]0
1/1/0|0]0
1/1|0|1]1
1/1|1/0]0
11111

A Karnaugh tabla hdrom darab kettes és egy négyes hurkot eredményez. A Karnaugh
tablabdl a korabbiaknak megfeleléen meghatarozhaté az egyszerdisitett fliggvényalak, mely
harom  primimplikdnst  tartalmaz és a  kovetkez6  fliggvényt eredményezi
F=00 - A00 + ABD,
cb
AB 00 01 11 10

ooél
1
| o TS
4 5 6
\L|
0
9

11 O

10 0
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Koévetkezd esetben minden hatarozatlan allapot 1.

AlE L] F
0/0|0|0]1
0/0|0|1]1
0/0|1]0]0
0j0|1|1]1
0/1|{0]|0]0
0j1|]0|1]1
0j1(]1|0]1
0Oj1(1|1]1
11/0({0(0]O0
110(0(1]0
11/0(1(0]0
110(1(1]0
111/{0(0]0
111|0(1]1
111|1(0]1
1]1|1)1]1

Ebben az esetben egyszerlibb primimplikdnsokat sikeril elérni, igy ez egy darab kettes és
harom darab négyes hurkot eredményez. Az egyszer(sitett fliggvényalak a kovetkezé
F=A0+ 00— BC+ AL . A primimplikdnsok  valdban  egyszer(ibbek, kevesebb
mintermet tartalmaznak, de tobb primimplikdnsra van szikség a flggvény
megvaldsitasahoz.
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Egyik el6z6 eset sem eredményezett optimalis megoldast. A fejezet elején leirt mddszert
alkalmazva ugyanazok a hurkok keletkeznek, abban az esetben, amikor a hatarozatlan
allapotok 1-esek, de most a primimplikdnsok kivalasztasanal a hatarozatlan allapotokat ne
kelljen feltétleniil lefedni. igy a kdvetkezd abran sziirkével jeldlt (1, 3, 5, 7) hurkot nem kell
az egyszerUsitett logikai fliggvénynek tartalmaznia, mivel annak az 1-es, 5-6s és 7-es celldja
le van fedve masik hurokkal is, a negyedik celldja viszont hatarozatlan allapot. Az
egyszerlsitett fluggvényalak az & = 8D — 0 + Al fuggvény, amely kevesebb
primimplikanst tartalmaz, mint ha minden hatarozatlan allapot 1-es és egyszer(ibb, mint ha
0.
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Ez a megvaldsitds a kovetkezd igazsagtablazatnak felel meg, amely nem mond ellent az
eredeti specifikacidval.

AlD|C|&F
ojo0j0|0}1
ojo0j0|1]1
ojoj1|0]O0
ojoj111]0
oj1(0|0]O0
oj1j0|1}1
oj1(1|0}1
oj1(1|1}1
110(0(0]O0
110(0(1]0
110(1(0]O0
110(1(1]0
111]0(0]0O0
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1. Tobbkimenetii logikai fliggvények egyszeriisitése

Tobbkimenetld kombinaciés haldzatok esetén minden kimenethez kilon logikai figgvény
tartozik. A logikai flggvények egyszer(sitését végre lehet hajtani kiilon-kilon egyszerdsitve
Gket igy jutva el a legegyszerlbb diszjunktiv vagy konjunktiv alakhoz. Mivel mindegyik
figgvényhez ugyanazok a bemeneti valtozék tartoznak, ezért tovdbbi egyszer(sitésre is
lehet6ség nyilhat, a kozos részeket nem kell tobbszér megvaldsitani.

Legyen egy harom bemenetl két kimenetl logikai hdldézat, ahol a kimeneti fliggvények
legegyszerlbb diszjunktiv alakja a kovetkez6 ; = A& — [C és Fo = AT+ B0 . A két
figgvényt kilon-kiilon is meg lehet valdsitani, de észrevehetd, hogy mind a kettd
tartalmazza a #& primimplikdnst, azaz ezt a logikai kapcsolatot elegendd egyszer
megvaldsitani. Mind a két megvaldsitas logikai aramkori realizacidja az alabbi abran lathato.
A masodik megvaldsitas természetesen egyszeribb, azt kell megvalédsitani.

i% i i%
EADOJ JE :>Em>oq }

A cél a tovabbiakban a ko6zos primimplikdnsok megtaldldsa, hogy azokat felhasznalva
kevesebb aramkori elemmel legyen megvaldsithatd a halézat.

Grafikus minimalizalas

A minimalizalasi eljarast mddositani kell Ugy, hogy a k6zos primimplikdnsokat csak egyszer
kelljen megvaldsitani. Az egyik legegyszer(ibb megoldds a szorzatfliggvény vizsgdlata. A
szorzatfliggvény ott vesz fel 1 értéket, ahol mind a két fliggvény 1 értéket vesz fel, azaz a
szorzatfliggvény Karnaugh tablajaban ott lesz 1, ahol mind a két Karnaugh tablaban 1 volt.

Az el6z6 példat nézve a szorzatfliggvény Karnaugh tablajaban egyetlen hurok szerepel,
mégpedig a kdzos #¢ hurok.
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A szorzatfiggvénynek természetesen lehet olyan primimplikdnsa is, melyek nem
primimplikdnsa valamely vagy mindegyik eredeti fliggvényeknek. Az ilyen primimplikdnsokat
nem lehet figyelmen kivil hagyni a szorzatfliggvény optimalis lefedéséhez.

A kovetkezd példa legyen egy négy bemenetl két kimenet(i logikai halézat, melynek
Karnaugh tablai az alabbiakban adottak. Tovabba adott a szorzatfliggvény Karnaugh tdblaja
is, ahol az implikansok betlikkel vannak megjeldlve a kés6bbi kdnnyebb hivatkozas
érdekében.



cD F cD F,
AB 00 01 11 10 AB 00 01

oof] O 1 1 0 oo O
0 1 3 2 0
B
11 O 0 \1] 0 11f O
12 13 15 14 12

b
oof] O 0 [1\ 0
0 1 2
a
)¢
L 6
B
11f O 0 \1/ 0
12 13| *\A5 14

100 o 0 0 0

Megvizsgalva a Karnaugh tablakat megallapithatd, hogy a szorzatfliggvény primimplikansai
kozott vannak kozos és nem kdzos primimplikdnsok. Az a primimplikans kozds, mivel i1-ben
és =-ben is szerepel. A b primimplikdns nem k6z6s, mivel *z-ben ugyan primimplikans, de
11-ben nem primimplikdns, hanem egy masik primimplikansnak csak egy része, azaz tovabb
egyszerlsithets implikansként szerepel. A ¢ primimplikans szintén nem k&zos, mivel i*1-ben
ugyan primimplikans, de fz-ben nem primimplikdns, hanem egy masik primimplikansnak
csak egy része, azaz tovabb egyszer(lsithet6 implikansként szerepel. A d primimplikdns nem
kozés, mivel sem i1 -ben sem f2 -ben nem primimplikdns, hanem egy masik
primimplikansnak csak egy része, azaz tovabb egyszer(sithetd implikansként szerepel.

Az egyszerUsités soran a halézat kimeneti fliggvényeinek Osszes lehetséges kombinacidjara
képezni kell a szorzatfliiggvényt, majd ezek utdn minden fliggvényhez és szorzatfliggvényhez
meg kell hatdrozni a primimplikdnsokat. A minimalizalt fliggvények felirdsdhoz az Osszes
generdlt primimplikanst figyelembe kell venni a fliggvények és a szorzatfliggvények
primimplikansait is.

Mivel a Karnaugh tabldkat nehéz lehet attekinteni, ezért a primimplikdns tabla valamint
segédfliggvény segitségével kell kivalasztani a szlikséges primimplikansokat. A primimplikans
tadbla tartalmazza az 6sszes megtaldlt primimplikdnst a fliggvények és fliggvényszorzatok
szerint csoportositva. A tablazat kitoltését a szorzatfiggvények primimplikansaival kell




kezdeni. Ha egy szorzatfliggvénynek vagy egy fliggvénynek mar van olyan primimplikansa,
amely szerepel a tablazatban, akkor azt nem kell még egyszer felvenni. Ha mar minden
primimplikansa szerepel, akkor az a flggvény vagy szorzatfliggvény nem jelenik meg kilon a
tablazatban. igy minden primimplikans csak egyszer fog szerepelni a tablazatban.

Amennyiben a szorzatfliggvény alapjan tébb olyan megoldas létezik, melyekben ugyanannyi,
minimalis szamu primimplikans szerepel, akkor ezek kozil prébalgatassal lehet kivalasztani
az optimalist. A prébalgatds soran csak a legkevesebb tényez6t tartalmazd szorzatokat kell
figyelembe venni. A kivalasztott szorzatban szerepl6 primimplikansok az elvi logikai rajzban
ES kapukkal lesznek megvaldsitva, majd ezeknek az ES kapuknak a kimeneteit egy VAGY
kapuk bemeneteire kell vezetni. Mivel azonos szamu primimplikdns szerepel mindegyik
szorzatban, ezért a VAGY szinten ugyanannyi kapubemenet van, tehat az ES szinten kell
minimalizalni a kapubemenetek szamat.

A kovetkez6 példaban a feladat egy négy bemenet( és harom kimenetl kombinacids haldzat
minimalis realizaciéjanak meghatarozasa diszjunktiv formaban. Legyen a harom kimeneti
fliggvény diszjunktiv normal formaban adott a kovetkez6képpen.
= TESNATRL012,14), B = TSN TA14) és ) = TE SN 3467.914). Els6
|épésben meg kell hatdrozni a kimeneti flggvények primimplikdnsait Karnaugh tdblak
segitségével, mely alapjan f = AL —ALD |, Fo=A80+ ACD + 2Oy — ARCLD és
Fy = ACD 4+ ADS + ABD — DO 4+ ARCD,
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Masodik Iépésben az Gsszes lehetséges szorzatfliggvény primimplikdnsainak meghatdrozasa
kovetkezik, mely alapjan Ak = ACDv+ARCL MR = ACD+ARCL
FaFy = ACOD + ARCD + ALLUL és F 8 Fy = ACD + ADELy,
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A generdlt primimplikdnsok alapjan felirhaté a primimplikdns tabla. Példdul az ALD
primimplikans szerepel az "1 #: 1"y szorzatfiiggvényben igy bekeril a tablazatban, de hidba
szerepel ugyanez a primimplikans az 6sszes tobbi fliggvényben és szorzatfiiggvényben, nem
kerll be tobbszor a tablazatba. Valamint példaul az i1¥; szorzatfliggvény nem szerepel a

tablazatban, mivel az 6sszes primimplikdnsa mar korabban bekeriilt.

£1 ¥y £y
Sor Primimplikans 3 7 8 10 12 14,1 3 7 9 14,3 4 6 7 14
* O ALD a X X X | X X X
fydyaly
ABc b X X X
by * o ABED c X
~ * o AD d X X X X
AdD & X X
" gED F X X
iy AOC i X X




* AR i X X
s2rn [ X

A tablazatbdl leolvashatdak a lényeges primimplikansok, de ezek nem fedik le az Osszes
mintermet, ezért mindenképpen segédfliggvényre van sziikség. Mind a harom fliggvényhez
fel kell irni a segédfiiggvényt, ahol &y = weeldel (B + o0}, 3 = (& + [ + ealc — (1B és
Sy=uhlp—Rk+iu+glefb+i}. Az ered6 segédfiggvény a segédfiiggvények ES

kapcsolata, azaz
E=558 mauddd(b+ e+ Do +eule— Fibakipg+E+ e+ (b +0F . Az
elnyelési tulajdonsag segitségével a fliggvény egyszer(sithetd

5 = abcdhle + [} = wbodeh +abed [l A segédfiiggvény két lehetséges megvaldsitést
eredményez, ahol mind a kett6ben ugyanannyi primimplikdns szerepel. A legegyszer(bb
haldzat eléréséhez probdlgatdsra van szikség, azaz mind a két lehetséges megoldast
elemezni kell.

Az ubiedek megvaldsitasa esetén mind a harom fliggvény megvaldsitasdhoz csak az adott
primimplikdnsokat szabad felhaszndlni. Mind a harom fliggvényhez fel kell irni egy
segédfliggvény és megvizsgalni, hogy melyik fliggvényhez melyik primimplikansok kellenek,
de a nem felhaszndlhaté primimplikdnsok helyett 0 értékkel kell szamolni. Igy
S =maaddd(b+dt=wd | Sp=le+ 0o —epic+ 0 =elu+etack =abee  és
Sy = ah(0+ &4+ Ujla + el +0F = ahfiact = wbeh | EbbSl  meghatarozhatdk  a
kimenetek  figgvényei, f =ACD+AD | fo=ACD 4+ ADCD — ARCD 4+ ALy és
Py =ACD + ALy — ARCD + AlrLr, melynek logikai aramkori realizacioja lejjebb lathatd
és a bementi negaldkat nem szamolva 0sszesen 29 kapubemenetet tartalmaz.
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Az ubied h megvaldsitasa esetén mind a harom fliggvény megvaldsitasdhoz csak az adott
primimplikdnsokat szabad felhaszndlni. Mind a harom fliggvényhez fel kell irni egy
segédfliggvény és megvizsgalni, hogy melyik fliggvényhez melyik primimplikansok kellenek,
de a nem felhaszndlhaté primimplikansok helyett 0 értékkel kell szamolni. Igy



S = uaddd(b+ et =wd |, Sy=(0+ Ha+ i+ b= Foale — b =ubf  és
Sy =ak(O+ R+ Wla+ 0elb + 07 = whfiack = wbeft | Ebb8l  meghatdrozhaték a
kimenetek fliggvényei, M =4cb+ 40 Fo=ACD+ ADCY — BCD és
Py =ACD + ALy — ARCD + AlrLr, melynek logikai aramkori realizacidja lejjebb lathatd
és a bementi negaldkat nem szamolva 0sszesen 28 kapubemenetet tartalmaz.
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A két kapcsoldas csak az f': fliggvény megvaldsitisaban kilénbozik. A masodik
megvaldsitdsban egyel kevesebb primimplikans kell a fliggvény megvaldsitdsahoz. Az elsé
megvaldsitashoz képest egy hdrom bemenet( ES kapu helyett egy masik harom bemenetdi
kell, ez az ES kapuk szintjén nem jelent egyszerdsitést, de a VAGY kapuk szintjén az i
megvaldsitdsahoz négy bemenet(i VAGY kapu helyett elég egy harom bemenetd is, azaz egy
kapubemenetet lehet megtakaritani.

Szamjegyes minimalizalas

A szamjegyes minimalizalas vagy mds néven Quine-McCluskey moddszer ugyanazt a
minimalizalasi alapotletet haszndlja fel, mint a Karnaugh tébla, viszont ebben az esetben
nincs korlat a valtozék szamara. A szdmjegyes minimalizalds a mintermeket egyértelm(ien
azonosité alsé indexet hasznalja fel a szamoldshoz. Ez az index egy decimalis szam, amely
alapjan meg kell tudni mondani, hogy két minterm mikor szomszédos egymassal.

Két minterm akkor szomszédos, ha csak egy valtozéban kilénboéznek. Azaz ha bindris
szamként tekintlnk rajuk, akkor csak egy helyiértékben kilonboznek, tehat egyetlen
pozicidban van 1l-es helyett 0. Harom feltételnek kell teljesiilnie a szomszédsaghoz. A
feltételekben példaként hasznalt két bindris szam kiilonb6zzon csak az i-edik bitben.

Az els6 feltétel azt irja el6, hogy a decimdlis indexek kilénbsége kett6 hatvanya kell, hogy
legyen. Ha a két binaris szamot kivonunk egymasbdl (a nagyobbdl a kisebbet), akkor
eredménydl olyan binaris szamot kapunk, amely mindenhol 0, kivéve az i-edik bitet. Ennek
decimalisan értéke 2'. Példaul az m# = AIL mintermnek hidrom szomszédja van, az



md = Ane, azmd = ARC és aznd = AR, Mind a hdrom mintermmel valé kiildnbsége
kett6 hatvanya, konkrétan 4, 2 és 1. Ez a feltétel 5Gnmagaban nem elegend6, mivel példaul az
mi = Al és azmj = AT mintermek decimdlis indexének kiildnbsége 1, de mégsem
szomszédosak.

A masodik feltétel az indexek binaris sulyanak kilonbséges 1 kell, hogy legyen. A binaris suly
azt mondja meg, hogy a szdmot binarisan felirva hany darab 1-es van benne. Mivel a két
bindris szam csak az i-edik bitben kiilonbozik egymastdl, ezért amelyikben 1-es van 0 helyett,
annak a bindris sulya eggyel nagyobb. Példaul az m? = AL binaris sdlya 3, a vele
szomszédos i = ABC, md = ADC ésnd = AR binaris sdlya 2. Ez a feltétel sem elegends
onmagdban, mivel példaul az mnd = A& binaris sdlya 1, azmi = AL binaris sulya 2, azaz
binaris sulyuk kilonbsége 1, de mégsem szomszédosak.

A harmadik feltétel szerint a nagyobb decimalis indexnek nagyobb a binaris sulya. Amelyik
szdmban 1-es van 0 helyett, annak decimalis értéke 2’ értékkel nagyobb. Ez a feltétel sem
elegendé dnmagaban, mivel példdul azmi = AR binaris stlya 2, azuid = AL binéris
sulya 0, azaz a nagyobb értékiinek nagyobb a bindris sulya, de mégsem szomszédosak.

A harom feltétel egyiitt biztositja szamunkra azt, hogy a két minterm minimalis legyen. Azaz
Osszefoglalva két minterm szomszédos, ha a kovetkez6 feltételek teljesiilnek.

o A decimalis indexlk kilonbségének értéke 2 hatvanya.
e A binaris sulyuk kiildnbsége 1.
e A nagyobb indexi term sulya nagyobb.

A fenti feltételek megfelel6en leirjak, hogy két minterm mikor szomszédos, azaz mikor lehet
Gket 6sszevonni. Ez viszont csak az elsé 1épéshez elegendd, mivel az implikdnsok nem csak
egyetlen mintermet tartalmazhatnak. Az implikansok Osszevondsdnal a feltétel szerint az
implikansok altal lefedett mintermek paronként szomszédosak. Ez csak abban az esetben
fordulhat el6, ha két implikdnsnak ugyanazokat a valtozdkat tartalmazza, azaz ugyanazok a
valtozdk lettek bel6liik kiegyszerUsitve.

Primimplikansok meghatarozasa

Ezek utan gyakorlatilag ugyanaz a mddszer hasznalhatd, mint a Karnaugh tabla esetében. A
kevesebb mintermet tartalmazd implikdnsokat kell 6sszevonni és nagyobbakat késziteni.
Els6 Iépésben az egy mintermet tartalmazé implikansokat kell 6sszegydjteni, a Karnaugh
tdbldban ez az egyes hurkokat jelenti. Ezeket egy tablazatba kell rendezni a bindris sulyuk
alapjan csoportositva, mivel igy a masodik feltétel ellen6rzésére a kés6bbiekben nem lesz
szlikség. A csoportok kozott alahuzas szerepel a tdbldzatban a jobb lathatdsag végett. A
mintermek 6sszevondasa soran a szomszédos csoportokban |évé dsszes mintermet parositani
kell és ellendrizni, hogy a hdarom korabban felirt feltétel teljestil-e. Amennyiben igen, akkor
ez egy Uj implikanst eredményez, mely egy U] tablazatban keril 6sszegy(jtésre. Ebben a
tdbldzatban az implikdnsok mellett fel kell jegyezni, hogy mennyi volt a decimalis
kiilonbségiik. A decimalis kiilonbség mutatja, hogy melyik valtozot lehetett kiegyszerdlsiteni
az 6sszevonassal, a decimalis kiilonbség 2-es alapu logaritmusa jeloli ki az elhagyhatd valtozé
helyiértékét. Tovabba meg kell jel6lni, hogy mely mintermeket lehetett bevonni valamely
implikansba, mivel ezek a mintermek nem lehetnek primimplikdnsok. llyen médon el lehet
késziteni az Osszes kett§ mintermet tartalmazé implikdnst. Erdemes az Gjonnan kapott
implikansokat is az els6 mintermjiik szerint bindaris sulyuk alapjan csoportositani, ezt
aldhdzassal jeloljuk a tablazatban, igy csak a szomszédos csoportokban lévé implikansokat
kell megvizsgalni.

A Karnaugh tabla hasznalatahoz hasonldan itt is iterativan addig kell Uj tablazatokat késziteni
az el6z6bél, amig keletkezik Gj implikans. A ciklus végén azok az implikansok lesznek a



primimplikansok, melyeket nem lehetett 6sszevonni masik implikanssal, azaz nem lettek
megjeldlve az algoritmus soran.

A példaban legyen a minimalizdlandd fliggvény ugyanaz, mint a Karnaugh tablas
minimalizalds bemutatdsa soran, azaz az #™=" = Ti - 10.1,5,6,7,4,10,13,15}. A kénnyebb
érthet6ség miatt minden [épés utan szerepel a Karnaugh tdbla is. Els6 1épés a mintermek
csoportositasa a bindris sulyuk szerint.

Minterm  Binaris érték  Binaris suly

0 0000 0
1 0001 1
5 0101 2
6 0110
9 1001
10 1010
7 0111 3
13 1101
15 1111 4
CD
C
AB 00 01 11 10
JOIO] o | o
0 1 3 2
a0 (OO®
4 5 7 6
B
‘Dook
12 13 5 14
A
‘DoBe
8 9 11 10

D

Kévetkezd |épésben a szomszédos csoportokban lévé mintermek kell 6sszehasonlitani és
amiket lehet, 6sszevonni Uj implikdnsa. Ahol mind a harom, mintermekre vonatkozd
szomszédossagi feltétel teljesiil, azok bekerilnek a kbvetkezd tablazatba és az 6sszevonhaté
mintermek mellé ,+” jel kerdl. Példaul az 5 és 9 mintermre teljesiilnek a feltételek, de
példaul a 9 és 7 mintermekre nem teljestl a harmadik tulajdonsag, azaz hogy a nagyobb
bindris sulyd minterm decimalis értéke nagyobb. Az 0Osszevonas eredményeképpen
ugyanazok az implikdnsok adddtak, mint a Karnaugh tabldas minimalizalds soran a kettes
hurkok képzésénél és a 10-es minterm ugyanugy nem vonhatd 6ssze semmilyen masik
mintermmel, azaz § maga egy primimplikans.

Minterm  Binaris érték  Binaris suly Implikdns  Decimalis kiilonbség
0+ 0000 0 0,1 (1)
1+ 0001 1 1,5 (4)
5+ 0101 2 1,9 (8)
6+ 0110 5,7 (2)
9+ 1001 5,13 (8)
10 1010 6,7 (1)

7+ 0111 3 9,13 (4)




13+ 1101 7,15 (8)

15+ 1111 4 13,15 (2)
CcD C
AB 00 01 11 10
00 Q 1 0 0
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Ezek utan kovetkezik az eredményiil kapott implikdnsok tovabbi O0sszevonasa. Ebben az
esetben akkor vonhatdéak 6ssze az implikdnsok, ha paronként teljeslilnek a benne |év6
mintermekre a szomszédossagi feltétel és ebbdl kovetkez6en a decimalis kiilonbségik
megegyezik. Ez alapjan 6ssze lehet vonni az 1, 5 implikdnst a 9, 13 implikanssal, amia 1, 5, 9,
13 implikanst eredményezi ugyanugy, mint az 1, 9 implikdns Osszevondsa az 5, 13
implikdnssal. A Karnaugh tdblaban is minden négyes hurkot két féle képen lehetett
el6allitani kettes hurkokbdl. Az 6sszevonds soran még egy Uj implikans keletkezik, de annak
decimalis kilonbsége nem ugyanaz, mint a masiké, ezért ezeket a kés6bbiekben nem lehet
dsszevonni.

Implikdns  Decimalis kiilonbség Implikdns  Decimalis kiilonbség
0,1 (1) 1,59,13 (4,8)
1,5+ (4) 5,7,13,15 (2,8)
1,9+ (8)
5, 7+ (2)
5,13+ (8)
6,7 (1)
9, 13+ (4)
7, 15+ (8)
)

13, 15+ (2
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A szadmjegyes minimalizalas soran kapott primimplikdnsok megegyeznek azokkal a
primimplikdnsokkal, amelyeket a Karnaugh tablas minimalizalas eredményezett.

A kovetkez6 feladat a decimalis indexekbdl a primimplikansok algebrai alakjat meghatarozni.
Meg kell vizsgalni, hogy mely poziciokban egyforma az 6sszes minterm algebrai alakja és ez
adja meg az primimplikdns algebrai alakjat. Ez alapjan a kovetkez6 képen kell meghatdrozni
az el6z6 példa primimplikdnsainak algebrai alakjait.

Decimalis alak  Algebrai alakok Eredd algebrai alak
10 AEn AUCH
Aten

01 AOCD ABL

ABCD .
6,7 b 10
Ancn !
ABED
AT
1,5,9,13 ! WE
Alen
ARCD
Afen
5,7,13, 15 dﬂ%ﬂ Bi
ARCD
ARCD

Egyszerl(isitett alak megaddsa

Az egyszerUsitett alak meghatarozasahoz elsGsorban a primimplikdns tabla haszndlhato.
Ebbél kiolvashaték a lényeges primimplikansok és szerencsés esetben ezek az Osszes
mintermet tartalmazzak (,lefedik”). Abban az esetben, ha a primimplikdns tabla alapjan
ranézésre nem allapithatdé meg, hogy mely primimplikdnsokra van szlikség, vagy
tobbvaltozds bonyolult fliggvényt kell minimalizalni, akkor segédfiiggvényt hasznalhatunk az
eredmény meghatarozasahoz.

A primimplikdns tdblaban minden primimplikdnshoz tartozik egy sor és minden mintermhez
tartozik egy oszlop. Ha egy primimplikans tartalmaz egy mintermet, akkor az adott cellaba
,¥7-ot kell irni. A megkiilonboztetett mintermek oszlopaiban egyetlen , x” szerepel, azaz azok
a lényeges primimplikdnsok, amelyben van olyan minterm, melyek oszlopaban egyetlen ,x”
van, ezeket ,*”-al megjeloljik.



A F™EE=TEo4),1,57.10011,13,15) figgvényhez 6t primimplikans tartozik, azaz a
primimplikans tablanak 5 sora és 8 oszlopa lesz. A fentiek alapjan kitolthetd a tablazat és
lathaté bel6le, hogy 0 mintermet csak a 0, 1 primimplikdns fedi le, azaz ez lényeges
primimplikans. Hasonléan a 10, 11 és az 5, 7, 13, 15 primimplikdnsok is lényeges
primimplikansok. A példaban a lényeges primimplikansok lefedik az 6sszes mintermet, azaz
ranézésre latszik a megoldas.

Sor  Primimplikans 0 1 5 7 10 11 13 15
* 0,1 X X
1,5 X X
* 10, 11 X X
11, 15 X X
* 5,7,13,15 X X X X

Olyan eset is el6fordulhat, hogy nem a legegyszerlbb primimplikdnsok maradnak meg a
kivdlasztds utan. A kovetkez6 példaban egy darab négy és négy darab kett6 mintermet
tartalmazé primimplikans van. A primimplikdns tablabdl jél latszik, hogy az Gsszes kettd
mintermet tartalmazd primimplikans lényeges primimplikanst jel6l és ezek lefedik az 6sszes
mintermet, azaz az egyszerUsitett flggvényalakban a négy mintermet tartalmazé
primimplikansra nincs sziikség.

Sor  Primimplikans 1 5 6 7 11 12 13 15

* 1,5 X X

* 6,7 X X

* 12,13 X X

* 11, 15 X X
5,7,13,15 X X X X

A kovetkezd példa azt az esetet mutatatja be, amikor nincs a rendszerben lényeges
primimplikans, azaz rdnézésre nem lehet egyértelmlen elddnteni, hogy mely
primimplikdnsokra van sziikség a legegyszer(ibb alak eléréséhez. Jelen esetben a
primimplikans tabla minden oszlopaban kettd darab ,,x” szerepel.

Sor  Primimplikans 1 3 7 9 13 15
1,3 u X X
1,9 n X X
3,7 v X X
7,15 ) X X
13, 15 & X X
9,13 r X X

Amikor rdnézésre nem dllapithaté meg a legegyszer(ibb alak, vagy amikor sok valtozo és
primimplikdns miatt attekinthetetlen a tablazat, segédfiiggvényt kell haszndlni. A
segédfliggvény gyakorlatilag logikai figgvénye annak a feltételnek, hogy minden mintermet
le kell fedni legalabb egy primimplikanssal. Ennek eléréséhez minden primimplikanshoz be
kell vezetni egy logikai valtozot, mely azt reprezentalja, hogy az szerepel-e az egyszer(sitett
fliggvényalakban. Ezeket jeldli az el6z8 tablazatban az 4, &, &, 4, & és . Azt, hogy egy



minterm le van fedve, gy lehet leirni, hogy az 6t lefedni tudd primimplikansokhoz tartozé
logikai valtozdkat VAGY kapcsolattal kell 6sszeflzni. Azt, hogy minden minterm le van fedve,
ugy lehet leirni, hogy a mintermekhez tartozé logikai kifejezéseket ES kapcsolattal kell
Osszekapcsolni. Az eredményil kapott segédfliggvényt S-el jelolik.

A primimplikans valtozoknak egy olyan kombinacidjat kell megtalalni, hogy a segédfiiggvény
értéke 1-et vegyen fel. Ehhez at kell alakitani a fliggvény diszjunktiv alakba a szorzasok (ES
kapcsolatok) elvégzésével és meg kell hatarozni az 6sszes primimplikansat. Diszjunktiv alak
esetén a segédfliggvény akkor vesz fel 1 értéket, ha van olyan tagja, melynek értéke 1. Azaz
ki lehet valasztani barmelyik tagot a segédfliggvénybdl, és ha az abban a tagban szerepl6
valtozékhoz tartozé primimplikansok segitségével lesz megvaldsitva a logikai fliggvény, akkor
minden minterm le lesz fedve. Mivel a legegyszer(ibb alak megtalalasa a cél, ezért azt a tagot
kell kivalasztani, amelyben a legkevesebb primimplikans szerepel. Ha tébb olyan tag is van,
melyek szamossaga minimalis, akkor a valasztas kozottiik tetszéleges.

Az el6z6 példdhoz tartozd segédfiiggvény a  kovetkez6 képen néz ki
S=la+ta+ e + b+ e — Pl + 2], Ezt 4t lehet alakitani diszjunktiv alakba a
zardjelek felbontdsdval és egyszerlsiteni az elnyelési tulajdonsag felhasznalasaval
S=lutocibe +cf —bd +dN{e+d = (be+ur) + abd + ke + o= boe —
pedl — el +ocd +ubde +abdf +ade) + ol = bee 4 w7+ boed! + ace ) + abede
. Az 6t kapott primimplikdns 6t kiildnb6z6 megoldast jeldl, ezek kdziil az a e+ és az widf a
legegyszer(ibbek, mivel ezek tartalmazzak a legkevesebb primimplikanst. A B¢ alapjan a
fliggvény megvaldsitasdhoz a1, at és az & primimplikdnsokra van sziikség, igy a fliggvény
egyszer(sitett alakja F = & — ¢ + ¢ = HE0 — ACD + ALl . Az wed) alapjan a fliggvény
megvaldsitdsdhoz az ¢, a ¢l és az | primimplikdnsokra van sziikség, igy a fliggvény
egyszerlsitettalakja F = a +d — [ = AVL 4+ 800 + ACD,

Példa
Legyen adott a kovetkezd logikai fiiggvény F™=* =TI -14510,1113,1415). A
mintermek alapjan fel lehet irni a kiindulé tablazatot.

Minterm  Bindris érték  Binaris suly

4 0100 1
5 0101 2
10 1010
11 1011 3
13 1101
14 1110
15 1111 4
Az elsG Iépésben meg kell hatdrozni a ketté mintermet tartalmazo implikansokat.
Minterm  Binaris érték  Binaris suly Implikans  Decimalis kiilonbség
4+ 0100 1 4,5 (1)
5+ 0101 2 5,13 (8)
10+ 1010 10, 11 (1)
11+ 1011 3 10, 14 (4)
13+ 1101 11, 15 (4)
14+ 1110 13,15 (2)
15+ 1111 4 14, 15 (1)
Ezek utdn meghatarozhatdk a négy mintermet tartalmazo implikansokat.
Implikdns  Decimalis kiilonbség Implikans Decimalis kiilonbség
4,5 (1) 10,11, 14,15 (1, 4)

5,13 (8)



10, 11+ (1)

10, 14+ (4)
11, 15+ (4)
13,15 (2)
14, 15+ (1)

Mivel csak egyetlen darab négy mintermet tartalmazé implikans van, ezért azt mar nem
lehet Osszevonni masikkal, azaz nincs nyolc mintermet tartalmazé implikdns. A
primimplikans tabla segitségével meghatarozhatdk a Iényeges primimplikansok.

Sor  Primimplikans 4 5 10 11 13 14 15
* 4,5 a X X
5,13 b X X
13,15 c X X
* 10,11,14,15 d X X X X

A lényeges primimplikansok nem fedik le az 6sszes mintermet, ezért a segédfiiggvényt
segitségével kell meghatdrozni a szlikséges primimplikdnsokat.
S=ulu—buld(D+ cplle +d} =awdib+ o} =ubd —ube | Azaz a  két Iényeges
primimplikdns mellett tetszéleges, hogy a it vagy a « primimplikans szerepel a megoldasban.
Most legyen I a kivalasztott primimplikans. Ekkor az eredé fiiggvényhez meg kell hatérozni a
primimplikansok algebrai alakjait.

Decimalis alak  Algebrai alakok Eredd algebrai alak
1000
4,5 !
ABED Abe
12En
5,13 it
ARCD sed
Aen
ABCh
ADC L
AlCD

Ebbdl az ered6 fuggvényalak & = ADL + B0 — AL

10, 11, 14, 15 AL

A kovetkezd példdban legyen £™=% = T 1(0,1,6,7.14,1517,21,22 23,24 30,31} egy
Otvaltozos logikai fliggvény. A mintermek alapjan fel lehet irni a kiinduld tablazatot.

Minterm  Bindris érték  Binaris suly

0 00000 0
1 00001 1
6 00110 2
17 10001
24 11000
7 00111 3
14 01110
21 10101
22 10110
15 01111 4
23 10111
30 11110
31 11111 5

Az elsG lépésben meg kell hatarozni a ketté mintermet tartalmazo implikansokat.



Minterm  Bindris érték  Bindris suly
0+ 00000 0
1+ 00001 1
6+ 00110 2
17+ 10001

24 11000

7+ 00111 3
14+ 01110

21+ 10101

22+ 10110

15+ 01111 4
23+ 10111

30+ 11110

31+ 11111 5

Implikans

Decimalis kiilonbség

0,1

(1)

1,17
6,7
6,14
6,22
17,21

(16)
(1)
(8)
(16)
(4)

7,15

7,23

14,15
14,30
21,23
22,23
22,30

(8)
(16)
(1)
(16)
(2)
(1)
(8)

15,31
23,31
30,31

(16)
(8)
(1)

Ezek utdn meghatarozhatdk a négy mintermet tartalmazé implikansokat.

Implikans

Decimalis kiilonbség

0,1

(1)

1,17
6, 7+
6, 14+
6, 22+
17,21

(16)
(1)
(8)
(16)
(4)

7, 15+
7,23+
14, 15+
14, 30+
21,23
22,23+
22, 30+

(8)
(16)
(1)
(16)
(2)
(1)
(8)

15, 31+
23, 31+
30, 31+

(16)
(8)
(1)

Implikans Decimalis kiilonbség
6,7, 14, 15 (1,8)

6,7,22,23 (1, 16)

6,14,22,30 (8, 16)

7,15, 23,31 (8, 16)

14, 15, 30, 31 (1, 16)

22,23,30,31 (1,8)

Ezek utdn meghatarozhatdk a nyolc mintermet tartalmazé implikansokat.

Implikans

Decimalis kiilonbség

Implikans Decimalis kiilonbség
6,7,14,15+  (1,8)

6,7,22,23+ (1,16)

6,14,22,30+ (8,16)

7,15,23,31+ (8,16)

14,15, 30,31+ (1,16)
22,23,30,31+ (1,8)

6,7,14,15, 22, 23,30, 31

(1,8, 16)

Mivel csak egyetlen darab nyolc mintermet tartalmazé implikans van, ezért azt mar nem

lehet Osszevonni

masikkal, azaz nincs tizenhat mintermet tartalmazé implikans. A

primimplikans tabla segitségével meghatarozhatdk a lényeges primimplikansok.

Sor

Primimplikans

0

1

6

7 14 15 17 21 22 23 24 30

31

*

24

X




*

0,1 b X X

1,17 c X X

17,21 d X X

21,23 & X X
6,7,14,15,22,23,30,31 [ X X X X X X X

A lényeges primimplikdnsok nem fedik le az Osszes mintermet, ezért a segédfiiggvény
segitségével kell meghatdarozni a szlikséges primimplikdnsokat.
S=wlbh+cy e +did+e)y e+ Tl =0 lc—dWd +ete = abf ol + ce +
d—dey=wbl e+ d} = abee [ + aind/

. A két lehetséges megvaldsitasbol az uind|” tartalmaz kevesebb primimplikéns, ezért ez az
optimalis megoldas. Az eredd fliggvényhez meg kell hatarozni a primimplikansok algebrai
alakjait.

Decimalis alak Algebrai alakok Eredé algebrai alak

24 ABCDE ARCDE
ANCOE

0,1 g
ABcDE ABCD
ANCOE

17,21 i .
AfcDE AGDE
AChn
ARCOE
ABCIHE
6,7,14,15,22,23,30,31 ABCDE o

ACn
ABCOE
ARCDE
Apcior

Ebbdl az eredd fuggvényalak &+ = AGLLE + ALLL + ARDE + &0,




