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.Ha f:Q — R, és B € B(R) egy R-beli Borel-halmaz, mit neveziink B f-szerinti
Gsképének?

MO f< B >= {w e Q|f(w) € B)

. Mit neveziink mérhetd fiiggvénynek?
MO (€2, ) mérhets tér, f: © — R fv mérhets ha VB € B(R) esetén

f<B>={weQ|f(w)eB}ec3F
avagy ‘minden Borel halmaz &sképe §-beli’

. Adjon meg egy mérhets teret, és mondjon példat rajta nem mérhetd fv-re!
MO (pl): Az alaphalmaz: Q = {kiscica, kiskutya}, a o-algebra: § = {0, Q} legyen
f:2—=Rwera

1 if w = kiskutya

flw) = { 0 if w = kiscica

Ekkor pl. béarmilyen, az 1-et tartalmazo, de a 2-t nem tartalmaz6é Borel halmaz
6sképe (={kiskutya}) nem eleme a o-algebranak.

. Eseményalgebra (vagy szigma-algebra) tulajdonsagai?
MO:

e zart véges és megszamlalhatoan végtelen | J-ra.

e zart kiilonbségképzésre

e Tartalmazza )-t (az alaphalmazt vagy eseményteret).

. Legyen Q = {X,Y, Z}, ¥ = 2% (Q minden részhalmaza), u(A) = |A| (A elemsza-
ma). Valoszintségi mérték-e p(A)?
MO: Nem mivel -n az értéke 3#1.

. Legyen Q = {X,Y, Z},§ =29 u(A) = |A| (A elemszdma). Mérték-e p(A)?

MO: Igen mivel pozitiv, @-ra 0, és teljesiil a o-additivitds: megszamlalhato uniora,
diszkrét A;-re P((JA;) = >, P(A;) - mert az unié elemszama diszjunkt halmazok
esetén az elemszamok Osszege.
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Legyen (Q2,§, P) egy valoszintiségi mezd, és £ egy val. valtozo. Mi & értelmezési
tartomanya?
MO: Q

. Adott (€, F, P) valoszintiségi mez6. Mikor mondjuk hogy 2 esemény fiiggetlen?

Mikor mondjuk hogy egy eseményrendszer fliggetlen?
MO: A és B fiiggetlen ha P(AN B) = P(A)P(B). Eseményrendszer fiiggetlen ha
az alkotd események paronként fliggetlenek.

. Adott (92, §, P) valoszintiségi mezd. Hogyan definidljuk az A esemény feltételes valo-

szintiségét B szerint (mésszoval a B-re vett feltételes valoszintségét)? Thf P(B) # 0.

MO:P(A|B) = ZU0B)

P(B)

Legyen (9, §, P) egy valoszintiségi mez6, és £ egy valvaltozo. Definidlja £ eloszlas-
fiiggvényét (adja meg az értelmezési tartomanyéat, az értékkészletét, és a fiiggvényt
magat)!

MO:

1
Fe:R—R Fe(z) =P <z)=P{weQf(w) <z}) =P (] —o0,z]))
ahol | — 0o, z[ a —o0, z nyilt intervallum jel6lése - megj: a nyilt intervallum (a,b)
tipusu jelolését azért kertljiik, mert (a, b)-vel az a, b rendezett part jeloljiik. S pedig

& Gsképe.

Legyen (Q,§,P) egy tetszSleges valoszintiségi mezs. Igaz-e hogy P(A|JB) =
P(A)+ P(B)?

MO: Nem, altalanos esetben P(A|JB) = P(A) + P(B) — P(A(N B)

Sorolja fel az F¢ eloszlasfiiggvény tulajdonsagait!
MO:

e [ monoton novekve
) hHlP%::l

T—00

e lim F%::O

T—r—00

e [ balrol folytonos.

Mikor mondjuk hogy egy & valvaltozo hipergeometrikus eloszlasu N, n, K paramé-
terekkel (N € N, K < N, K e NJk=0,...,K ke N)?

MO: Ha K N
(k)(nfk)
()
Legyen (2, F, P) egy valoszintiségi mez6 és A € §. Hogyan definidljuk a x4 : w — R

fv-t7 (xa A karakterisztikus fiiggvénye vagy indikatorfliiggvénye)
MO:

P(E=F) =

(W) 0 hhwe\A
XAYW =11 hawe A
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Hogyan definialjuk (a x-vel jelolt karakterisztikus fliggvény fogalméanak segitségével)
a lépcsds vagy masnéven egyszerd fliggvényt?

MO: Legyen n € N*, ()\k) R-beli véges rendszer'. Legyen (Ak)
(halmaz)rendszer.

§-beli

1<k<n 1<k<n

FiQ= R fw) =3 Axa, @)

vagy (kevésbé precizen): Lépcsds tiggvények linearis kombinacioja.

Mikor mondjuk hogy egy £ valvaltozo geometriai eloszlastu p paraméterrel (0 < p <
1)7?
MO: Ha

P(E=k)=p(1—p)""

Mikor mondjuk hogy egy & valvaltozo Poisson eloszlasit A > 0 paraméterrel?
MO: Ha
PLN
P =k)= e

Legyen (9, §, P) egy valoszintiségi mezs, és £ egy valvaltozo. Hogyan definialjuk £
varhato értékét?

MO:
E(f)é/fdP Ha 3
Q

Hogyan sz6l a Markov-egyenlGtlenség?
MO:
E(¢)

€

P(f=ze) < (1)

Mi az (N,n, K) paramétert hipergeometrikus eloszlasu valvaltozo varhato értéke
(NeN, K <NeN,n<NeN)?
MO: E(¢) = n&

Mi az (n,p) paramétert binomiélis eloszlasu valvaltozo varhato értéke (n € NN,
0<p<1)?
MO: E(§) =np

IR-beli véges rendszer — véges sok valos szam
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Legyen (Q2,§, P) val. mez6, f: Q — R lépcsos fliggvény olyan, hogy

£ Axa,
j=1

ahol x4, az A; halmaz karakterisztikus fiiggvénye (indikatorfiiggvénye), \; € R, és
A;NAy =0haj#k.
/ fdP =?
Q

[ 1ap= S P(4)
Q o

Mondjon példat R-en nem Lebesgue-integralhato fv-re!
MO:

MO:

1
g:R—=R g(z)=— ha #0, g(0)=0
x
Mert a pozitiv és a negativ rész is végtelen, nem létezik az integrél.

Abszolut folytonos-e [0, 1]-en a Lebesgue mértékre a szamlalo mérték?
MO: Nem hiszen pl. barmely csak (z1,xs,...,x,) 0 < x; <1 értéket tartalmazo X
halmazra A(X) = 0 # p1(X) = n ahol p;(X) a szamlalo mértéek.

Legyen az (€, §) mérhets tér = (R, 2R). o-véges-e F-en a szamlalo meérték?
MO: Nem, mert nem létezik olyan (A, ),en §-ben halado sorozat, hogy

UAn:Q & p(A,) <oo VYnelN

n=0
Nem tudom R-et lefedni egyenként véges sok elembdl allo6 halmazok sorozataval
(akdrmilyen hosszt intervallumot sem tudok).

Legyen = [0,1], § = B1. Legyen tovabba 1 az i—re koncentrélt, uo pedig a
3-re koncentralt Dirac-mérték (p1(A) = 1 ha § € A ¢s 0 egyébként, ps(A) =1 ha
2 € A ¢s 0 egyebkent). Szingularis-e yu; po-re? (A € F)

MO: Igen mert

I, meF U|=0 U Jn=0
és
pi() =0 pa() =0
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Mikor mondjuk, hogy p; mérték abszolit folytonos a ps mértékre nézve?
MO:
(VA € F) (2(A) = 0= (A) =0)

Mikor mondjuk, hogy py mérték szinguléris a po mértékre nézve?
MO: Ha 30, Oy € §F hogy O Q2 = 0, J Qs = Q valamint igaz hogy u1(2) =
0 és Mg(QQ) = 0.

Legyen (w,§, P) val mezd, £ : Q — R valvaltozo, Q¢ € eloszlasa és Ar a Lebesgue-
mérték. Mikor mondjuk hogy & folytonos eloszlasi?
MO: Ha Qg < )\]R

Legyen (w,§, P) val mez6, £ : 2 — R folytonos eloszlasu valvaltozo, Q¢ a & valval-
tozo eloszlasa és Ag a Lebesgue-mérték. Definidlja & strtségfiiggvényét!
MO: f: R — R, mérhets olyan hogy VA € Bg-re

Q) = [ fire

Mit mond ki a Radon-Nikodym tétel?
MO: (9, §) mérhets tér, u, v : § — R mértékek, és u < v (u abszolat folytonos v-re
nézve). Ekkor 3! (egyértelmten létezik) f: Q — R, meérhetd fv, hogy VA € §-re

() = [ gav = [ afyiv

Ahol x4 az A halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ekkor f—et a p mérték v szerinti
RN (Radon-Nikodym) derivaltjanak hivjuk.

Sorolja fel a stirtiségfiiggvény tulajdonsagait!
MO:
e 20
o [pfAA=Q:R)=1
Folytonos valoszintiségi valtozo esetén mi az Osszefliggés az eloszlasfiiggvény és a
strtségfliggvény kozott (hogyan hatarozhatom meg az Fy eloszlasfiiggvény értékét

az x pontban, ha ismert az f stirtségfiiggvény)?

MO: N
Few) = [ fa)ds

ahol f ¢ strtségfiiggvénye.

Mikor mondjuk hogy ¢ standard normalis eloszlasa?
MO: Ha a stirtiségfiiggvénye
1 22
fl@) = —=e"7

V21
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Folytonos valészintiségi valtozo esetén mi az Osszefiiggés a varhato érték és a stiri-
ségfiiggvény kozott?
MO: -

BQ) = [ afa)da

e}

ahol f ¢ strtségfiiggvénye.
Mikor mondjuk hogy & exponencialis eloszlast?
MO: Ha a striiségfiiggvénye
flz)=ae™™ ha >0 ,0 ha <0

¢ egy valvaltozo. Definidlja & szorasat, ha E(€) € varhato értéke.
MO:

o(6) = \/E((6 - E(©))?)

Legyen £ egy valvaltozd, melynek strtiségfiiggvénye

()

1 —x2+2aac—a2

= e 2b2
V2mh

Mi & varhato értéke és szorasa?
MO: a és b (normalis eloszlas: m = a, o = b).

Hogy sz6l a Csebisev-egyenl6tlenség?

MO: Legyen & egy valvaltozo és legyen E() véges. Ekkor

o*(8)
P(le-Be) 2 ) < =
Mutasson példat olyan fiiggvényre, mely R-en Lebesgue integralhatd, de nem Riemann-
integralhato!

MO: Dirichlet fv, méasnéven a raciondlis szamok karakterisztikus fv-e: xq: Racio-
nalis szdmokon 1-et vesz fel, mashol 0-t. Mivel a rac. szamok megszamlalhatoan
sokan vannak, a Lebesgue-integral 0, de a Riemann integral nem létezik, mivel a
felss kozelits Gsszeg minden intervallumra az intervallum hossza (mivel minden in-
tervallumban van racionalis szam), az alsé pedig 0.

Folytonos valoszintiségi valtozo esetén mi az Osszefiiggés a sirtstigfiiggvény és a
szérasnégyzet kozott, ha a valdszintségi valtozd varhato értéke 07
MO: -
Q) = Vi) = [ 2 fans
—0o0

ahol f & striiségfiiggvénye.

Legyenek & és n valvaltozok (§,n7: Q — R). Legyen §¢ a £ és §,, az n altal generalt
o algebra. Mikor mondjuk hogy & és n fliggetlenek?

MO: Ha V (Ag) <4<, n € N* Fe-beli és (B)), ., m € NT F,-beli rendszer fiig-
getlen (barmit veszek az (Ay), .., rendszerbdl és barmit a (B;) rendszerbdl,
azok fiiggetlenek) -

1<j<n
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Hatarozza meg az alabbi peremeloszlasokboél az egyiittes eloszlast, ha & és n fiigget-
lenek!

¢ o 1 | £ perem
0 ? ? 3/4
1 7 7 1/4

n perem || 1/3]2/3

MO:

¢ m 0 1 | & perem
0 1/4 | 12| 3/4
1 12 [1/6| 1/4

n perem || 1/3 |2/3

Mutasson példat arra hogy a peremeloszlasokbol nem hatarozhatd meg egyértelmtien
az egylittes eloszlas!
MO: PL
¢ m -1 0 1 ¢ perem
T T T
-1 3 +al0 3 a 1
0 0 |5] 0 z
T T T
1 3 T a (1) 3 T a q
N perem 1 b 1

Ha & egy kétdimentios valvaltozo, milyen hatarértékekkel kapcsolatos tulajdonsagok
teljesiilnek az F¢(x,y) (egylittes) eloszlasfiiggvényre?

MO:

lim Fe(z,y) =0 lim Fe(x,y) =0 lim  Fe(z,y) =1

T——00 Y—>—00 Z,Yy—+00,+00

Ha & egy kétdimenzios vektor értékii valoszintiségi valtozo, melynek (egyiittes) st-
riségfiiggvénye f(x,y), akkor mi az I x J téglalapba esés valoszintisége? (I =
la,b], J=][cd])

MO:
b d
Pnel, vel)= / oy - / / f(, y)dady

Legyen &£(&1,&2) : w — R valvaltozo, melynek a stirdsagfiiggvénye fe, ¢, (z,y). Ho-
gyan hatérozzuk meg az f¢, () marginalis stirségfiiggvényt?

MO: -
falo) = [ aaleiy
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Hogyan definialjuk £ és n valvaltozok kovarianciajat?
MO:
cov(€,n) = E ((§ = E(€)) (n— E(n)))

Legyenek ¢ és n valvaltozok. Tegyiik fel hogy a kovetkezs varhato értékek léteznek,
és ismertek: F(&n), E(£), E(n). Mikor mondjuk hogy ¢ és 1 korrelalatlanok?
MO: Ha

cov(§,m) = E(&n) — E(§E(n) =0

Legyenek & és n valvaltozok. Tegyiik fel hogy a o%(§) és o2(n) szorasnégyzetek,
valamint cov(&,n) létezik és ismert. o%(£ +n) =7
MO:

o*(§+n) = *(&) + o*(n) + 2cov(&, n)

Legyenek a & diszkrét valvaltozo lehetséges értékei xy, xo,...,x, és a megfelels
valoszintiségek pi, po,...,pn . Ekkor az n = h(&) valvaltozo lehetséges értékei a
y1 = h(z1), y2 = h(xs), ... szamok. Hogyan szamolhatoak az n lehetséges értékeihez
tartozo valoszintségek?

MO:

P(n=y) = Z P =)= Z Di

h(z:)=yx h(z:)=yx

Legyen ¢ folytonos eloszlasu valvaltozo, stirtségfv-e: f(z), és legyen h: R — R szi-
goruian monoton és differencidlhato. Legyen n = h(€). Mi lesz n strtségfiiggvénye?

MO:

a(y) = F(h7'(y)) ’M’

dy

Legyen (&, 7) egy 2 dimenzi6s vektor valvéaltozo, az egyiittes stirtiségfliggvény fie . (z,y),
n peremstrtségfiiggvénye pedig f,(y). Hogyan definialjuk a & valvaltozo n = z fel-
tétel melletti feltételes stirtiségfiiggvényét?
MO:
J &mn) (z,2)

fa(2)

Ha £ és n folytonos valvaltozok, hogyan definidljuk a & = 2 feltétel melletti feltételes
eloszlasfiiggvényét?

MO:

fem==(2) =

F*(z]z) = lim (P(E<z, z<n<z+h))

ha 3
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Legyen a (&,n) diszkrét valoszintségi vektorvaltozo (egylittes) eloszlasfiiggvénye
F(x,y), és n peremeloszlas-fiiggvénye F),(y), valamint tegyiik fel hogy F,(y;) #
F,(y;). Hogyan szamolhato ki a P(§ < z|y; < n < y;) valoszintség?

MO:

F<x7yj) _ F('Tvyl)
Fn(yj) — I (vi)

P <zlyy<n<y;)=F'(zlys <n<y;) =

Ha &, n folytonos vektorértéki valvaltozd, hogyan definidljuk a & valvaltozo n-ra
vonatkoztatott regresszios fliggvényét?

MO:
r(z) = E(§ln = 2)

Hogyan definialjuk f: Q — R fiiggvény 2-normajat, ha f € £%(Q,F, P)

MO: 12
= ’dP
171l ( L1 )

Legyen (w,§, P) val mezd. Mikor mondjuk hogy & és 1 ugyanazon ekvivalencia-
osztalyba tartoznak (£ ~ n)?

MO: Ha P-szerint csak 0-mértékd halmazon térnek el egymastol:
f={h:Q — R|h mérhets, és h = f 1 vallal}

Hogyan sz6l az 1 vallal egyenletes konvergencia definici6ja? MO:

Legyen (f,)nen LP-beli fv sorozat, f € LP.
fn — f 1 vallal egyenletesen (m.m. egyenletesen), ha

(fn=f)eLVneNeé||fu—flloe—=0 (n—+400)
Mikor mondjuk hogy f,, — f 1 vallal? MO: f, — f 1 vallal, azaz f,, =~ f P.m.m.,

ha
JA € § hogy P(2\ A) =0¢és f,(w) = f(w) Yw € A-ra

maéasszoval, val. mezd és valvaltozo esetén:
P({w € Q& (w) = Ew)}) =1

Mikor mondjuk hogy f, — f L,-ben? MO:

L 1/p
Jo 22 f hia || fu = fll, = 0 azaz (/Q|fn—f|pdp> Lo
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(Q,§, P) val mez6, (&,)nen val valt sorozat 2-n, £ : Q — R val valt. Mikor mondjuk
hogy &, — & sztochasztikusan?

MO: ha
Ve >0:P(l& =& >¢) =0

azaz
P ({w € Q‘ |&n(w) — &(w)] > 5}) — 0

(Q,§, P) val mez6, (&,)nen val valt sorozat 2-n, £ : Q — R val valt. Mikor mondjuk

hogy &, — f eloszlasban?

MO: ha

P (&, <x)— P& <z) VreRmelyre z — P(§ < x)(= F¢(z)) folytonos fv
roviden: Fe (n) — Fe(z)

Hogyan sz0l a centralis hatareloszlas tétel?
MO:

&1, &, &3, ... figgetlen, azonos eloszlasi valvaltozok, o?(§;) < co. Ekkor

> i—1& —nE(&)
\/ﬁa<§1)

Mit mond ki a nagy szamok Bernoulli féle gyenge torvénye? (segitség: olyan val-
valtozok sorozatatlaganak konvergencidjara vonatkozik, melyek csak 0 és 1 értéket
vehetnek fel) Milyen tipusa konvergenciara vonatkozik?

MO: Ha (&) en+ flggetlenek, valamint P(§; = 1) = p és P(§; = 0) = 1 — p ahol
p €]0, 1] akkor

Z;‘L:I fj

n

N(0,1) eloszlasban

— p sztohasztikusan, ahol p a konstans p értéki fiiggvény

Az 1 dimenziés szimmetrikus bolyongésrol szolé DeMoivre-Laplace tétel a kovetke-
z6képpen szol:

Sh _ij ekkor P( NG ) \/_ / dt  eloszldsban

Milyen értékeket vehet fel §; és milyen valoszintiséggel?
MO: P(§;=1)=P(=-1)= 1

2



