Valoszintiségszamitas vizsgatételek

Vaghy Mihaly



Valoszintiségszamitas TARTALOMJEGYZEK

Tartalomjegyzék
1. Tétel 6
1.1, Eseménytér . . . . . . . o e e e e 6
111, Esemény . . . . . . . o e 6
1.2, c-algebra . . . . L e e 6
1.2.1. Kovetkezmény . . . . . . . . L 6
1.2.2. Példa azonos eseménytér feletti kiilonbo6z6 o-algebrdkra . . . . . . . .. .. o0 6
2. Tétel 7
2.1, Eloszlas . . . . oL 7
2.2. Eloszlasfliggvény . . . . . . . . o e 7
2.2.1. Tulajdonsagok . . . . . . . L e e 7
2.3. Diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozo . . . . . . . . oL oL 7
2.3.1. Keptér . . . . o e 7
2.3.2. Eloszlas . . . . . . e 7
2.3.3. Eloszlasfliggvény . . . . . . . . . 7
3. Tétel 8
3.1. Filiggetlen események . . . . . . .. oL e 8
3.2. Fiiggetlen eseményrendszer . . . . . . . . . L Lo e 8
3.3. Feltételes valoszintiség . . . . . . . o . oL e 8
3.4. Teljes valoszintiség tétel . . . . . . . . . L 8
3.5. Bayes tétel . . ... e 8
4. Tétel 9
4.1. Binomidlis eloszlés . . . . . . . L L e 9
4.1.1. Példa . . . .. 9
4.2. Poisson eloszlas . . . . . . L 9
4.3. Kapcsolat a binomiélis és a Poisson eloszlas kézott . . . . . ..o o000 oL 9
5. Tétel 10
5.1. Geometrikus eloszlas . . . . . . ..o 10
5.1.1. Példa . . . . . o 10
5.1.2. Varhato érték . . . . . ... oL 10
5.2. Hipergeometrikus eloszlas . . . . . . . . .. Lo 10
5.2.1. Példa . . . . . e 10
6. Tétel 11
6.1. Diszkrét eloszlastu valoszintiségi valtozo . . . . . . . o Lo 11
6.1.1. Keéptér . . . . . . e e 11
6.1.2. Varhato érték kiszamitasa . . . . . . .. oL Lo 11
6.2. Binomidlis eloszlas . . . . . . ..o 11
6.2.1. Varhato érték . . . . . ... oL 11
6.3. Poisson eloszlas . . . . . .. oL 11
6.3.1. Varhato érték . . . . . . . L 11
7. Tétel 12
7.1. Valdszintiségi valtozd . . . . . . . . L 12
7.1.1. Eloszlas . . . . o L 12
7.2. Folytonos eloszlast valoszintségi valtozd . . . . . . . . . . oo 12
7.2.1. Strtségfiiggvény . . . . . . .. 12
7.2.1.1. Tulajdonsagok . . . . . . . . e e 12
7.2.2. Intervallumba esés valoszintsége . . . . . . . . . .. Lo 12
7.2.3. Kapcsolatos a strtiségfliggvény és az eloszlasfliggvény kézott . . . . . . . .. .. ... .. 12

2018. januar 5. 18:13 2 Vaghy Mihéaly



Valoszintiségszamitas

TARTALOMJEGYZEK

8. Tétel
8.1. Folytonos eloszlastu valoszintiségi valtozo
8.2. Varhato érték kiszdmitasa
8.3. Exponencialis eloszlés
83.1. Tétel . . . . . . e
8.3.2. Varhato érték . . . . . . L. oL

9. Tétel
9.1. Normaélis eloszlas
9.1.1. Standard normalis eloszIas . . . . . . . . . . .. e
9.1.1.1. Kapcsolat a normaélis és a standard normélis eloszlas k6zott

10.Tétel
10.1. SzOras, szOTASNEZYZEt . . . .« .« . L L e e e e e e e e e e
10.1.1. Kiszamitasa
10.1.1.1. Diszkrét eset
10.1.1.2. Folytonos eset
10.2. k oldalt szabalyos testtel valé dobés szérdsa . . . . . . . . .. Lo Lo

11.Tétel

11.1. Mérhet§ tér
11.2. MérhetS fUggveny . . . . . . . . . o e e e

11.2.1. Példa nem meérhetd fiiggvényre
T1.3. MErték . . . . o o e e

11.3.1. Példa mértékekre
11.4. Valoészintiségi mérték
11.5. Valoészintiségi mezd
11.6. Valoszintiségi valtozo

12.Tétel
12.1. Indikatorfiggveny . . . . . . . . . . e e e
12.2. Lépcsés fiiggvény
12.3. Lépcesos fliggvény adott halmaz feletti és mérték szerinti integralja
12.4. Varhato érték
12.4.1. Kiszamitéasa diszkrét esetben

12.5. Markov egyenlGtlenség

13.Tétel
13.1. Kiils6 Lebesgue-mérték . . . . . . . . oL L
13.2. Mértékek abszolut folytonossaga
13.3. Mértékek szingularitésa
13.4. Radon-Nikodym tétel

14.Tétel
14.1. Valoszintiségi valtozo altal generélt o-algebra
14.1.1. Valészintiségi valtozo altal generalt o-algebra
14.2. Fliggetlen valoszintiségi valtozok
14.2.1. Fiiggetlen valoszintiségi valtozok varhato értéke
14.2.2. Fiiggetlen valoszintiségi valtozok szorasa
14.2.3. Fiiggetlen valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasa

13
13
13
13
13
13

14
14
14
14

15
15
15
15
15
15

2018. januar 5. 18:13 3

Vaghy Mihéaly



Valoszintiségszamitas TARTALOMJEGYZEK

15.Tétel 20

15.1. Vektor értéki valoszintiségi valtozo . . . . . . . . L oL 20

15.1.1. Eloszlas . . . . . . o e e 20

15.1.2. Eloszlasfiiggvény . . . . . . . . . 20

15.1.2.1. Tulajdonsagok . . . . . . . . . L 20

15.1.2.2. Peremeloszlas-fliggvények diszkrét esetben . . . . . . . . ... ... ... .. .. 20

15.2. Folytonos vektor értéki valoszintiségi valtozok . . . . . . . . . ... Lo oL 20
15.2.1. Osszefiiggés a peremsiiriiség-fiiggvények és az egyiittes stirtiségfiiggveny kozott fiiggetlen

esetben . . . .. e 21

15.2.2. Peremstirtiség-fliggvények . . . . . . . .. L 21

15.2.3. Intervallumba esés valészintisége . . . . . . . . .. L oo 21

16.Tétel 22

16.1. Kovariancia . . . . . . . oo oL e e e 22

16.1.1. Kovariancia kiszamitasa . . . . . . . . .. . ..o L e 22

16.1.1.1. Diszkrét eset . . . . . . . . L 22

16.1.1.2. Folytonos eset . . . . . . . . . . L 22

16.1.2. Kovariancia fliggetlen esetben . . . . . . . . ... oo o 22

16.1.3. Valoszintiségi valtozo standardizaltja . . . . . . . . . ..o oo 22

16.2. Korrelacios egyiitthato . . . . . . o L 0L 0L o 22

17.Tétel 23

17.1. Diszkrét eset . . . . . . oL e e e 23

17.2. Folytonos eset . . . . . . . . e e e e e 23

17.2.1. Linearis transzformacid . . . . . . . . . . .. e 23

18.Tétel 24

18.1. Diszkrét feltételes eloszlas eloszlasfiiggvénye . . . . . . . . . . .. . . 24

18.2. Folytonos feltételes eloszlas eloszlasfiiggvénye . . . . . . . . ... o oL oL 24

18.2.1. Sdrdségfliggveny . . . . . . . o e e 24

18.2.2. Varhato érték . . . . . . . . 24

18.2.2.1. Regresszios fliggvény . . . . . . . . .. 24

19.Tétel 25

19.1. 1-valészintséggel megegyez6 valdszintiségi valtozok . . . . . . ... oo oo 25

10.2. LP tr . . o o o e 25

19.3.p-norma . . . ..o e 25

19.4. Konvergencia-fajtak £P terekben . . . . . . . . . .. L 25

19.4.1. 1-valoszintiséggel egyenletes konvergencia . . . . . . . . . . ... L Lo 25

19.4.2. 1-valdszintiséggel konvergencia . . . . . . . .. oL Lo 25

19.4.3. LP-ben vald konvergencia . . . . . . ... Lo 25

19.4.4. Sztochasztikus konvergencia . . . . . . . . . ... 25

19.4.5. Eloszlasban valo konvergencia . . . . . . . . .. oL Lo Lo 26

19.4.6. Konvergencia-fajtak kozti Osszefiiggés . . . . . . . . ... Lo oo oo 26

19.5. Centralis hatéareloszlas tétel . . . . . . . . . . o o 26

19.6. DeMoivre-Laplace tétel . . . . . . . .. Lo 26

20.Tétel 27

20.1. Minta . . ... 27

20.1.1. Kozépertek . . . . . o e 27

20.1.2. Empirikus szOTas . . . . . . . .o e e e e e 27

20.1.2.1. Korrigalt empirikus szérasnégyzet . . . . . . . .. .. oL Lo 27

20.1.3. Kozéppont . . . . . .o e 27

20.1.4. Medidn . . . . .. L e 27

20.1.5. Terjedelem . . . . . . .o 27

20.1.6. Empirikus eloszlasfliggvény . . . . . . . .. oL 27

2018. januar 5. 18:13 4 Vaghy Mihéaly



Valoszintiségszamitas TARTALOMJEGYZEK

20.1.7. Empirikus stirtiségfliggvény . . . . . . . oL o 27
20.2. Becslés . . . . L 28
20.2.1. Tulajdonsagok . . . . . . . L 28
20.3. Maximum likelihood estimation . . . . . . . . . . . . . ... 28
20.4. Konfidenciaintervallum . . . . . . . . . . . . . e e 28
20.4.1. Normalis eloszlas ismert szordssal . . . . . . . . . . . . . e 28
20.4.2. Nem normalis eloszlas ismert szorassal . . . . . . . . . . . e 29

2018. januar 5. 18:13 ) Vaghy Mihéaly



Valoszintiségszamitas

1. TETEL

1. Tétel

1.1. Eseménytér

Eseménytérnek neveziink egy (2 nemiires halmazt.

1.1.1. Esemény

Események az eseménytér részhalmazai. Elemi események az esetménytér egyelemii részhalmazai.

1.2. o-algebra

F legyen  részhalmazainak olyan rendszere, hogy
1. F zart a véges és a megszamlalhatoéan végtelen uniéra
2. F zart a kiilonbségképzésre
3. Qe F.

Ekkor F egy o-algebra, az elemeit pedig eseménynek nevezziik.

1.2.1. Ko6vetkezmény

Ha F egy o-algebra, akkor zart a komplementerképzésre és a metszetre is, hiszen
A =0\A
ANB=(A°UB%) =a\((2\4) U (2\B)).

1.2.2. Példa azonos eseménytér feletti kiilonb6z6 o-algebrakra

Legyen Q2 = {1,2}. Ekkor legyen
Fr={0,{1,2}}

Fo = {0,{1},{2},{1,2}}.
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2. Tétel

2.1. Eloszlas
Adott (92, F, P) valoszintiség mez6 és € : (Q, F, P) — R valoszintiségi valtozo. Ekkor A € By £ eloszlasa

2.2. Eloszlasfiiggvény
Adott (Q, F, P) valoszintiségi mezs és £ : (Q, F, P) — R valoszintiségi valtozo. Ekkor ¢ eloszlasfiiggvénye
Fe:R—R
Fe(z) =P({ <z) = P(we Qé(w) <z) =P (—00,2)) = Qe((—00,2)).
2.2.1. Tulajdonsagok

Adott (2, F, P) valoszintiség mez6 és & : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye Fp.
Ekkor

1. F¢ monoton né

2. F¢ balrol folytonos

3.

T, Pl =0
4.

xl;rigo Fe(z)=1.

2.3. Diszkrét eloszlast valoszintségi valtozo

Egy valoszintiségi valtozot diszkrétnek neveziink, ha legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok értéket vesz fel.

2.3.1. Képtér

Adott (Q, F, P) valoszintiség mez6 és € : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo. Ekkor & képtere
Im¢ = {&,|n € N} = {{(w)|w € Q.

2.3.2. Eloszlas

Adott & : (2, F, P) — R diszkrét eloszlastu valoszintségi valtozo. Ekkor A € By & eloszlasa

Qe(A)=P(H(A) = > PE=¢)
§&ie€1(A)

2.3.3. Eloszlasfiiggvény
Adott £ : (2, F, P) — R diszkrét eloszlast valoszintségi valtozo. Ekkor

Fe(z) = Q¢((—o0,2)) = Y P(€ = &)

i<z
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3. Tétel

3.1. Fiiggetlen események
Adott (92, F, P) valoszintiségi mezs. A, B € F fliggetlenek pontosan akkor, ha P(AN B) = P(A)P(B).

3.2. Figgetlen eseményrendszer

Adott (2, F, P) valoszintségi mez6. Ekkor az (Ag)k<nen eseményrendszer fliggetlen, ha az Aj események

paronként fliggetlenek. Ekkor
P( N Ak> =[] P(Ax
k=1

k=1

3.3. Feltételes valoszintiség

Adott (2, F, P) valoszintiségi mezs. Ekkor A € F feltételes valoszintsége B € F szerint

P(AN B)

Po(d) = PAIB) = =5

3.4. Teljes valoszintiiség tétel

Adott (€, F, P) valoszintiségi mez6 és (Bg)r<nen teljes eseményrendszer, melyre VP(By) > 0. Ekkor VA € F

esetén .
= ZP(A|Bk)P(Bk)~
k=1

Bizonyitas
Tudjuk, hogy

A:AﬁQ:Aﬂ(O > OAOB;C):>P(A): ; P(AﬂBk)

k=1 k=1

>
Il
—

és P(A|B) = B557 = P(AN B) = P(A|B)P(B). Ekkor

P(A):Zn: P(AN By) ZPA\Bk By).
k=1

3.5. Bayes tétel

Adott (92, F, P) valoszintiségi mezd és (By)r<nen teljes eseményrendszer, melyre VP(By) > 0. Ekkor VA € F
esetén

P(A|Br)P(By) _  P(A[Bi)P(Bx)
P(4) > i1 P(A|B;)P(B;)

P(Bg|A) =

Bizonyitas
Tudjuk, hogy P(By|A)P(A) = P(BxNA) = P(AN By) = P(A|By)P(By). Ebbdl

P(A|Bk)P(Bk).

P(Bil4) = =505
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4. Tétel

4.1. Binomialis eloszlas

Azt mondjuk, hogy ¢ : (2, F, P) — R valosziniiségi valtozo (n,p) paramétert binomidlis eloszlast, ha

P(§ = k)p<n = (Z)Pk(l —p)" "

Ekkor
0, haz <0
Fe(z) = anzo (::L)pm(l —p)n ™, hak<z<k+1.
1, ha z > n.

4.1.1. Példa

Valoszintiségszamitasbol egy hallgato p valoszintséggel megy at. Ekkor n hallgatobol atment hallgatok szama
binomialis eloszlas.

4.2. Poisson eloszlas

Azt mondjuk, hogy ¢ : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozd \ paramétert Poisson eloszlasi, ha

)\k A

4.3. Kapcsolat a binomialis és a Poisson eloszlas k6zott

A Poisson eloszlas kozeliti, illetve hatarértékben felveszi a binomidlis eloszlast ha np = A allando (tehat a
varhato értékiik azonos).

Bizonyitas

lim P({ =k)

n—oo n—oo

I
B
PR
N
i
-
_
I
=
3
-
I
15
g B
R
> 3
N
A~
31>
~
o
T~
I
S>>
~
3
|
ol
I
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5. Tétel

5.1. Geometrikus eloszlas

Azt mondjuk, hogy ¢ : (2, F, P) — R valosziniiségi valtozo p paramétert geometrikus eloszlast, ha
P(E=k)=p(1-p)*".

5.1.1. Példa
Valoszintiségszamitasbol egy hallgato p valoszintiséggel megy at. Ekkor annak a valdszintisége, hogy hanyadik
hallgat6 megy at elGszor, geometrikus eloszlasu.
5.1.2. Varhato érték
& p paramétert geometrikus eloszlasu valészintiség valtoz6 varhato értéke %.
Bizonyitas
Tudjuk, hogy P(¢ = k) = p(1 — p)¥~1. Ekkor

n

B = kp(1—p)* ' =p> k(1-p) "
k=1

k=0

Tudjuk, hogy ﬁ = ZEOZO 2¥ ha z € (—1,1). Ezen feliil tudjuk, hogy egy hatvanysor a konvergenciahalmaz
bels pontjaiban tagonként differencidlhato, tehat

d 1 1 > >
— = = kaFt =) "kaFl
del—2 (1—x)? /; * ; v

Mivel 1 —p € (-1,1), igy

5.2. Hipergeometrikus eloszlas
Azt mondjuk, hogy & : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo (N, K,n) paraméterd hipergeometrikus eloszlast,
ha
K\ (N—K
() k)
5.2.1. Példa

Valoszintségszamitasbol K darab fit és N — K darab lany vizsgazik. Feltéve, hogy ugyanakkora valoszintiséggel
mennek at, annak a valoszintsége, hogy pontosan k hallgaté megy at, hipergeometrikus eloszlasu.
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6. Tétel

6.1. Diszkrét eloszlast valoszintiségi valtozo

Egy valoszintiségi valtozot diszkrétnek neveziink, ha legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok értéket vesz fel.

6.1.1. Képtér
Adott (2, F, P) valoszintiség mezs és £ : (Q, F, P) — R valoszintiségi valtoz6. Ekkor ¢ képtere
Im¢ = {&,|n € N} = {{(w)|w € Q.

6.1.2. Varhat6 érték kiszamitasa
Adott £ : (Q,F, P) — R valoszintiségi valtozo és képtere
Imé = {&u|n € N} = {¢{(w)|w € Q}.

=Y &P = &)
n=1

Ekkor

6.2. Binomialis eloszlas

Azt mondjuk, hogy ¢ : (2, F, P) — R valosziniiségi valtozo (n,p) paramétert binomidlis eloszlast, ha
n e
P =k)r<n = (k>Pk(1 -p)" k.

6.2.1. Varhato érték
¢ (n,p) paramétert binomidlis eloszlast valoszintiségi valtozo varhato értéke np.

Bizonyitas
Tudjuk, hogy P(¢ = k) = (})p*(1 — p)"~*. Ekkor

=St 3 (g

hiszen (}) = % (3~ 1) (elnyelési tulajdonsag).

n n—1
n—1\ ,_ e (h— n—1 n—1—
f):"PZ(k_l)pk a—pn ”=an< L )p’“(l—p) E = np
k=1

k=0

6.3. Poisson eloszlas
Azt mondjuk, hogy £ : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo A paraméterid Poisson eloszlasa, ha
)\k —A

Ple=k) =3¢

6.3.1. Varhat6 érték
& )\ paraméteri Poisson eloszlést valoszintiségi valtozo varhato értéke A.
Bizonyitas

Tudjuk, hogy P(¢ = k) = 27e~*. Ekkor

B =S ke oy A M
O_kz ®ET Z(k—l)!e - kzﬁe -
=0 =0

k=1
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Valoszintiségszamitas 7. TETEL

7. Tétel

7.1. Valészintiségi valtozo

Adott (Q, F, P) valoszintiségi mezs. Ekkor a £ : (Q,F, P) — R mérhets fliggvényt valoszintiségi valtozonak
nevezzik.

7.1.1. Eloszlas

Adott (Q, F, P) valoszintiség mez6 és € : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo. Ekkor A € By £ eloszlasa

7.2. Folytonos eloszlasa valdszintiségi valtozo

Adott (2, F, P) valoszintségi mez6 és £ : Q — R valoszintségi valtozo. Azt mondjuk, hogy £ folytonos eloszlasi,
ha Qg < Ar.

7.2.1. Stiriségfiiggvény

Adott £ folytonos eloszlastu valoszintiségi valtozo. Ekkor 3!f : R — R olyan mérhetd fiiggvény, hogy VA € Bgr
esetén

Qg(A):/Afd)\R.

Ekkor f a £ valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye, illetve a Q¢ eloszlas stirtiségfiiggvénye.

7.2.1.1. Tulajdonsagok
Adott £ folytonos eloszlast valoszintség valtozo fe stirtségfiiggvénnyel.

L fe=0

2.
L[.&M:Akdm:@dmzpﬁﬂwnzl

7.2.2. Intervallumba esés valoszintisége

Adott € : (2, F, P) — R folytonos eloszlastu valdszintségi valtozo és [a,b] C R intervallum. Ekkor
b
P(a<§<b):P(a§£<b):P(a<§§b):P(agfgb):Fg(b)—Fg(a):/ felw) da.

7.2.3. Kapcsolatos a striségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény kozott

Adott £ : (2, F, P) — R folytonos eloszlasu valoszintiségi valtozo. Ekkor

&msz&mw

illetve

Fi(x) = fe(x).
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Valoszintiségszamitas 8. TETEL

8. Tétel

8.1. Folytonos eloszlast valészintiségi valtozo

Adott (Q, F, P) valoszintiségi mezs és £ : Q — R valosziniiségi valtozo. Azt mondjuk, hogy ¢ folytonos eloszlast,
ha Qg < AR.

8.2. Varhato érték kiszamitasa

Adott £ folytonos eloszlasu valészintiségi valtozo varhato értéke
_ . ., dQ¢ [
E)= [ £€dP = [ idpdQ¢ = [ idr ——~dAr = zfe(z)da.
Q R ‘ g dAr oo

8.3. Exponencialis eloszlas

Azt mondjuk, hogy a & folytonos eloszlasu valoszintségi valtozd o paraméterti exponencialis eloszlasd, ha

ae” ", haz >0
ff(m) N {O, ha z < 0.

8.3.1. Tétel

Adott £ a paramétert exponencialis eloszlast valoszintségi valtozé. Ekkor fe valoban stirtségfiiggvény.

Bizonyitas
Tudjuk, hogy f¢ > 0. Ezen feliil

oo

o0 o0
/ ae” dr = / ae”dr = - =1
—0o0 0

0

tehéat fe valoban siirtiségfiiggvény.

8.3.2. Varhato érték

¢ o paramétert exponenciélis eloszlast valoszintiségi valtozo varhatd értéke é

Bizonyitas
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Valoszintiségszamitas 9. TETEL

9. Tétel

9.1. Normalis eloszlas
Azt mondjuk, hogy a £ folytonos eloszlast valoszintségi valtozo (m, o) paraméterd normalis eloszlast, ha

1 —(z—m)?

felw) = —p—e 5

2ro

9.1.1. Standard normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy a & folytonos eloszlast valoszintiségi valtozo standard normaélis eloszlasd, ha (m = 0,0 = 1)
paramétert normalis eloszlasa. Ekkor

1 7:02
xr) = —e 2
fe(z) N
és z 1 )
d(z) = Fe(z) = / ez dt.
oo V2T

9.1.1.1. Kapcsolat a normalis és a standard normaélis eloszlas k6zo6tt
Adott £ (m,o) normalis eloszlast valoszintségi valtozd eloszlasfliggvénye visszavezethetd standard normalis
eloszlastra.

Bizonyitas

r 1 —(t=m)? B 1 — 52 s 1 -2 T—m
Fe(x) = —e 22 dt = ——e 2 gdz = e 2 dz = ——
f( ) /,oo 2ro z=tzm /700 V2o [m V2T ( o >

dt=0cdz

2018. januar 5. 18:13 14 Vaghy Mihéaly



Valoszintiségszamitas 10. TETEL

10. Tétel
10.1. Szoéras, szérasnégyzet
Adott € : (Q, F, P) — R valoszintiségi valtozo véges varhato értékkel. Ekkor £ szorasa
2
o(&) = \B((¢ - B©)").

& szoérésnégyzete vagy varianciaja

10.1.1. Kiszamitasa

Adott £ valoszintiségi valtozo. Ekkor
a?(€) = B(€%) — E*(9).

Bizonyitas

o2(§) = B((€~ B(9)) = B(E* — 2B(0)¢ + EX(©) = E(&?) - 2B(E()€) + E(E*(S)) =
— B(2) - 2B() E(¢) + EX(&) = B(¢?) — EX(&)

10.1.1.1. Diszkrét eset
Adott £ : (2, F, P) — R diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozo és képtere

Imé = {£,[n € N} = {¢(w)|w € Q.

Ekkor

(€)= E(6%) —E*(6) = Y EP(E=¢,) — (Z@P(g = §n>> .

10.1.1.2. Folytonos eset
Adott £ folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozo szorasnégyzete

7 = B() - B4 - | T 2 fe(a) da— ( / T efel) dx) |

10.2. k oldalu szabalyos testtel valé dobas szérasa

Legyen a dobés eredményét jelzd valoszintiségi valtozo €. Tudjuk, hogy VP(§ =n) = % Ekkor

Zn2p =n) <an )2—;in2k}2<in>—

n=1 n=1 n=1
B lk(k +1)@k+1) 1R+ D2 2k + )2k +1) - 3(k+1)2 K -1
ok 6 2 4 12 12
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Valoszintiségszamitas 11. TETEL

11. Tétel

11.1. Mérhets tér

Adott Q eseménytér és F C 2 g-algebra. Ekkor az (€2, F) rendezett part mérhetd térnek nevezziik.

11.2. Mérheté fiiggvény
Adott (2, F) mérhets tér. f: (Q,F) — R fliggvény mérhets, ha VB € Bg esetén
f7U(B) ={weQ|f(w)eB}eF

teljesiil.

11.2.1. Példa nem meérhetd fiiggvényre

Legyen Q = {1,2}, F = {0,{1,2}} és f identitasfiiggvény. Ekkor
)=y ¢F

11.3. Mérték

Adott (2, F) mérthets tér. p: F — R fliggvény mérték, ha
1. VA € F esetén p(A) > 0 teljestil
2. u(@ =0

3. V(An) C F paronként diszjunkt halmazrendszerre teljesiil a o-additivitas, azaz

M( D An) = i/"(An)'

neN

11.3.1. Példa mértékekre
1. Nullmérték mindenhez 0-t rendel.
2. Szamlalo mérték elemszamot rendel.

3. x-re koncentralt Dirac-mérték

1, ha x € A
n(A) =
0, ha z ¢ A.

11.4. Valészintiségi mérték

Adott (92, F) mérhets tér és p: F — R mérték. Ha p(Q) = 1, akkor valoszintiségi mértéknek nevezziik, jele P.

11.5. Valészintiségi mez6

Adott (Q, F) mérhets tér és P valoszintségi mérték. Ekkor az (2, F, P) rendezett harmast valoszintiségi mezének
nevezzik.

11.6. Valészintiségi valtozo

Adott (Q, F, P) valoszintségi mezs. Ekkor a £ : (2, F, P) — R mérhet§ fiiggvényt valoszintiségi valtozonak
nevezziik.
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Valoszintiségszamitas 12. TETEL

12. Tétel

12.1. Indikatorfiiggvény
Adott (92, F, P) valoszintiségi mezs. Ekkor A € F indikatorfiiggvénye

0, haw¢ A
Xalw) = {1, ha w € A.

12.2. Lépcsés fiiggvény

Adott (Q, F, P) valoszintiségi mez6, (Ag)k<nen C F rendszer és (Ag)r<nen rendszer. Ekkor f: (2, F,P) — R
lépcsés figgvény

F) = Mxa,(w).
k=1

12.3. Lépcsés fiiggvény adott halmaz feletti és mérték szerinti integralja

Adott (Q, F, P) valoszintiségi mezd és f : (2, F, P) — R olyan lépcsés fiiggvény, hogy
F@) = Mexa, (W)
k=1

és az Ap halmazok paronként diszjunktak. Ekkor

/ fdP =" A\.P(Ay).
2 k=1

12.4. Varhato érték
Adott (Q, F, P) valoszintiségi mezd és € : (2, F, P) — R valoszintségi valtozd. Ekkor £ varhato értéke

B©) = | ¢ap.

12.4.1. Kiszamitasa diszkrét esetben

Adott £ : (2, F, P) — R diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozo és képtere

Imé¢ = {&u|n € N} = {¢{(w)|w € Q}.
Ekkor -
E() =) &P(E =6

12.5. Markov egyenl&tlenség
Adott £ valoszintiségi valtozo és € > 0 € R skalar. Ekkor

E(¢)

P2 e)< =

Bizonyitas

E(E)

I3

= d d dP = dpP =
E(§) /Qf PZ/{£>E}§ PZ/{§>E}5 P 5/{96} P=cP(l>¢e) = P(>¢) <
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Valoszintiségszamitas 13

. TETEL

13. Tétel

13.1. Kiilsé Lebesgue-mérték

Tetsz6leges A C R kiils6é Lebesgue-mértéke

AA) == inf { f: AIn)
n=0

ahol (I,)nen halmazrendszer, A\(I,,) pedig az intervallum hossza.

Ac[’jfn}

n=0

13.2. Meértékek abszolut folytonossaga

Adott (2, F) mérhets tér és py, po : F — R mértékek. Azt mondjuk, hogy p; abszolut folytonos uo-re nézve,

azaz (i1 < fig, ha VA € F esetén pus(A) =0 = u1(A4) =0.

13.3. Mértékek szingularitasa

Adott (Q, F) mérhet6 tér és pq, puo : F — R mértékek. Azt mondjuk, hogy p szingularis us-re nézve, azaz

p1 L pg, ha 3Q;, Q9 € F olyan halmazok, hogy 21 U Qs = Q és Q3 N Qo =0 és pu1(21) =0 és pa(Q2)

13.4. Radon-Nikodym tétel

=0.

Adott (2, F) mérhets tér és p,v : F — R olyan mértékek, hogy p < v. Ekkor 3!f : Q — R, olyan mérhetd

fiiggvény, hogy VA € F esetén

ua) = [ g = [ aran.

Ekkor f = & a p mérték v szerinti Radon-Nikodym derivaltja.
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Valoszintiségszamitas 14. TETEL

14. Tétel

14.1. Valészintiségi valtozo altal generalt o-algebra

Adott £ : (Q, F, P) — R valoszintiségi valtozo altal generalt o-algebra Fe = Fe-1(,)-
14.1.1. Val6szintiségi valtozo altal generalt o-algebra

Adott £ : (2, F, P) = R valoszintiségi valtoz6 altal generalt o-algebra Fe = Fe-1(3,).

14.2. Fiiggetlen valoszintiségi valtozok

Adott (2, F, P) valoszintiségi mez6 és &, u : (Q, F, P) — R valoszintiségi valtozok. Ekkor &, u fiiggetlenek, ha
V(Ar)k<nen C Fe és Y(Bj)j<men C F,, rendszerek fliggetlenek, azaz V(Ay, Bj) € (Ax) x (B;) fiiggetlen.

14.2.1. Fiiggetlen valdszintiségi valtozdk varhato értéke

Ha &, n fiiggetlen valoészintiségi valtozok, akkor
E(&n) = E(§)E(n).

14.2.2. Fiiggetlen val6szintiségi valtozok szorasa

Ha &, n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, akkor

a*(E+n) = (&) + o*(n).

Bizonyitas

P+ =E((E+n)?) —E*(+n) =E(+2n+n°) — E*&) —2E(S)E(n) — E*(n) =
=E(&) - E*(&) + E(n*) — E*(n) = 0*(&) + *(n)

14.2.3. Fiiggetlen valdszintiségi valtozdk egyiittes eloszlasa

Adottak (£x)r<nen fliggetlen valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasa

Qe = H Qe
i=1
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Valoszintiségszamitas 15. TETEL

15. Tétel

15.1. Vektor értékid valoszintiségi valtozo
Adott € : (2, F, P) — R"™ valoszintiségi valtozo

&
&
&n
ahol V¢; : (0, F,P) — R.

15.1.1. Eloszlas

£:(Q,F,P) — R™ vektor értéki valoszintségi valtozo eloszlasa

15.1.2. Eloszlasfiiggvény
&:(Q,F,P) — R"™ vektor értéki valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye Fy : R™ — R
Fe(x) = P(w € Q¥&i(w) < 2;) = P<§-1 (H(—oo,m)) — Qe (H(—oo, >> .
i=1 i=1

15.1.2.1. Tulajdonsagok
Adott £ : (Q,F, P) — R™ vektor értekd valoszintiségi valtozo és a < b € R™.

1. F¢ minden valtoz6jaban monoton né

2. F¢ minden valtozojdban balrél folytonos

3.
lel_igloo Fe(z) =0
4.
vt P =1
5.

Z (—1)FE1 Fe (ae +b(1 —¢€)) >0

e€{0,1}n

ahol |e| az € 1-es koordinatdinak szama.

15.1.2.2. Peremeloszlas-fiiggvények diszkrét esetben

Adott £ = (Z) diszkrét eloszlasu vektor értéki valdszintiségi valtozo peremeloszlasai
P(n=i)=> Pin=i,y=k)  Ply=k) =Y Plh=iy=k).
k i

15.2. Folytonos vektor értéki valdészintiségi valtozok

Azt mondjuk, hogy & : (Q, F, P) — R™ vektor értékd valoszintségi valtozo folytonos eloszlasi, ha Q¢ < Agn.
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Valoszintiségszamitas 15. TETEL

15.2.1. Osszefiiggés a peremsiiriiség-fiiggvények és az egyiittes siirtiségfiiggvény kozdtt fiiggetlen
esetben

Adott £ folytonos eloszlasu vektor értéki valoszintségi valtozod. Ha V¢, fiiggetlenek, akkor
n
fe(@) =T fe. (@)
i=1

15.2.2. Peremstiriiség-fiiggvények

Adott £ = (2) folytonos eloszlast vektor értéki valdszintiségi valtozd fe strtségfiiggvénnyel. Ekkor

fy(a) = /_°° ey 1) = /_Oo fe(,y)da.

15.2.3. Intervallumba esés valoszintisége

Adott £ = <Z> folytonos eloszlast vektor értéki valdszintiségi valtozd fe strtségfiiggvénnyel. Ekkor

P(nGLvGJ)=/I K ).
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Valoszintiségszamitas 16. TETEL

16. Tétel

16.1. Kovariancia

Adottak &, n valoszintiségi valtozok. Ekkor £ és n kovariancidja
cov(&,m) = B((¢ = B(©) (n - Bm)))-

16.1.1. Kovariancia kiszamitasa

Adottak &, n valdszintiségi valtozok. Ekkor

cov(§,n) = E(&n) — E(§)E(n).

Bizonyitas
cov(&,m) = B((¢ - B(©) (n)) = B(¢n— €Bn) - nB(E) + B E(n) =
:E(Sn)%E(é) () E(§)E(n) = E(én) — E(§)E(n)

16.1.1.1. Diszkrét eset
Adottak &, n: (Q,F, P) — R diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozok kovarianciaja

cov(€,n) = ZZ&% (& =&,mn=m;) (Z@ (€= @)(ZmP(mm))

16.1.1.2. Folytonos eset
Adottak &, n folytonos eloszlasi valoszintségi valtozok kovarianciaja

cor(en) = [ aufien (@) da.y) - ( [ ateta) dx> ( [t dy>.

16.1.2. Kovariancia fiiggetlen esetben

Ha ¢, n fliggetlen valoszintiségi valtozok, akkor cov(€,n) = 0.
Bizonyitas

cov(§,n) = E(§n) — E(§)E(n) = 0.

16.1.3. Valoszintiiségi valtozo6 standardizaltja

Adott € : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo standardizéltja & = EEEQ)

16.2. Korrelacios egyiitthato

Adott &, n valosziniiségi valtozok korrelacidja

corr(&,n) = Ooln)
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Valoszintiségszamitas 17. TETEL

17. Tétel

17.1. Diszkrét eset
Adott & diszkrét eloszlastu valoszintiségi valtozo és h : R — R. Ekkor az nn = h(§) valoszintiségi valtozora
Plr=n)= 3 PlE=¢)
h(&5)=ni
17.2. Folytonos eset

Adott ¢ folytonos eloszlast valoszintségi valtozo és h : R — R szigortian monoton, differencialhaté fiiggvény.
Ekkor az n = h(§) valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye

o) = el )| 2|

Bizonyitas
Tegyiik fel el6szor, hogy h szigortian monoton né. Ekkor

{n<a}={nE) <z} ={c<n(z)}

Igy
Fy(z) =P(n<z)=PE<h '(z)) = Fe(h ()
amibdl ah(z) ah1(z)
_ _ “(x _ (@

fo(z) = Fl(x) = F{(h""(x)) = f(h 1(95))7 = fe(h 1(95))’@
hiszen h szigortian monoton ndé, igy a derivalt pozitiv.
Most tegyiik fel, hogy h szigortian monton csékken. Ekkor

{n<a}={nE <z}={¢>n"2)}
Igy ) .
Fy(z)=Pn<z)=P(E>h"z) =1-F(h (2))
amibdl
dh=Y(z) dh=Y(x)

fo(@) = Fy(2) = =F{ (b~} (2)) = = f (b~ (x))

0 |

hiszen h szigortian monoton csokken, igy a derivalt negativ.

17.2.1. Linearis transzformacio

Adott ¢ folytonos eloszlasti valoszintiségi valtozo és n = aé + b. Tehéat h(z) = ax + b, amibsl A= (z) = &

illetve |42 | = L. Tehat
1 z—b
o) = s (),
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18. TETEL

18. Tétel

18.1. Diszkrét feltételes eloszlas eloszlasfiiggvénye

Adott £ = (Z) diszkrét eloszlasu vektor értéki valoszintiségi valtozo. Ekkor

. F,
F*(zlys <v<wyj) =P <zly; <v<y;) =

18.2. Folytonos feltételes eloszlas eloszlasfiiggvénye

Adott £ = <Z> folytonos eloszlastu vektor értékii valoszintségi valtozd. Ekkor

[5G dr pe) #
0

F*(z|z) =P(nelly==2)) = { fy(z) =

0
0.
18.2.1. Siirtiségfiiggvény

Adott £ = (2) folytonos eloszlasta vektor értéki valoszintségi valtozod. Ekkor

Fonfesy (@) = f;iﬂgv;)_

18.2.2. Varhato érték

Adott £ = <Z> folytonos eloszlasa vektor értékid valdszintiségi valtozo. Ekkor

E(nly=2) = / T flyly=z) () d .

18.2.2.1. Regresszios fliggvény

Adott € = (2) vektor értéki valoszintiségi valtozd. Az n y-ra vonatkoztatott regresszios fliggvény

r(z) = E(nly = 2).
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Valoszintiségszamitas 19. TETEL

19. Tétel

19.1. 1-valészintiséggel megegyez6 valdszintiségi valtozok
Adot &,n: (2, F, P) — R valoszintiségi valtozok 1-valoszintiséggel megegyeznek, ha
P(w € Q¢(w) = n(w)) = 1.

Ekkor azt mondjuk, hogy ¢ = 1 P-majdnem mindeniitt.

19.2. LP tér
Adott p € [1,00)
LE(Q,F,P) = {f :(Q,F,P) R‘f mérheté,/ |fIPdP < oo}.
Q

19.3. p-norma

Adott f € LE(Q,F,P)

(JolrPapP)”  pelo,o0)

sup | f(w)] p=o0
Q\A

we

11, =

19.4. Konvergencia-fajtak £” terekben

Adott (fn)nen C LP fliggvénysorozat és f € LP, illetve (Q,F, P) valoszintiségi mez8, (&,)nen valoszintségi
valtozosorozat és £ valdszintiségi valtozo.

19.4.1. 1-valésziniiséggel egyenletes konvergencia

Azt mondjuk, hogy f,, — f 1-valészintiséggel egyenletesen, ha

L )

n—oo

m.m.e.

Ekkor f, — f.

19.4.2. 1-val6sziniiséggel konvergencia

Azt mondjuk, hogy f,, — f 1-valosziniiséggel, ha
P(w € Q|fn(w) = f(w)) =1.

Ekkor f, =5 f.

19.4.3. LP-ben val6é konvergencia
Azt mondjuk, hogy f, — f LP-ben, ha
lim |[f, — f]|, = 0.

n—oo

Ekkor f, =5 f.

19.4.4. Sztochasztikus konvergencia

Azt mondjuk, hogy &, — £ sztochasztikusan, ha Ve > 0 esetén

lim P(w c Q“fn(w) — )| > e) —0.

n—oo
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19.4.5. Eloszlasban valé konvergencia

Azt mondjuk, hogy &, — £ eloszlasban, ha

lim Fe (z) = Fe(x).

n—o0

19.4.6. Konvergencia-fajtak kozti sszefiiggés

Adottak (&,)nen fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintségi valtozok. Ekkor

Z?:lfi*nE(&) T 1 ! e—é
P( Jio@) - >%m/_oo ar-

19.6. DeMoivre-Laplace tétel

19.5. Centralis hatareloszlas tétel

A (n,p) paramétert binomialis eloszlas sztochasztikusan konvergél a (np, np(1l — p)) paraméterd normaélis

eloszlashoz.
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20. TETEL

20. Tétel

20.1. Minta

Mintanak nevezziik a (&;) mintavételi valtozok Osszességét. A nagyséig szerint novekvd sorrendbe rendezett

elemeket (£7)-al jeloljiik.

20.1.1. Kozépérték

A minta kézépértéke

20.1.2. Empirikus szoras

A minta empirikus szorasa

on =
n
20.1.2.1. Korrigalt empirikus szérasnégyzet
A minta korrigalt empirikus szoérasnégyzete
2 no 2
n = n — 1 n*
20.1.3. Ko6zéppont
A minta kézéppontja
& +&
5

20.1.4. Median

A minta medianja
{ p n=2k—1
Entén :
2 n =2k

20.1.5. Terjedelem

A minta terjedelme

& — &
20.1.6. Empirikus eloszlasfiiggvény
A minta empirikus eloszlasfiiggvénye
0 z<¢&
Fo(x) = % §h < <&y -
1 &<z

20.1.7. Empirikus stirtségfiiggvény

A minta empirikus strtiségfiiggvénye

E(x + h) — k(x)

f@) = ——7——
nh

ahol k(z) azon mintaelemek szama, melyek értéke kisebb, mint z.
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20.2. Becslés

Adott
1. € megfigyelt valoszintiségi valtozo
2. 0 & eloszlasa
3. (&) &-bol vett n-elemt minta.

A becslés célja, hogy készitsiink egy R
0= f(§1a€2a' 7€n)
fliggvényt, mellyel becsiiljiik 6-t.

20.2.1. Tulajdonsagok
1. A becslés torzitatlan, ha E(é) =0.
2. él hatésosabb, mint éz, ha o(él) < O'(ég).
3. A (9n) sorozat aszimptotikusan torzitatlan, ha lim,, . E(én) =0.

4. A becslés elégséges, ha a valtozok egylittes feltételes eloszlasa barmilyen 6 = y feltétel esetén nem tartal-
mazza a becsiilt 6 paramétert.

5. A becslés konzisztens, ha torzzitatlan és 6™ 9.

20.3. Maximum likelihood estimation
Az MLE soran az L(6) likelihood fiiggvényt kell maximalizalnunk, ahol n fliggetlen minta esetén

n

(o) =[] f(x:l6).

i=1

Hasonlo elv alapjan az [(0) log likelihood fliggvény is elég maximalizalnunk, ahol
10) = L(0) =) In f(x;]6).
i=1

20.4. Konfidenciaintervallum

A 0 becsléshez tartozo (é — 2,0+ z) konfidenciaintervallumroél azt mondjuk, hogy 100(1—a)%-o0s megbizhatosagi
szinthez tartozik, ha 1 — « valdszintiséggel a ténylegesen meghatarozott intervallum lefedi a becsiilt paraméter
valodi értékét.

20.4.1. Normalis eloszlas ismert szoérassal

Becsiiljik E(£) = m-t a kozépértékkell Definialjunk egy 1j valtozot

igy 1 standard normalis eloszlasa. Ekkor kell

P(—2<n<2)=®(2) — d(—2

~
I
[\
KA
—
N
~—
|
—_
I
—_
|
Q
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amibél ®(z) = 1 — §, amibsl z meghatéarozhato. Ekkor

E—m

o

\/ﬁ
E—zi<m<g+zi
n

Vi Vi

—z <

<z

tehat a konfidenciaintervallum
€2 Bt 2T
—z—, z— .
vn Vn
20.4.2. Nem normalis eloszlas ismert szorassal

Becsiiljik E(£) = m-t a kozépértékkell A centralis hatareloszlas tételbol

Vno(&1)

Tehat B
P(M) <2m20(z)-1=1-a

vn
amibdl a konfidenciaintervallum
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