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A Tételsor
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1 Tétel: Eseménytér, o-algebra, Mérheto fiiggvény, Mérték
1.1 Ha adott az () eseménytér, hogyan definidljuk az eseményalgebrat?
Definicié: Legyen § az () olyan részhalmaza, mely rendelkezik a kov. tulajdonsagokkal:

1. § zdrt a megszamldhat6 (véges, vagy végtelen) unidra.

2. § zart a kiilombségképzésre.

3. Qeg.

Ekkor ezt a részhalmaz rendszert o-algebranak hivjuk.

1.2 Miket neveziink eseményeknek?

Definicié: § elemeit eseményeknek hivjuk.

Definicié: Ha 2 véges, az egyelemii részhalmazait elemi eseményeknek nevezziik.

1.3 Mik a o-algebra tulajdonsagai?

Allitas: Az § o-algebra tulajdonsagai:
1. § zart a megszamldhat6 (véges, vagy végtelen) unidra.
2. § zart a kiillombségképzésre.

3. Qeg.

1.4 Mutasson példat azonos eseménytér feletti kiilonb6z6 eseményalgebrakra!

Példa: Kiilonbozé o-algebrak ugyanazon eseménytér felett:

1.
S1 = {(Z),Q} = {(Z)a {aabv & d}}
2.
S2 = {@797{0’7[7}7{0’ d}}
3.

33 =2

1.5 Hogyan definialjuk a generalt o-algebrat?
Definicié: A H altal generdlt o-algebra a legsziikebb Q-beli o-algebra (§), amire H C §. Jele: Fy.

1.6 Mit neveziink mérhet6 fliiggvénynek?

Definicié: Legyen Q # (), § C 2. Ekkor az (Q, §) rendezett par neve mérhetd tér.

Definicié: (92,F) mérhetd tér, f: @ — R fv mérhetd ha VB € B(R) esetén
f7H(B) ={weQlf(w) € B} €5,

avagy 'minden Borel halmaz Osképe §-beli’.
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1.7 Mit neveziink mértéknek illetve valésziniiségi mértéknek?
Definicié: Legyen (£2,F) mérhetd tér. Egy u: §F — R fv mérték, ha

1. u(A) > 0vA € 5.

2. (@) =0.

3. Teljesiil az un. o- additivitas, azaz

u( ) S

V(An)nen §-beli sorozatra, melyre A, N A,
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2 Tétel: Valdszintliségi valtozd, eloszlas, eloszlasfiiggvény

2.1 Mit neveziink valésziniiségi valtozénak?
Definicié: Ha p egy mérték, és u(2) = 1, akkor p valdsziniliség, vagy valészintliségi mérték. Jelolése:
pP.
Definicié: Az (Q,F, P) hiarmas valészintiségi mez6, ha
1. (Q,F) mérheté tér,

2. P:§ — Ry valség.

Definicié: Legyen (£2,F, P) val. mez6. Egy £ :  — R mérheté fv. neve valésziniiségi valtozo.

2.2 Hogyan definidljuk egy valdsziniiségi valtozé eloszlasat?

Definicié: Legyen (92, §, P) val. mez6, £ : Q — R val. vélt., A € B(R) & eloszldsa:

2.3 Hogyan definidljuk egy valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét?

Legyen (€2, F, P) val. mez6, £ : Q — R val. valt. A & eloszlas fv-e:

Fe:R— R, Fe(z) = P(¢ < 2) = P({w € Q¢(w) < a}) = P(6*(] — o0, 2])).

2.4 Mi az osszefiiggés az eloszlas és az eloszlasfiiggvény kozott?

Spec. eset: ha a halmaz, ami az eloszlds argumentuma egy félegyenes (£ < z):
Fe(x) = P(¢ <) = P(¢7'(] — 00,2[)) = Qe(] — o0, 2.

2.5 Mik az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai?
Tétel: Az eloszlasfv. tulajdonsdgai:

1. Monoton né.

2. limg 00 Fe(z) = 1.

3. limg o Fe(z) =0.

4. F¢ balrdl folytonos.
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3 Tétel: Fuggetlenség, feltételes valésziniiség, teljes valosziniiség
tétele, Bayes tétel
3.1 Hogyan definidljuk az A esemény B eseményre vonatkoztatott feltételes
valoszintiségét?

Definicié: (2, F, P) val. mez8, A, B € § fiiggetlenek, ha P(AN B) = P(A)P(B).
Definicié: Legyen B € §. Egy A € § feltételes valsége B szerint (tfth P(B) # 0):

pap) - PAB)

@ = A,

3.2 Mit neveziink teljes eseményrendszernek?

Definicié: (A, )nen teljes eseményrendszer, ha A; N A; =0, i # j és
n
U4, =2
j=1

3.3 Mit mond ki a teljes valésziniliség tétele?

Tétel: By, ..., B, teljes eseményrendszer, és Vi-re P(B;) > 0. A € § tetsz6leges. Ekkor:
n
P(A) = 3 P(AIB)P(By).
i=1

Bizonyitas:

A=ANQ=AN(BIUB,U..UB,)=(ANB)U(ANBy)U..U(ANB,) = P(A) =Y P(ANB;).
i=1

és mivel

P(ANB)

PUAIB) = =55

= P(AN B) = P(A|B)P(B)

P(A) =) P(A|B;)P(By).
i=1
3.4 Mit mond ki a Bayes tétel?
Tétel: By, ..., B, teljes eseményrendszer, és foralli-re P(B;) > 0. A € § tetsz6leges. P(A) # 0. Ekkor:

_ P(A|BL)P(By)  P(A|B;)P(B;)

PO = s palmype) = P(A)
Bizonyitas:
P(BkﬁA) P(AﬁBk)

P(A) P(Bx)
P(B|A)P(A) = P(B, N A) = P(A|By)P(B)
P(B;~C n A)

P(A)

P(Bi|A) = P(A|By) =

= P(By|A) =
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4 Tétel: Diszkrét eloszlasok

4.1 Mikor mondjuk hogy egy valvaltozé (n, p)-paraméterii binomidlis eloszlast?

Definicié: Azt mondjuk, hogy £ : (2,5, P) — R val. valt. (n,p) paraméteri binomidlis eloszlasu
(p €]0,1[), ha

PE=k) = (Z)pk(l -p)" 7t 0<k<n

4.2 Mondjon példat binomidalis eloszlasu valésziniiségi valtozéra!

Példa: Huzzunk példaul egy pakli magyar kartyabdl egy lapot, nézziik meg, hogy makk-e a htzott lap
szine, majd tegyiik vissza, keverjiik meg a paklit, és htzzunk Gjra. Ha a hiizdst mondjuk 6tszor ismételjiik
ezzel az eljarassal, akkor a binomidlis eloszlas adja meg annak a valdsziniiségét, hogy k = 0,1, 2, 3,4 vagy
5 esetben huztunk makkot.

4.3 Mikor mondjuk hogy egy valvaltozé p paraméterii geometriai eloszlasu?
Definicié: Azt mondjuk, hogy & : (2,5, P) — R val. valt. p paraméter(i geometrikus eloszlasu (p €
10,1]), ha

PE=k)=pl-p**, kel
4.4 Mondjon példat geometriai eloszlasu valészintiségi valtozoérara!

Példa: Dobodkockaval addig dobunk, mig hatos nem lesz. Mi varhaté, hanyadikra sikeriil?

4.5 Mikor mondjuk hogy egy valvaltozé hipergeometrikus eloszlasi (N, n, k)
paraméterrekkel?

Definicié: Azt mondjuk, hogy £ : (2,F,P) — R val. vilt. (N,n, K) paraméterti hipergeometrikus
eloszldsti (n < N,N,n, K € N), ha

4.6 Mondjon példat hipergeometrikus eloszlasu valvaltozéra!

Példa: Egy cég egyszer hasznalatos fecskendoket készit, naponta 2500 darabot. Koziiliik atlagosan 180
darab szokott selejtes lenni normél gyartasi folyamat soran. Egy 100 elemii mintat megvizsgalva mikor
célszerl a gyartosorhoz szerelét hivni?

4.7 Mikor mondjuk hogy egy valdsziniiségi valtozé )\ paraméterii Poisson
eloszlasu?

Azt mondjuk, hogy £ : (2,5, P) — R val. valt. A paraméter(i hipergeometrikus eloszldsd (A > 0), ha
)\k A
4.8 Mi a kapcsolat a binomialis és a Poisson eloszlas kozt?

A Poisson eloszlas jol kozeliti a binomidlist, ha n nagy és p kicsi, s6t a Poisson eloszlds a binomislis
hatérértéke, ha np = A 4llandé és n — oo. Ekkor p = 2

n’

P(E=k) = (Z)p’“(l —p)nh = <Z) @)k <1 - 2)"“ _

_nn=1)..(n—k+1)\ (1_)\)"—k _n(n—1en—k+ 1) (1_)\)—k A\ (1 /\)n

k! nk n nk n
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Rogzitett k esetén az elsd tényezd 1-hez tart, ha n — oo, hiszen

n(n—1)...(n—k+1) nnflmnkarl :1< 1> (1_k1>

— 1— =
n n

nk n n

. ’ -k . . Ny .
mind a k darab tényezdje 1-hez tart. Az (1 — %) hatvénynak is 1 a hatarértéke, mert az alapja 1-hez
tart, kitevGje pedig konstans. Az utolsé tényezd pedig

n . -2\"
lim (l—i—f) :ef’“,xeR:(l—i—) — e M n— 0.
n n

n—oo

Tehat )

lim P(S:k):1~1~)\—e”\

n—00 k! ’

ami valéban a Poisson eloszlas k indexii valsége.
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5 Tétel: Varhaté érték, diszkrét eloszlasok varhaté értéke

5.1 Hogyan definidljuk egy valdsziniiségi valtozé varhato értékét?

Definicié: (9,§, P) val. mez6, £ : Q@ — R val. vélt.
A ¢ val. valt. vérhato értéke (ha 3):
= / &dP.
Q

5.2 Hogyan szamoljuk ki egy diszkrét valvaltozo varhato értékét, ha ismert
az eloszlasa?

Allitas: Legyen € : Q — R diszkrét val. valt. Tfh. ¢ integralhaté (3E(€)). Ekkor

=Y &GPE=¢&),
n=0

ahol &, : & lehetséges értékei.

5.3 Mi az (n, p) paraméterli binomidlis eloszlas varhaté értéke?

Allitas: Az (n,p) paraméterii binomidalis eloszlds vérhaté értéke n - p.

Bizonyitds: Legyen & egy (n,p) paraméterii binomidlis eloszldsi val. valt. Tekintstink rd gy, mintha
n darab (cinkelt) érmét dobndnk fel. Az egyes érmék vagy fejek, vagy nem (a fej dobds valsége p), és val.

vélt-nak tekinthetéek (&1,&2,...,&,). Ha fej, akkor {; = 1, egyébként 0. Ekkor az eredeti val. valt. értéke
tekinthetd egy szarmaztatott értéknek:

ngl +§2+~-~+§n~
Ekkor
E(&) =p — E(&) = np.
5.4 Mi a A paraméterii Poisson eloszlas varhato értéke?

Allitds: A A pareméterii Poisson eloszlas varhaté értéke A.

Bizonyitas:

©) =3 ¢PE=¢) =Zj? Zy -
=0

7=0 j=1

AZ

J—l =

Aﬁ =e M = A\

e Z
5.5 Mi a p paraméterii geometriai eloszlas varhato értéke?
Allftas: A p paraméteri geometrikus eloszlas varhato értéke %.
Bizonyitas:

= Z@P(& =¢) = _ij(l —p) Tt = ij(l —p)!

Tudjuk, hogy 1 — hatvanysora a | — 1, 1 intervallumon

o0
=2
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Ebbdl

d 1 d =
dx(l—x)d:nz

j=0
1 N -
TE T DIERED S
j=0 j=1

Legyen z = (1 — p). Ekkor a hatvdnysor konvergenciasugardn beliill maradunk, {gy haszndlhatjuk a fenti
osszefiiggéseket. FEkkor

1 1
HOS =T T

5.6 Hogyan sz6l a Markov-egyenl6tlenség?
Tétel: (Q,F,P) val. mezd, € > 0:Q — R val. vélt., e > 0. Ekkor

Pe>e)< P8,

Bizonyitas:

E) = dP dP dP = 1dP =¢P .
97 = fiy €002 o= f, e
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6 Tétel: Folytonos eloszlasi valészintiségi valtozok, silirtiségfiiggvény

6.1 Mikor mondjuk hogy egy ¢ valvaltozé folytonos eloszlasu?
Definicié: A £:Q — R val. valt. folytonos eloszlast, ha Q¢ < Ar, ahol Q¢, Ar : Br — R4..

6.2 Mit neveziink a folytonos eloszlasu ¢ valvaltozé siirliségfiiggvényének?

Allités: Ha egy & folytonos eloszldsi, akkor a Radon-Nikodym tételmiatt 3!f : R — R mérhetd, hogy
VA€ By : Qg(A) = / fdr.
A
Definicié: A fenti allitdsban szerepld f a & val, valt. stirliségfiiggvénye.
6.3 Hogyan szamoljuk ki egy ¢ folytonos valvaltozé [a,b] intervallumba esésének
valoszintiségét siirtiségfiiggvény, illetve eloszlasfiiggvény segitségével?
Allitas:
Pla<€<b)=P(<b)~ P(¢ < a) = Fe(b) ~ Fe(a).
Allitas: ,
Pla<e<th)=Pe<h)-Pe<a=[ fi- [ jan

6.4 Mi a kapcsolat a surtiségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény kozt?
Allités: .
P¢<a)=Few = [ fin

6.5 Milyen tulajdonsagai vannak az f stlirliségfiiggvénynek?
Allitéds: A stirliségfv tulajdonsagai:

1. f>0.

2. |7 fdz = [p fdh = Q¢(R) = P(('(R)) = L.
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7 Tétel: Varhatd érték folytonos valésziniliségi valtozo esetén,
exponencialis eloszlas és varhato értéke, normalis eloszlas

7.1 Hogyan szamoljuk ki a ¢ folytonos valvaltozé varhaté értékét ha adott a
suruségfiiggvénye?

Tétel: -
E() = / x fe(x)de.

7.2 Mikor mondjuk hogy egy ¢ folytonos valvaltozé o paraméterli expo-
nencialis eloszlasa?

Definicié: (9,§, P) val. mez6, £ : Q@ — R val. vélt.
& a paraméterli (o > 0) exponencidlis eloszldsd, ha

1. £ folytonos eloszlasu

2. & strtiségfv-e:
ae”®® hax >0
0 haz <0

7.3 Mutassa meg hogy exponencialis eloszlastu valvaltozé siirtliségfiiggvénye
valoban stiruségfiiggvény!

Bizonyitas:

1. Mivel a hatvany bazisa > 0, ezért a fv. értéke mindenhol > 0.

00 oo e—ow
/ ae” dr = a/ e “dr =«
— 00 0 —

7.4 Miegy a paraméterii exponencialis eloszlasu ¢ folytonos valvaltozé varhato
értéke?

oo

0

Allitas: «- paramétert exponencialis eloszlas varhaté értéke i

Bizonyitas:

E(€) = / zf(x)dx = / zae” dr = x(—e )| + / e dr=0—-0+—e | =—.
0 0 0 — 0 «

— 00

7.5 Mikor mondjuk hogy egy valvaltozé normalis eloszlasu?

Definicié: Legyen (Q,§, P) val. mezd, £ : Q — R val. valt. (m, o) paraméterii normdlis eloszldsi, ha
¢ folytonos eloszlast, és stirtiségfv-e:

1 —(@=m)?
e 202

fe(z) =

2o
7.6 Hogyan szamoljuk ki (m, o paraméterii) normailis eloszldst valvaltozé
eloszlasfiiggvényének értékét egy adott pontban?

Definicié: Legyen (2,5, P) val. mez8, £ : @ — R val. vélt. (m = 0,0 = 1) paraméter(i standard
normalis eloszlasi, ha & folytonos eloszlast, és stirtiségfv-e:

1 —a?
x) = ez .
felz) = ——
Ekkor eloszldsfv-ét ®-vel jeloljiik:
| 4
O(x) = / e 2 dt
—oo V2T
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Allitas: Minden normélis eloszldsi val. valt. eloszldsfv-e (F¢) visszavezetheté standard normélis
eloszlasra, mert ha £ (m, o) paraméterii normélis eloszldsd, akkor

F5:<I><x_m), zeR

o
Bizonyitas:
F, / L g
= (& 202 .
¢ _oo V2TO
Legyen
t—m
z = =t=m+oz
o
T —m
t— —00& 2 — —00 t=x 2=
o

Ekkor a helyettesitéses integral képletének segitségével:

g(b) b
t)dt = 2))g' (2)dz,
/g 0 / Fa(2)d(2)

ahol g(z) =m+ oz, igy ¢'(2) = o:

z—m z—m
o

1 _ 52 1 e 22 —
ng/ eTodZZ—/ e2dz:<1><x m).
—o 2mo V2T ) oo o
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8 Tétel: Szdoras és kiszamitasa I

8.1 Hogyan definidljuk egy ¢ valvaltozd szérasat?

Definicié: ¢ : (Q,F,P) — R val. valt. Tth. E(&) véges. Ekkor ¢ szérdsit o(§)-vel, vagy D(&)-vel
jeloljuk, és a kovetkezOképp definialjuk:

o(§) = VE((& - E(£))?).

Ennek megfeleléen o2 (€) elnevezése szérdsnégyzet.

8.2 Mik a szérasnégyzet tulajdonsagai?
Allités: A szorasnégyzet tulajdonsigai:

1. o2(¢) > 0.

2. 0%(a& +b) = a?o?(&).

Bizonyitas:
1. Trivialis.
2.
o?(ag +b) = E(((a€ +b) — E(a§ +b))*) = E((af +b—aE(§) - E(b))?) = E((a¢ +b—aE(§) —b)*) =

= E((a(§ — E(€)))*) = B(a®(§ — B(€))*) = a®E((§ - E(€))*) = a®a*(¢).

8.3 Hogyan szamitjuk ki a szérast altalanos esetben?
Allités:
a%(€) = E(€%) — E*(€)
Bizonyitas:
a?(€) = E((€ — E()(§ — E(€))) = B(&* —2B(§)¢ + E*(€)) =
= E(€%) — EQ2B(£)§) + E(E*(€)) = B(€?) — 2E(OE(€) + E*(§) = E(€%) — E*(¢).

8.4 Hogyan szamitjuk ki egy egyenletes eloszlasa valdsziniiségi valtozo szorasat?

Példa: Legyen £ egyenletes eloszldsu [a, b-n. Ekkor

A hazx€la,b
fSZ{S_“ a.b)
eqy.
Ekkor , , \ ,
1 1 x#)b 1 b0 a (b+a)b—a) a+bd
E = = —_— = —_— ) = — .
©) /axb—adx b—a2le b-az 2)7 20-a) 2
b2 3 3 _ .3
1 2z (0% —a”)
E 2 = z d — [— =
(€9 /ab—a T a3 3(b—a)
oiey ey g2y 0P =a®) b1, (b—a)(@®+ab+b?) b +2ab+a®
7€) = () - Q) = G - (g = B AL
_ 4a® 4 dab + 4b* — 3b* — 6ab — 3a®  b® —2ab+a®  (b—a)?
B 12 B 12 12
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8.5 Hogyan szamitjuk ki egy Poisson eloszlasu valészintiiségi valtozo szérasat?
Példa: Ha & Poisson eloszldsi val. valt., akkor

oo oo

2 = DA _ A M =¢e" =
BE) = 2 Wgge™ = gy = L+ U -

=\ i ﬁ +Ae? i A =X Mt e et = A2 4+
= (k—2)! = (k—1)!

fgy
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9 Tétel: Szdras és kiszamitasa 11

9.1 Mit neveziink egy valdszintiségi valtozé k-ik momentumanak?

Definicié: Legyen k > 0. A ¢ val. vélt. k-ik (0 kdzépponti) momentumanak az F(£%) mennyiséget
neveyik - ha 1étezik.

9.2 Hogyan szamitjuk ki az exponencialis eloszlas momentumait?

Példa: Legyen a & val. vélt o paraméter(i, exponencidlis eloszldsi. Ekkor a (0 kozépponti) k-ik
momentumai:

E(%) = /_OO 2* fe(v)de = /000 ae”**dz.

Parciélis integralassal:

Tehat rekurziv képletet kapunk.

B¢ = [ flwdo=1 = BE)=1 = EE@)-;
Altaldnosan:
k k!
E (5 ) = J

9.3 Hogyan szamitjuk ki egy exponencidlis eloszlasti valdsziniiségi valtozoé
szorasat?
Példa: Legyen a £ val. valt o paraméterti, exponencialis eloszlasi. Ekkor a szorasnégyzete:
2 1 1
P(€) = BE) - B0 = 15— 3 = 3
9.4 Mit tudunk o?(¢ + n)-rél ha ¢ és n fiiggetlenek?
Allitas: Ha £ és n fiiggetlen val. valt-ok, E(¢n) = E(¢)E(n), ha a vérhaté éerékek léteznek.

Allitas: Ha € és n fiiggetlen val. valt-ok, o2(& +n) = o2(€) + o2(n).

Bizonyitas:
o’(&) = E(&?) — E*(&), o°(n) =E(n) — E*(n)
E+n) =E(§+n)*) —E*(¢+n) =EE+2n+n") - E€+nEE+n) =
= BE(&*) +2E()E(n) + E(n*) — (E*(&) + 2E(§)E(n) + E*(n)) =
= E(&) + E(n®) — E*(§) — E*(n) = 0”(&) + o*(n).

9.5 Mit mond ki a Csebisev-egyenlotlenség?
Allités: Legyen £ val. valt., e > 0. Tfh E(&) véges. Ekkor:

P¢—E@E)|>¢) < E(|€ —5§(£)| ) _ 05(25).

Bizonyitas:
{lE-E@©| 2} ={l¢ - B =%
erre pedig hasznaljuk a Markov-egyenlétlenséget:

_ B(g-E©P)

Pl - Be)P > <) < P
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10 Tétel: Kovariancia és korrelacio

10.1 Hogyan definialjuk illetve hogyan szamitjuk ki £ és n valvaltozék kovari-
anciajat?

Definicié: Legyenek ¢ és n val. valt-ok. Tfh 302(¢) és Jo?(n). Ekkor £ és n kovariancidja: a 3 =

(E—=E(&))(n— E(n)) val. valt. varhaté értéke.

Jelolése: cov(§,n) = E((§ — E(£))(n — E(n)))-

Allitds: A kovariancia tulajdonsagai:
L. cov(§,§) = a*(§).

2. cov(&,n) = cov(n, ).
3. VaeR: cov(a&,n) = acov({, eta).

4. cov(€ +1,7) = cov(€,7) + cov(n, 7).
Allités:
cov(§,m) = E(§n) — E(§)E(n).
Bizonyitas:
cov(&,m) = E((§ = E(§))(n— E(n))) = E(En —EE(n) —nE(§) + E(§)E(mn)) =
= E(n) — E(Q)E(m) — EME) + E(§)E(n) = E(&n) — E(§E(n).

10.2 Hogyan definialjuk ¢ valvaltozoé stadardizaltjat?

Definicié: Egy ¢ val. valt. standardizaltja: £ = f;@fl

10.3 Hogyan definialjuk ¢ és n valvaltozdék korrelaciés egyuitthatdjat?
Definicié: Legyenek £ és i val. véalt-ok. Ekkor £ és 7 korreldcidja:

cov (&, m)

R(&,m) = corr(§,n) = (©oln)’

Megjegyzés: A korrelacio felfoghaté ugy is, mint a val. véalt-ok standardizaltjanak kovariancidja.

10.4 Mi a kovariancia és a fiiggetlenség kapcsolata?

Allitas: Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor cov(&,n) = 0. ez forditott esetben nem feltétlentil igaz.
Allitas: Ha Jo2(€) és Jo2(n), akkor
o?(& £ 1) = 0(€) + 0 (1) & 2cov(€, n).
Bizonyitas:
o (E£n) = E((€£n)%) — (B £n)* = B(E £26n +1°) — (B*(§) £2E(§)E(n) + E*(n)) =
= B(&%) £2E(&n) + E(n*) — B*(€) F 2BE(§)E(n) — E*(n) = 0*(§) + 0(n) £ 2cov(&, 7).
Allitds: Ha € és 7 fiiggetlenek, és Jo?(€) és Jo%(n), akkor

o*(E£n) =€) + o*(n).
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10.5 Hogyan szamitjuk ki a kovarianciat diszkrét és folytonos esetben ha
adott az eloszlas illetve az egyiittes siirtiségfiiggvény?

Allitas: Kovariancia szamitasa diszkrét esetben:

cov(&,n) = sziyj(P(f =T, = 2i)) — (Zﬂfip(f = xi)) Zyip(ﬁ =yj) |,

ahol &; és y; a £ és n val. valt-ok lehetséges értékei.

Allitas: Kovariancia folytonos esetben:

conteon) = [ [ anteatamiody ([~ aseorte) ([ utma).

ahol fe n(z,y) az egylittes stirliségfv, fe(x) és f,(y) a perem-siirtiségfv-ek, vagy marginalisok.
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1 Tétel: Integral és kiszamitasa

1.1 Mit neveziink a A halmaz karakterisztikus (indikator) fliiggvényének?

Definicié: Legyen (£2,F, P) val. mez6, £ : Q — R val. vélt. (igy mérhetd).
Legyen A € §. A karakterisztikus/indikdtor fv-e:

() = 0 hawe\4
X4 "~ ]1 hawed

1.2 Mi a lépcsos fiiggvény definicidja?

Definicié: Legyen (£2,F, P) val. mez6, £ : Q — R val. vélt. (igy mérhetd).
Legyen n € NT, (A;)1<k<n R-beli véges rendszer. Legyen (Ay)1<ir<n §-beli (halmaz)rendszer.

Q=R flw)= Z)\jXAj(w).
j=1

1.3 Mi az f 1épcsos fiiggvény integralja a P mérték szerint (2-n, ha f diszjunkt
halmazok karakterisztikus fiiggvényeinek linearis kombinacigja?

Definicié: Legyen (2,F, P) val. mezd, £ : Q — R 1épcsés fv. olyan, hogy:
FiQ=R, fw) =) ajxa, W),
j=1
ahol (Aj)1<k<n olyan §-beli rendszer, hogy A; N Ay =0, ha j # k, és a; € R.

Ekkor .
/ fdP =" a;P(4;).
Q i=1

1.4 Hogyan definidljuk egy altalanos f : ) — R fiiggvény P mérték szerinti
integraljat ) felett?

Allitas: Legyen f: Q — R, mérhetd, korlatos fv. = 3(f, )nen fv. sorozat, hogy
1. Vn e N: f,, : Q@ — R, 1épcsés.
2. Vn e Nésw € Q esetén f,(w) < frr1(w) (azaz (fn(w))nen rogzitett w esetén monoton névo).
3. YVweQ: f(w) = f(w), ahogy n — oc.

Definicié: Korldtos pozitiv mérhet6 fv. integralja:
f:Q — Ry mérhetd és korlatos. Legyen (fy,)nen > 0 1épcsés fv. sorozat: f, monoton névéen tart f-hez.

Ekkor
/fdP: lim (/ megaf"dP).

Allitas: Legyen f: Q — R, mérhetd, (nem feltétleniil korldtos) fv. = 3(f)nen fv. sorozat, hogy
1. fr, >0 Vn € N mérhet6 és korldtos.

2. f, monoton névekvéen tart f-hez.

Definicié: Mérhet6 pozitiv fv. integralja:
f:+Q — Ry mérhets. Legyen (fn)nen = 0 mérheté, korlitos fv-k sorozata: f,, monoton névéen tart

f-hez. Ekkor
/fdP: lim (/ fndP) e Ry,
Q n— oo Q

ahol R, =R, U {+o0}.
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Definicié: Fiiggvény pozitiv és negativ része:
f:Q — R mérheté.

o [T =maz{f,0}, azaz f pozitiv része.

o [~ =max{—f,0}, azaz f negativ része.
Allitas: f:9Q — R mérheté & f+ és f~ mérhetd.
Definicié: Mérhetd fv integrélja:

f: Q2 — R mérheté.
foroe= (o) = ([ ror)

ha a jobb oldal értelmes (azaz legfeljebb az egyik tag végtelen).
e f integralhat6, ha Jgint : QfdP € R.

o [ végesen integralhaté, ha [, fdP € R.
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2 Tétel: Lebesgue mérték, mértékek abszoliit folytonossaga és
szingularitasa

2.1 Mikor mondjuk hogy egy p; mérték abszolit folytonos egy ps mértékre
nézve?

Definicié: (€, §) mérheté tér. Legyen pq, pso : § — Ry mérték.
11 abszolut folytonos puo-re, ha

(VA € §)(u2(A) = 0= p(4) = 0).

Jelolése py < po.

2.2 Mikor mondjuk hogy egy 11 mérték szingularis egy po mértékre nézve?

(Q,F) mérhetd tér. Legyen pq, uo : § — Ry mérték.
w1 syingularis pe-re, ha
391,9265 leQQZQ), QLU =0

p1(21) = 0 és pa(2) = 0.
Jelolés: puy L po.

2.3 Hogyan definidljuk a Lebesgue-kiils6 mértéket és a Lebesgue mértéket?

Definicié: Lebesgue-kiils6é mérték:
Legyen A C R tetszOleges.

AMA) = mf(z AMI,) | AC U I, (In)nen intervallumok rendszere>
n=0

n=0

Ahol A(I) : I hossza.

A(A) > 0 (lehet oo is).

Allitds: IM, C 2% halmazrendszer, hogy
1. M, o-algebra
2. M, # 2%
3. Br € M, (tartalmazza a borelleket)

4. Ny : My — Ry mérték (ahol M| uq, jelentése: A megszoritva My-ra).

Definicié: Lebesgue mérték: B
A= )‘|M>\

2.4 Mit tud mondani a Riemann (improprius) és Lebesgue integralhatdsag
viszonyarol?

Definicié: Lebesgue 0-mérték{i halmaz:
A € My Lebesgue-0 mértékii, ha A\(A) = 0.
Ilyen példaul N, vagy Q.

Definicié: Lebesgue mérték szerinti integral:

/ fan,
[a,b]

ahol f: R — R mérhet6 fv (mérhet§ \ szerint, azaz ¥V Borel &sképe M y-beli).
A konstrukcié ugyan ugy felépithet6 R-en A szerint, mint fQ fdP Q-n P szerint.
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Allitas:  f : [a,b] — R Riemann-integralhaté < f folytonos egy Lebesgue 0 mértékii halmazon kiviil.
Ekkor

b
/ flz)dx = fdA.
a la,b]

Tehat ’szép’ fv-ek esetén a Lebesgue integral megegyezik a hagyomdanyos, Riemann integrallal.
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3 Tétel: Vektorértékii valosziniiségi valtozdk, diszkrét és folytonos
esetben

3.1 Hogyan definiidljuk egy (£,7) 2 dimenziés valvaltozé eloszlasfiiggvényét?

Definicié: Legyen (Q, 3, P) val. mezé, £ : Q — R* (k € N*) fv. mérhets, ha VB € B(R*):  ¢71(B) €
5.

Definicié: Vektor értékii val. valt. alatt a

{(w) = (&(w), &2(w), s &k (w))

vektort értjiik, ahol w € € és &;-k val. vélt-ok 1 < j < k.

Definicié: Ekkor a varhaté érték a kovetkezo vektor, ha 3
E(§) = (E(§1), E(&), -, E(&))-

Definicié: Vektor val. valt. (egylittes) eloszldsfv-e alatt a kovetkezdt értjik:

k
Fesw R m) = P(e (T - =) ).
j=1
ahol

tq
ta
t= .
g

3.2 Mik a tobbdimenzios valvaltozék eloszlasfiiggvényének tulajdonsagai?
Allitas: Vektor val. valt. closzldsfv-ének tulajdonsdgai (k > 2 esetén):

1. F¢ minden véltozéban monoton né: Ha x} < x;*, akkor

Pk(xl,“.,xf7.n7xk) < PE($1,.“,$:*,“.,$k)

2. F¢ minden véltozéban balrél folytonos.
3.
lim Fe(t)=0 Vj=1,...k.

tj——o00

Fe(t) = 1.

1m
t1,ta,..,tx—00

5. Va,b,€ R¥ ha a < b (minden koordinitdban):

> (=) Fe(ae+b(1 - €) >0,

ee{0,1}*
ahol |e|: ahdny l-es van e-ban, ae és b(1 — €) koordindtédnkénti szorzatot jeldl, pl:
aiel

a2€2

AK€l
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3.3 Mit neveziink egyiittes és peremeloszlasnak diszkrét 2 dimenzids valvaltozdok
esetén?

Definicié: Vektor val. valt. eloszlasas:

Allitds: Th F:R2 5 Raf = (n,) val. vélt. egylittes eloszldstv-e, F,,(z) az n, F,(y) pedig a v val.
valt. eloszlasfv-e. Ekkor:
Fy(z) = lim F(z,y) F,(y)= lim F(z,y).

Y—00 T—00

Definicié: Egy vektor értékii val. valt. barmely komponensének valészintiségeloszlasat peremeloszlasnak
nevezzik.

3.4 Hogyan szamoljuk tartomdanyba (téglalapba) esés valdsziniiségét 2 dim
valvaltozoé esetén ha adott az egyiittes eloszlasfiiggvény?

Allitas: Legyen (¢,7) 2 dimenziés val. vélt., melynek eloszlésfv-e: F(x,y) = P(€ < 2,1 < ). Ekkor:

P(a; <& <bi,as <n <o) =F(by,b2) + F(ar,a2) — F(ai,ba) — F(b1,as).

Bizonyitas: Jeloljiik a £-hez tartozo értéket z-el, az n-hoz tartozoé értéket y-al. Jeloljiik T-vel a kérdéses
eseményhez tartozo esetet:
T={a1 <{<baz <n <o}

y

by —

ay —

Legyen ezen kiviil:
t1 ={{<bi,n<b} tz={{<ai,n<ba}

ta={{ <ai,n<ax} tya={{<bi,n<a}
Ekkor
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y 4 y
b, (b, b2) by (a1, by)
a — az |
t
1 ts
bl X a; bl X
ai
y 4 y
bL bL
a (ag, az) ao (b1, a2)
to a by X " ‘ a b: X

T:tl(t3Ut4) = P(T) = P(tl) —P(tht4) = P(tl) — (P(t3) +P(t4) —P(t3ﬂt4))

mivel t3 Nty = tg, ezért:
P(T) = P(tl) — P(f3) — P(t4) + P(tz) = F(bhbg) - F(al,bg) - F(bl,ag) + F((Ll,ag).

3.5 Ha (¢, 1) egy folytonos eloszlast 2 dim valvaltozd, mik a peremsiiriiségfiiggvények
és hogyan szarmaztathatdak az egyiittes siirtliségfiiggvénybo6l?

Allitas: Ha E(m,7y) : 2 = R? val. vélt., Q¢ < Age, és a siirtiségfv-e f(n,y), akkor
(oo} (oo}
£@) = [ fa iy & 1,00 = [ (e

3.6 Mi az 0sszefiiggés a peremsitiriiségfiiggvények és az egyiittes stlirtiségfiiggvény
kozott ha £ és n fiiggetlenek?

Allit4s:
f(n,v)(% y) = fn(x)f'y(y)

3.7 Hogyan szamoljuk tartomanyba (pl. téglalapba) esés valésziniiségét 2
dim valvaltozo esetén ha adott az egyiittes stirtiségfiiggvény?

Allitas: Legyen (£,7) 2 dimenziés val. vélt., melynek sfirtiségfv-e: fen(z,y). Ekkor:

Pla; << br,a <n<by) =

bo b1 as ai ba ay az by
_ / Fem (@ y)dady+ / / Fem (@, y)drdy— / / Fem (@ y)drdy— / Fem (@ y)dzdy.

—oo J— —o0 J—

Bizonyitas: Hasonldan az el6z6hoz.
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4 Tétel: Valosziniiségi valtozok transzformaltjai

4.1 Ha adott egy ¢ diszkrét valvaltozé melynek lehetséges értékei zq, 2o, ...,
ismerjiik az eloszlasat, és egy h fiiggvény, hogyan szamitjuk ki az n = h(¢)
valvaltozé eloszlasat?

Definicié: Legyenek a & diszkrét val. valt. lehetséges értékei x1,xa,... és a megfeleld valdszintiségek

D1,D2, ... (nem feltétleniil véges sok, ldsd pl a geometriai eloszldst). Ekkor n = h(&) val. vélt. lehetséges
értékei az y1 = h(x1),y2 = h(x2), ... sz2dmok, és a megfeleld valdszinliségek:

Pln=ys)=a= Y, Pl=wz)= Y bp:

h(zi)=yk h(z:)=yx

Megjegyzés: A szumma azért kell, mert h nem feltétleniil injektiv.

4.2 Ha ¢ egy folytonos eloszlasi valvaltozé melynek a stirtiségfiiggvénye f(z),
valamint h(z) szig mon és diffhaté, hogyan szadmitjuk ki az n = h(§)
valvaltozo siirliségfiiggvényét?

Allitas: Ha h szig. mon., akkor az n val. valt. y, = h(xp),k = 1,2,... értékeihez tartozé eloszlds

megegyezik a £ val. valt. eloszlasaval.

Allitads: Tfh h szig. mon. és diff-hatd, & folytonos eloszldsi val. valt., slirliségfv-e: f. Ekkor n = h()
val. valt. striségfv-e:
dh‘l(y)’

oto) = 107 )|

Bizonyitds: Tfh h szig. mon. né. Ekkor az {n < y} = {h(£) < y} esemény egyenld a {£ < h~=1(y)}
eseménnyel:
{n <y} ={weQnw) <y} ={we QW) <y} =~
Ha h novo:
*=w € Qé(w) < h™Hy).

fgy 7 eloszlasfv-e:
G(y)=P(n<y)=P(h(§) <y) =PE<h™'(y) = F(h'(y)),
ahol F a £ val. valt. eloszlasfv-e. Ekkor a lancszabdly alkalmazasaval:

_ dF(hil(y)) — f(hfl(y))dhil(y)

9(y) = G'(y) a TR

dh~1(y) . " 1. ”
ahol =" > 0, mert h szig. mon. né (= h™! szig. mon. né).

Tfh h szig. mon. csokken. Ekkor az {n < y} = {h(£) < y} esemény egyenl a {£ > h™1(y)} eseménnyel.
Ekkor x = {w € Q|¢(w) > h™1(y)}. Ekkor

Gly) =P <y)=PME) <y)=PE>h"'(y)=1-PE<h™(y)=1-F(h~'(y)
, L dht
o) = &) = —fn ) D),
Y
ahol dh;i;(y) < 0, mert h szig. mon. csckken.
4.3 Mi lesz a transzformalt valvaltozo siirtiségfiiggvénye ha a transzformacio
linearis?

Példa: Linedris transzformacio: n = al + b, € strtségfv-e f. Ekkor 7 sliriiségfv-e:

s =it (150
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Megjegyzés:

L e =(0).
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5 Tétel: Feltételes eloszlas- és siirliségfiiggvény, feltételes varhatoé
érték
5.1 Hogyan definidljuk a £ valvaltozé y; < n < y; feltétel melletti eloszlasfiiggvényét
ha (¢,n) diszkrét valésziniiségi vektorvaltozd?

Definicié: A & = z; esemény n = yy, feltétel melletti valdszintisége:

P& =i, =yx)
P(n=yx)

P =xziln=yx) =

Megjegyzés: A szamlald az egyiittes eloszlast megadd tablazat egy celldja, a nevezd pedig 1 peremeloszldsnak
1 értéke.

Definicié: A £ val. valt y; < n < y; feltétel melletti feltételes eloszlasfv-e:
F*(zly; <m <y;) = P& <zlyi <n<y;).
5.2 Hogyan tudjuk meghatarozni az értékét az egyiittes illetve a peremeloszlasok
segitségével?
Allités: Legyen a (&,m) diszkrét vektor értéki val. valt. eloszlasfv-e F'(z,y), és n peremeloszlas-fv-e:

F,(y) = lim F(z,y).

T—r 00

Ekkor, ha feltessziik, hogy F),(y;) # F;,(y:), akkor

F(mvyj> B F(xayi)
Fy(y;) — Fla,y:)

F(xlyi <n<y;) =

Bizonyitas:
P(§ <,y <n<y;) = Flz,y;) — F(z,y).

Maésrészt definicié szerint

* P(f<l‘ayi<77<y‘) F(xay)_F(x7yz)
Fr(zlyi <n<y;) =PE<zlyi<n<y;) = Plr <1< 1) = F(y’_)iF(yl) :
i j n\¥Yj n\Yi

5.3 Folytonos esetben hogyan definidljuk F*(z|z)-t?

Definicié: A £ val. valt. n = z feltétel melletti feltételes eloszlasfv-e:

F(aln = 2) = lim (P(€ < alz <5 < 5+ b)),

ha a hatarérték létezik.

5.4 Folytonos esetben hogyan definidljuk é-nek az n = z feltétel melletti
feltételes stirtiségfiiggvényét?

Definicié: &é-nek az n = z feltétel melletti stirtiségfv-e:

_ Jenw(@2)

ff\n:z(x) fﬁ(z)
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6 Tétel: L? terek, konvergenciatipusok L? terekben

6.1 Hogyan definidljuk az L} fiiggvényteret?
Definicié: Legyen p € [1, 00|

£2(0, 3, P) = {f : Q — R|f mérhetd és / |f|PdP < oo} .
Q

6.2 Hogyan definidljuk egy f fiiggvény p-normajat?
Definicié: f fv. p normdja: (2, §, P) val. mez, p € [1,00[, f € £8(Q, T, P),

Uil = {(fQ 1f/IPdP)?  hape [1,00]
Sup,eoa | f(w)] ha p=o0

)

ahol az A halmaz jelentése: A-n kiviil f korldtos és P(A) = 0.

6.3 Mi az L? tér, milyen konvergenciatipusokat ismer L? terekben, és milyen
osszefiiggések allnak fent ezek kozt?

LP terekben az alabbi konvergencia-fajtakat kiillonboztetjiik meg:

1. 1-vallal egyenletes konvergencia.
Legyen (fn)nen £P-beli fv-sorozat, f € £P.
fn — [ 1-vallal egyenletesen (majdnem mindeniitt egyenletesen), ha

(fa—=f)eL>®YneNés ||fn—fllo =0 (n— o0).
ez pontosan azzal ekvivalens, hogy

ap = sup |fu(w) — f(w)| — 0.
wEeN

mme

Jelolése: f, — f.

2. 1-vallal konvergencia.
fn — f 1vallal, azaz f, — f P.m.m., ha

JA € §, hogy P(O\A) =0¢és fr(w) = f(w),Yw € A,
masszdval, val. mezd, és val. valt. esetén:

P({w € Qfgn(w) = £(w)}) = 1.

3. LP-ben valé konvergencia (p € [g, 00[).

1
o 25 g v lfy = flly =0 azaa ([ 15, = srap) <o
Q
Az eddigi konvergenciatipusok altalanos f-re vonatkoztak, a kovetkez6 2 kifejezetten val. vélt-okra, ezért
hasznljuk a tovabbiakban a & jelolést f helyett.

4. Sztochasztikus konvergencia.
(Q,5, P) val. mez6, (§,)n € Nval. vélt. sorozat Q-n, £ : Q@ — R val. valt. £, — £ sztochasztikusan,
ha
Ve >0 P&, — & >¢) = 0.

azaz

Pwe Q||§n(w) —¢(w)| >¢) = 0.

5. Eloszldsban val6 konvergencia. (2,§, P) val. mezd, (&,)nen val. valt. sorozat Q-n, £ : Q@ — R val.
valt. A (§,)nen val. vélt. sorozat eloszldsban tart £-hez, ha

P&, <) = P(§ < z)Vz € R, melyre z — P({ < x) folytonos fv.
Roviden: Fe, (x) — Fe(x).

2018.12.30. 32. oldal Erdélyi Aron



Valészinliségszamitas, Matematikai Statisztika Vizsga Jegyzet B Tételsor, 6. Tétel

Allitas:

Bizonyitas: @ =

Tudjuk, hogy || fn — fllooc — 0, kell, hogy ||fn — f||p = 0, ami ekvivalens azzal, hogy

(/ |fn—f|de>p—>O<:>/|fn—f|de—>0(mive1p>1)
Q Q

& 1= 1115 0.
Tudjuk, hogy .
|fo = fIP < (Zlég | fnlw) — f(w)l) = |lfn(w) = f(@)%,

ezért

anff\lié/ﬂllfnffll&dpianff\lﬁo/gldpﬁﬂ

Bizonyitas: @ = @
Azaz azt szeretnénk belatni, hogy az 1-vallal-konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus. Tudjuk, hogy

P({w € Qféu(w) = £w)}) = P(K) = L.

Legyen € > 0 és
an = P({w € Qlén(w) — €w)| > £}) = P(4,).

Kell: a,, — 0 (ekkor teljesiil @) Legyen w € K
= Ve > 0-hoz Ing € N, hogy ¥n > no-ra [§,(w) — {(w)] < e
=Vn>n: wé¢A,=we\A4,.
Tth 3¢ > 0, hogy P([¢n(w) — &(w) >¢l) # 0

=36>0: a, =P, — & >€)>d>0 oo sok n-re.

Azaz (&, )nen részsorozat, hogy

P({l&, —¢l>¢}) =6
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igaz Vn € N-re. De £ — € 1-vallal:

{wealéuw) — @) > e} € {we nw) £ )}

A jobb halmaz mértéke 0, viszont § > 0. Ez ellentmondas.

Bizonyitas: @ =
& — € £P-ben, azaz E(|¢, — &P) — 0
Kell: Ve >0: Pl —& >¢€)—0

P(|£n,_§|>5):P(|§n_f‘p>€p)gw_>07

ep

ahol a becslésnél a Markov-egyenlétlenséget hasznéltuk.
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7 Tétel: Centralis hatareloszlas tétel, Nagy szamok gyenge torvénye,
Nagy szamok eros torvénye

7.1 Mit mond ki a centralis hatareloszlas tétel?

Tétel: Centralis hatrelloszlas tétel:
&1,&, ... fliggetlen, azonos eloszlast val. valt-ok. o2 (&) < oo. Ekkor

> e &k —nE(&)
Vo (&)

ahol N(0,1) egy standard normélis eloszldsd val. valt.

= N(0,1),

Megjegyzés: & helyén akarmelyik £ dllhat, mivel azonos eloszlasuak.

7.2 Mit mond ki a DeMoivre-Laplace tétel?

Tétel: DeMoivre-Laplace tétel:
(&)jematnoon fiiggetlen val. vélt-ok, P(§ = 1) = P(é = —1) = 1. Ekkor E(¢;) = 0 és sigma®(&;) =

o(&) =1.
Sp=> & mneN.
j=1

Ekkor
P(Je<r)- r/ .

7.3 Mit mond ki a nagy szamok gyenge torvénye?

Tétel: Nagy szamok gyenge torvénye:
&1, &2, ... figgetlen, azonos eloszlasa val. vélt-ok, P({; = 1) = p, P({ =0) =1 — p,p €]0,1[. Ekkor

Z;‘L:1 gj
n

— p sztochasztikusan,

ahol p egy konstans p értrékii fv. Azaz

P <|Z?_1§j —p

n

25)%0 Ve > 1.

A tételt véges szérasnégyzet esetén bizonyitjuk.

Allitds: Ha &, &, ... fiiggetlen, azonos eloszldsid val. valt-ok, o2 (&) < o0, akkor

&
=18 — E(&) sztochasztikusan.
n
. o Tos . ” , D& .
Bizonyitas: Irjuk fel a csebisev egyenlétlenséget =——=-re:
n 2 E?:l 9]
2 =18 7 ( n ) 1
Y <| n TP =ze)s g2 52712 ZE] - 52 7 (6k) = n’ &)

Mivel a &;-k azonos eloszlastak, és fiiggetlenek. A jobb oldali kifejezés pedig mivel o%(&) véges, és
n — oo, tart a 0-hoz. A baloldali kifejezést tekintve pedig pontosan ez a sztochasztikus konvergencia
feltétele.
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8 Tétel: Statisztikai alapfogalmak, maximum likelihood elv

8.1 Hogyan definialjuk az empirikus eloszlasfiiggvényt?

Definicié: A minta eloszldsfv-e Ha £ a minta nagysiga szerinti névekvd sorrendbe rendezett elemei
kozil az i-edik
ha x <¢&F

haéy <z <&, k=1,.,n-1
ha & <z

F,(x) =

= 3w O

8.2 Mit mond ki a Gilvenkd tétel?

Tétel: Gilvenko tétel:
Ha ugyan azon eloszlasbdl vesziink mintakat:

P ( lim ( sup  |Fn(x) — F(x)|) = 0) =1,

azaz F,(z) 1-vallal tart F(x)-hez.

8.3 Mi a becsléselmélet alapproblémaja?

Adott egy minta, és esetleg a sokasag eloszldsdnak tipusa és egyes paraméterei. Keressiik a sokasdg pontos
eloszlaséat és paramétereit. Ekkor becsliink.

8.4 Milyen tulajdonsagokkal jellemezhet6 egy becslés?

Legyen & a megfigyelt val. valt., 8 a £ eloszlds megfigyelt paramétere. £1,&s,...,&, a &-bOl vett n elemi
minta.
Készitsunk statisztikat, amibdl lehet kovetkeztetni 6-ra:

0= f(€1,&,...).

Tulajdonsag: Torzitatlansag:

A becslés torzitatlan, ha E(6) = 6.

Tulajdonsag: Hatdsossag: R
61 hatdsosabb, mint 05, ha o(01) < o(62).

Tulajdonsdg: Aszimptotikus torzitatlansag:
A minta elemszamdnak névelésével a becsléfv varhaté értéke megegyezik a sokaséag jellemz6 értékével:
01,05, ...,0, asszimptotikusan torzitatlan, ha

lim E(6,) =6

n—oo

Tulajdonsag: FElégségesség:

Af = f(&1,&,...,&,) statisztika elégséges becslése a 6 paraméternek, ha a mintavaltozok egyiittes
feltételes eloszldsa, barmely modon megvaldsulé § = y feltétel esetén nem tartalmazza a becsilt 6
paramétert.

Tulajdonsag: Konzisztencia:

1. A becslés torzitatlan

2. A mintaelemszam csokkentésével a paraméter és a becslés kozotti eltérés e ald csokken.

8.5 A mintaatlag és az empirikus szorasnégyzet tulajdonsagai

Definicié: Mintaatlag:
Zk:l gk

n

&=
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Definicié: Empirikus szérdasnégyzet:

k=1 *E)Q.

7€) = :
Tétel: A mintadtlag torzitatlan becslése E(&)-nek
Tétel: A mintadtlag szérdsa — 0, ha n — oo
Tétel: A mintadtlag az elméleti varhaté érték (E(€)) linedris becslései koziil a leghatdsosabb.
) nem torzitatlan becslése o2(€). (asszimptotikusan torzitott).

Tétel: Az empirikus szérasnégyzet (o2

Definicié: Korrigalt szorasnégyzet:

Tétel: A korrigdlt szérdsnégyzet torzitatlan becslése o2 (€)-nek.

8.6 Mi a maximum likelihood elv?

Altaldnossagban: A MLE (Maximum Likelihood Estimation) sordn az L(0) likelihood fiiggvényt kell
maximalizalnunk a 6 ismeretlen paraméter tekintetében. n fliggetlen minta esetén

L) = f(x1, 22, ..., wn]0) = f(21]0) f(22]0)... f (24]0)

sorozatot nehéz maximalizdlni = log likelihood (mert a log. fv-nek ugyan az a menete, mint a bels6
fv-nek).

10) = In(L(0)) = In | [] £(z;10) | = in(x;]0).
j=1 j=1

8.7 Mi a konfidenciaintervallum, és hogyan szamithaté ki kiilonféle esetek-
ben?

Definicié: Konfidencia intervallum: A 6 becsléséhez tartozé |0 — z,0 + z[ konfidencia intervallumrol
azt mondjuk, hogy 100(1 — a)%-0s megbizhatdsdgi szinthez tartozik, ha az esetek 100(1 — a)%-ban a
ténylegesen meghatarozott intervallum lefedi a becsiilt paraméter (0) valédi értékét.

Allitas: Konfidencia intervallum kiszamitasa:

1. Normalis eloszlas, ismert szoras:
Becsiiljik E(§) = m-et

= standard normalis eloszlasu

2) =P < —2)=0(2) — (1 — &(2)) =2P(2) — 1

<m<&+z— 7

vn’

<z:>§—z
7 vn
ahol zﬁ a hiba.

2. Nem normalis eloszlds, ismert szoéras:
Ha az eloszlds nem normalis, CHT-val becsiiljiik.

G

Ezzel a ®(x)-el tudunk tovdbb szdmolni.
E—m - o -
P — <z|=20(2)-1= [{—2—=,{+
o a
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3. Normélis eloszlds ismeretlen szérdssal (Student):
E(&) = m-et becstljiik.
_&m

Mivel ¢ ismeretlen, ezért n = S==-et becsiiljik
vn

ahol s, a korrigdlt empitikus széras, 7 a Student-féle t eloszldst dof = n — 1 szabadsédgfokkal - z
helyét most t veszi at.

= Konfidencia Intervallum = |& — ¢/ S—",E y gdof Zn
Vn n
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