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A. Az A tételsor tételel

A.1. Eseménytér, o-algebra

A.1.1. Definicié. (Eseménytér) Adott Q2 nemiires halmaz, ennek részhalmazai
az események.

A.1.2. Definicid. (o-algebra) Adott F, mely Q részhalmazainak egy rendszere,
o-algebra, ha:

o tartalmazza Q-t (U € F),
e zdrt megszdmldlhato halmazok unidjdra,
e zdrt a kilonbségképzésre.

Megjegyzés. F elemeit ilyenkor eseményeknek nevezzik.

A.2. Diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasa, eloszlasfiiggvény
(skaldr eset)

A.2.1. Definicié. (Diszkrét valdszindségi vdltozd eloszldsa) Adott (Q,F,P) valdsziniiségi
mezd folotti & valdszintlségi vdltozo eloszldsa Q¢ (A) = P(£~1(A)) € R.

A.2.2. Definicié. (Valdszindségi vdltozd eloszldsfigguénye) Adott (Q,F,P) valdszindségi
mez0, valamint £: Q — R waldszintségi vdltozo. FEkkor & eloszldsfiggvénye
Fe:R = R,
Fe(x) = P(€ < 2) = P({w € R | {(w) < z}) = P(ET1] —o0,2[) =
Qe(] — o0, z[)

A.2.1. Allités. (Az eloszldsfigguény tulajdonsdgai)
1. Monoton nd, azaz Vry > x1 € R —re Fe(xa) > Fe(xq)
2. limg 00 Fe(x) =1
3. limg o Fe(xz) =0

4. Balrdl folytonos

A.3. Fiiggetlenség, feltételes valoszintiiség, teljes valosziniiség
tétele, Bayes-tétel

A.3.1. Definicid. (Valdszindségi vdltozdk figgetlensége) Adott (F,Q2,P) valdszindiségi
mezd esetén az A € F és B € F események fiiggetlenek, ha
P(ANB)=P(A)-P(B)

A.3.2. Definicié. (Feltételes valdsziniség) Adott B € F esemény, tfh. P(B) #
0 Ekkor az A € F esemény feltételes valdsziniisége B szerint
P(ANB)

P(A|B):W=PB(A)



A.3.3. Definicié. (Figgetlen eseményrendszer) Az (Ar)1<k<n,n € NT eseményrendszer
figgetlen, ha YA, j-re P(A; N A;) = P(A;) - P(A;), azaz pdronként figgetlenek.
Ekkor

3

P(() Ax) =[] P(Ax)
k=1 k=1

Megjegyzés. Ez csak sziikséges feltétele a fiiggetlenségnek, vagyis ebbdl a tu-
lajdonsdgbdol még nem kévetkezik a figgetlenség ténye.

A.3.4. Definicid. (Teljes eseményrendszer) Az (Ag)1<k<n,n € NT eseményrendszer

n

teljes eseményrendszer, ha A; N A; = 0 Vi # j-re és |J Ai = Q, ahol Q az
i=1

eseményteér.

A.1. Tétel. (Teljes valdsziniség tétele) Legyen (By)1>r n € N teljes eseményrendszer,
P(By) > 0 Yk-ra. Ekkor

P(4) =S  P(A| By) - P(By)
k=1

, ahol A tetszdleges esemény.

Bizonyitds.

P(A) = P(ANQ) = P(AN (CJ Bi)) = P((ANB)U(ANBy)U...U (AN B,))

i=1
Mivel az események diszjunktak, ez megegyezik az alabbival:

P(ANBy)+P(ANBy)+...+ P(ANB,) = i ngtl';fi) - iP(A | B;)-P(B;)
i=1 v i=1
O

A.2. Tétel. (Bayes-tétel) Tfh. By, Bo, ..., By, teljes eseményrendszer, és P(B;) >
0 Vi € N —re, valamint P(A) > 0. Ekkor Vk € N-re

P(By | A) = P(A|By)- P(By) _ ] P(A| By)
;P(A | Bi) - P(Bi)

P(A)

Bizonyitds. P(A| Bg) = P(AkaBk)’ és P(By | A) = P(f(’“/SA) = P(;&?’“). Ebbdl

P(A| By)-P(By,) = P(ANBy,) = P(By, | A)-P(A) — P(B; | A) = P(A] I‘é&-)P(Bk)

O



A.4. Binomialis és Poisson-eloszlas

A.4.1. Definicié. (Binomidlis eloszldst valdszindiségi vdltozd) A € val. vdltozd
n

(n,p) paraméterd binomidlis eloszldsid, ha P(é =k) = (}) - p* - (1 —p)"~*

Példa. Egy adott mitét p valdszinidséggel haldlos kimenetell. Ekkor azn elvégzett
miitét kozul haldllal végzéddek szdma binomidlis eloszldsi.

A.4.1. Allitas. (Binomidlis eloszldstd val. vdlt. eloszldsfiggvénye) Legyen F :
R — R, legyen n és p rogzitve. Ekkor

0 hax <0
k
Flz):=< > (Mpm(1—p)"™ hak<z<k+1, ahol0<k<n
m=0
1 hax>n

A.4.2. Definicié. (Poisson-eloszldst valdszindségi valtozd) A € valdszindségi
vdltozé Poisson-eloszldsid, A paraméterrel, ha P(§ = k) = /I\C—Te*)‘ AER

Megjegyzés. Poisson-eloszlasnadl nincs megkdtve a maximdlis szama a vizsgdlt
dolgoknak, végtelen sok elemet vizsgdlunk.

A.4.2. Allitas. (Poisson- és binomidlis eloszlds kapcsolata) A Poisson-eloszlds
Jol kozeliti (s6t, hatdrértéke) a binomidlis eloszldst(-nak), ha n — oo, és np =
M= p=2) dllandd.

Bizonyitds.
n\ A A nn—1)n-2)..-(n—k+1) N\ Ay
P — — _7](:.1_771,]6: .7.1_771,]6:
€=0=(})@ra-2) . a2
nn—1)....n—k+1) )\7’“ (175)717,@
nk k! n
Ennek hatarértéke
nn—1)..(n—k+1) I Mok o A Ak
i ok oGt im0
mivel
TS Gl Uk SO Ll e T UYS B C P SOV B S
n—oo n n n n n— 00 n n
AF Ak Ak A Ak oy . AR N W
G Um) T = gy O O et i U ) =
—e~ A —1

A.5. Geometriai és hipergeometriai eloszlas

A.5.1. Definicié. (Geometriai eloszldsi valdszintdségi vdltozd) Adott & diszkrét
valdszindségi vdltozd p paraméterezésl geometriai eloszldsu, ha P(§ = k) =
(1 —p)k=1.p, ahol Q=N (a 0 ebben nincs benne), k # 0, P(0) = 0.



Példa. Cinkelt érmét dobdlok, mely p valdsziniiséggel landol a fej oldalin. Ek-
kor ha a valdsziniiségi vdltozom azt jelzi, hanyadik dobdsra kapok fejet, akkor az
p paramétert geometriai eloszldsi lesz.

A.3. Tétel. (Geometriai eloszlds varhatd értéke) Adott & p paraméteri geomet-

riai eloszldsi valdszindiségi vdltozo vdrhato értéke E(€) = L

P
Bizonyitds.
ZJ p-(1- —PZJ 1-
o0 o0
Mivel 4 L = 4 Zo — ﬁ = Zo nz"~! ha |z| < 1 a hatvanysorba fejtés
n= n=
miatt, ezért
1 1
p) J(l— =p =p5 ==
2 (1-(1=p)* "p* p

O

A.5.2. Definicié. (Hipergeometriai eloszldsu valdszindségi vdltozé) Adott &
diszkrét valdszinidségi vdltozé (N,K,n) paraméterezési hipergeometriai eloszldsi

() (i)
valdszindségi valtozd, ha K <n < N, K,n,N € N esetén P(§ = k) = ~Eog-r2.

()
Példa. FEliltetink N darab tulipanhagymdat, K darab sargdt és N-K darab pi-
rosat, ezekbdl n darab hajt ki. Ha feltessziik, hogy a piros és sdrga hagymdk

ugyanakkor valdsziniséggel hajtanak ki, akkor annak a valdszinisége, hogy pon-
tosan k darab sdrga tulipdn lesz a kihajtottak kozt, binomidlis eloszldsu lesz.

A.6. Diszkrét eloszlasi valészintiségi valtozo varhatoé értéke

A.6.1. Definicié. (Vdrhatd érték) Legyen (Q,F,P) valdsziniségi mezd, £ : Q —
R wvaldszindiségi vdltozd. Ekkor & vdrhato értéke (ha létezik)

£) =/Q£dP

A.6.2. Definicié. (Vdrhato érték diszkrét esetben) Adott & egy valdszindségi
mezon értelmezett diszkrét eloszldsiu valdsziniiségi vdltozo. & varhato értéke ek-
kor (mivel az integrdlds egy végtelen dsszegként is felfoghatd)

Z EnP(€ = xln
n=0

azaz o0sszeadjuk a val. vdltozo dsszes lehetséges értékének és azok valosziniségének
szorzatait.

A.4. Tétel. (Binomidlis eloszlds vdrhatd értéke) Adott & (n,p) paraméterd bi-
nomidlis valdsziniségi vdltozé vdrhaté értéke E(§) = np



Bizonyitds.

E©) =37 (’?)pj (1-p)" =Y e (g = 3 i (1)

(n — ) — | [
= \J =" g n =) = G =n)ln—Jj)
Hasznéljuk az alabbi helyettesitést!
y=j—1=j=y+lm=n—-1—=-n=m+1

Ebbdl ha j = 1, akkor y = 0 és ha j = n akkor y = m, valamint n — j =
m+1l—y—1=m-—y. Igy

n ol _ e " (m+ 1)) il ey “ m! y m—y
S = g P = 3 e e = Y e 1)
y=0 Y ~ee———

Vegyiik észre, hogy a binomidlis tételt kaptuk meg, igy a szumméban taldlhato
kifejezés értéke 1. Mivel m + 1 = n, ezért

El)=(m+1)p-1=mnp
O

A.5. Tétel. (Poisson-eloszlds vdarhato értéke) Ha & Poisson-eloszldsi valdszinidségi
vdltozo A paraméterrel, akkor

E(§) =X
Bizonyitds.
) oo.>\j7 oo‘)\ji - oo)\j+1 - 00)\]
B =3 &GPE=&) =3 jqe =3 i5e =) T =y S
=0 = I T ) A pr il
Mivel e* = Z %, ezért,
k=0
o
A
- I S N
e -/\-Zﬁ—e et A=A
j=0
O

A.7. Valészintiségi valtozo eloszlasa, folytonos eloszlasi valészintiségi
valtozdk, stirtiségfiiggvény
A.7.1. Definicid. (Valdsziniségi vdltozd eloszldsa) Adott (2, F, P) valdszindségi

mezd és & valdszintiségi vdltozo esetén € eloszldsa Qe(A) = P((71(A)) € R, ahol
A C B(R), azaz Borel-halmaz.

A.6. Tétel. (Radon-Nikodym-tétel) Adott (Q,F) mérhetd tér, py,v1 : F — Ry
mértékek, s p1 < v. FEkkor Alf : Q — Ry mérhetd, és olyan, hogy YA €
F—reu(A) = [, fdv = [ xafdv



A.7.2. Definicié. (Folytonos eloszldsi valdsziniiségi vdltozd siriiségfigguénye)
Ha & egy folytonos eloszldsu valdsziniiségi valtozo, akkor a Radon-Nikodym-tétel
alapjan 'f : R — R mérhetd figgvény, melyre VA € Bg : Q¢ = fA fdA\r. Ennek
az f fugguénynek a neve striségfiggvény.

A.7.1. Allitas. (A striiségfigguény tulajdonsdgai)
1. f>0
2. |2 fddr = [p fdde = QR) = P(E1(R)) = 1
A.7.2. Allitas. Ha f: R — R olyan, hogy
o 3 [ fdA, és ennek értéke 1
e f>0

akkor 3(Q, T, P) valdszinidségi mezd, és & valdsziniségi vdltozo, melyekre Q¢ <
A, és f & (illetve Q¢) striségfigguénye.

A.7.3. Allitas. (Kapcsolat a siriiség- és eloszldsfiggvény kozott) Adott & foly-
tonos wvaldsziniségi vdltozo, és az A =| — oo; x| intervallum. Ekkor Q¢(A) =

P(E~1(A)) = [T f()dt = Fe(x)

A.7.4. Allitas. (Folytonos valdszindségi vdltozd intervallumba esésének valdszinidsége)
Adott & folytonos valdszinidségi vdltozo esetén

Pr<{<y)=Pr<{<y)=Pr<{<y)=Pa<{ly) =
~F)-F@) = [ fewa- [ " ettt = [ setwy

A.8. Varhato érték folytonos valdszintliségi valtozd esetén,
exponencialis eloszlas és varhato értéke

A.8.1. Allitas. (Adott siirdségfigguényd folytonos val. vdltozd vdrhatd értéke)
Adott & folytonos eloszldst valdsziniiségi viltozo, s fe : R = R a hozzd tartozo
striségfigguény. Ekkor € vdrhato értéke:

E(f):/ggdP = /RIdeQg:AIdRC?;dA:/fog(x)dx

mértéktartds
ahol % az un. Radon-Nikodym-derivdlt.

A.8.1. Definicié. (Exponencidlis eloszlds) Legyen (Q, F, P) valdszintdségi mezd,
& Q — R wvaldszinidségi vdltozo. FEkkor £ exponencidlis eloszlisi o > 0 pa-
raméterrel, ha folytonos eloszldsu, és striségfiggvénye

0 hax <0
fe(@) =9 . iy
ae eqyébként

A.8.2. Allitas. Ez valdban egy striségfigguény.



Bizonyitds. 1. ae™** > 0 teljesiil

2. [Z fe(@)de = [ e *%dr = limy o0 (—e™ %) . = limy, 500 —€7% —
(—e7@0) =¢el =1
O

A.8.3. Allitas. (Exponencidlis eloszlds eloszldsfigguénye) & exponencidlis el-
oszlasi val. valtozo eloszldsfiigguénye

0 hax <0
Fe(z) = .
1—e ha x>0

Bizonyitds.

x 1 x
Fe(x) = / ae” dt = oz(fae*at) 0= —e T —(-1)=1—e"

O

A.8.4. Allitas. (Or()’k’ijjﬁ tulajdonsdg) Exponencidlis eloszldst valdsziniségi
vdltozéra P(E> x4y | € >x) =P <vy)

Bizonyitds.

Plx<&{<az+4y) Felz+y)— Fi(z) 1—e @) —(1—e o

P(f > J}) B 1-— FTZ(JJ) - 1— (1 — efax)

P>atyl>a) =

e—aT _ e*a(Ier)
=—— = 1—-eY=Fy) =P <y)

e—OéI
O

A.8.5. Allitas. (Ezponencidlis eloszldsi valdszindségi vdltozd vdrhatd értéke)
Adott £ a paramétert exponencialis eloszldsu folytonos wval. wvdltozé vdrhato
értéke

1
E(¢) = —
© =1
Bizonyitds.
E(§) = / zfe(x)de = / rae % dz
—inf ty 0
Parcidlisan integrdlunk, g = x,¢' =1, f' = ae™**, f = —e™ %,
/00 xae” “Wdr = (xe” ") oof/oo(fe*‘”)dac = OfOJr(ie’aI) < 0—(7l) — l
0 B o Jo B —a o a’  «a
O



A.9. Normalis és standard normalis eloszlas

A.9.1. Definicid. (Normdlis eloszldsi val. vdltozd) Adott (2, F, P) valdszinidségi
mezd, és £ : Q@ — R £ (m,o) paraméterekkel (o > 0) rendelkezd normdlis

eloszldsu valoszindiségi vdltozo, ha & folytonos eloszldsiu, és striségfiggvénye
2 1

felw) = el m

2o

A.9.2. Definicid. (Standard normdlis eloszlds) Azt mondjuk, hogy & standard
normdalis eloszldst valdszinidségi vdltozo, ha € normdlis eloszldst valdsziniségi

valtozd (0,1) paraméterekkel, (azazm =0, o0 =1). Ekkor fe(x) = ﬁe_é-

2

Elosldsfigguényét ekkor ®(z) jeldli, ®(z) = [*_ —Le™ 7.

o0 /21

A.9.1. Allitas. (Normadlis és standard normdlis eloszlds kozti kapesolat) Ha &

normdlis eloszldsi (m, o) paraméterezéssel, akkor Fe(x) = ®(#™)

Bizonyitds.

z 1 = _942
Fg(x)Z/ e 227

—o00 V2O

r—m
o

Legyent:m+02—>z:t_Tm7dt:Udzt:x:>z:

y
Hatarok: ¢t - —0c0 = 2z — —00

= 22 1 o 52 T —m
e 2odz = — e 2dz=9
/_oo V2mo V2T /_ ( )

A.10. Széras és kiszamitasa. Csebisev egyenlGtlenség.

A.10.1. Definicid. (Szérdsnégyzet) Adott (Q,F, P) valdsziniiségi mezd, és & :
Q — R waldszintiségi vdltozs. Tegyik fel, hogy IE(E) < oo. Ekkor £ szdrdsa
a?(€) = E((§ - E(€))*)

A.10.2. Definicié. (Szdrds) & szérdsa o(&) = \/E((€ — E(€))?)
A.10.1. Allitas. (Szérdsnégyzet kiszamitdisa) o2(€) = E(€2) — E2(€)
Bizonyitds.

a?(€) = E((€ — E(©))(§ — E(€))) = B(&* —2B(£)¢ + E*(€))

Mivel a varhato érték egy integral, ezért linearis, azaz val. véaltozdk Osszegének
varhato értéke megegyezik a varhatd értékek Gsszegével. Igy

E(&—2B(£)¢+E(€)) = E(€*)~E(E()¢) +E( E°(€) ) = E(¢*)—2B¢)+E*(¢) = B(E*)—E*(€)

——
2E(§)E(E) konstans

O

Példa. Adott egy dobékocka (dk), k db oldallal. Legyen a & valdsziniségi viltozd
k

az, hogy hanyast dobtunk. A & vdrhatd értéke: E(§) = > i - %, a &2 vdrhato
i=1



k k
értcke: E(E?) = Y i*- £, E%(&) = Y. i? - 5. Ekkor a szérdsnégyzet o® =

k k
2,01 2 k=1 _ k-1 ;2
U = Z (- 5 Z t
i=1 i=1

I
M=~
Il
©
[V
Eald
|
'Mk
~.
.l\')
T
I
M=
«
no
EN

E(&?)-E*(§)
A.10.2. Allitas. (A szdrdsnégyzet tulajdonsdgai)
1. 0%(¢) >0
Bizonyitds. Ez tényleg trivialis. O
2. 0%(a& +b) = a®0?(&) (eltolva a szdrds vdltozatlan)

Bizonyitds. E(((a&+b)—E(af +b)?) = E((a+b—aFE(£)—b)?) = E(a(é—

aE(f)-‘rE(b)
~
E(€))%) = a®E((§ — E(€))?) = a®0*(¢) O

A.7. Tétel. (Csebisev-egyenldtlenség) Adott (Q,F, P) valdsziniiségi mezd, és
& : Q — R waldszindségi vdltozd, melyre IE(§) < co. Ekkor

()

PE-B©I 2 ) < 55

, ahol € > 0 tetszdleges valds szam.

Bizonyitds.
{E=E@ > e ={-EQI >
>0 >0

Markov-egyenl6tlenség: P(£ > ¢€) < ES)
Itt ez az alabbi alakot olti:

Markov &-je

B. A B tételsor tételei

B.1. Mérheto terek

B.1.1. Definicié. (Mérhetd tér) Az (2, F) rendezett pdr neve mérhetd tér, ha
Q egy nemiires halmaz, és F C 2 o-algebra.

B.1.2. Definicié. (Fiiggvény mérhetésége) Adott (Q,F) mérhetd tér, f : Q —

R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f mérheté, ha VB € B(R) -
——
R félotti Borel-halmazok

re f~YB) € F, ahol f~Y(B) a B halmaz f szerint dsképe, azaz f~*(B) =
{we @] f(w) € B}

10



Példa. = {0,Q}, f(A) = 0; f(B) =1
B ={1} =[0;1]N[1;2]
fYUB)=B¢3, dehaF ={0,A,B,Q}, akkor f mérhetd lesz.

B.1.3. Definicié. (Mérték) Adott u: F — R mérték, ha YA € F-re teljesiilnek
az aldbbiak:

1. p(A) =0

2. u(®) =0

3. V(A,) C F halmazsorozatra, amire A; N A; = {0},i # j (azaz elemei
pdronként diszjunktak) esetén p(|J;=, A;) = io:l,u(Ai) (azaz o-additiv).

B.1.4. Definicié. (A-ra koncentrdlt Dirac-mérték)

)1 ,haAeB
HBAZ N0 eqyébhent

B.1.5. Definicié. (Valdsziniiségi mérték) Adott (U, F) mérhetd tér, és p: F —
R mérték, melyre u(Q) = 1 FEkkor p valdszindségi mérték (valdsziniiség), s
ilyenkor P-vel jeloljiik.

B.1.1. Allit4s. (Valdszindiségi mérték tulajdonsdgai) VA, B € F-re:
1. 0<P(A)<1

P(A) < P(B)
sAss {P(B\A) = P(B)~ P(4)
3. P(A°) =1— P(A), ahol A® az A komplementere.
4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

B.1.6. Definicié. (Valdsziniségi mezd) Ha (2, F) mérhetd tér, és P : F — R
valdszindségi mérték, akkor (0, F, P) neve valdsziniségi mezd.

B.1.7. Definicié. (Valdszindiségi vdltozd) Legyen (Q, F, P) valdszindségi mezd.
& :Q — R mérhetd figguény neve ekkor valdsziniiségi vdltozo.
B.2. Diszkrét valoszintiségi valtoz6 varhatoé értéke integralként

B.2.1. Definicié. (Indikdtorfigguény) Legyen A € F. Az A halmaz karakte-
0 haweQ\A

risztikus (vagy indikdtor-) figgvénye x a(w) =
1 howeA

xa 1 —{0;1}
Megjegyzés. Valoszintségszamitasban dltaldban indikdtorfigguénynek nevezzik.
B.2.2. Definicid. (Lépcsds figgvény) Legyen n € N, (Ag)i<k<n egy F-beli
halmazrendszer. Ekkor f : Q — R lépcsds figgvény, ha f(w) = f:l Aixa; (W),
j=

azaz indikatorfigguények egy linedris kombindcioja.

11



Megjegyzés. A fenti definicioban az A halmazt az f fligguény generdtorhalmazdnak
nevezzuk.

B.2.3. Definicid. (Lépcsds figguény integrdlja) Legyen (2, F, P) egy valdszindségi
mezd, f: Q — R lépcsds fiigguény, melyre f(w) = i ajxa,;(w), ahol A;NA; =
{0}, ha i # j, és ap, € R. Ekkor f Q feletts, JIZD1 mérték szerinti integrilja
Joy fdP = jﬁjl o, P(A;)
B.2.1. Allit4s. Legyen f : Q — R pozitiv, korldtos, mérhetd fiigguény. Ekkor
A(fn)nen fliggvénysorozat, melyre:

e Vn € N-re f, : @ — RY lépcsbs fiigguény

o Vn € N-re ésw € Q-1a fr(w) < frny1(w), azaz (fn) monoton névd régzitett
w esetén.

o Vw € Q-ra lim,, o fr(w) = f(w)

B.2.4. Definicié. (Vdrhatd érték) Legyen (Q,F, P) egy valdszindiségi mezd,
¢ : Q = R waldszindségi valtozd (megj.: € mérhetd). Ekkor a & vdrhatd értéke

(ha létezik) E(&) = [, £dP
B.2.2. Allit4s. Ha & valdszindségi valtozo diszkrét, akkor vdrhato értéke: E(§) =

i::o EP(E =£,)

B.1. Tétel. (Markov-egyenlétlenség) Adott € > 0 valdszindiségi vdltozd, és e > 0
tetszoleges valds szam. Ekkor

E(E)

€

PE>¢€) <

Bizonyitds.

E(E)

€

E() = dP dP dP = 1dP = eP P
©= [ ¢ >/{€>E}s >/{£>€}e 6/{@6} P> )= Pl¢26) <

O

B.3. Lebesgue mérték, mértékek abszoliut folytonossaga és
szingularitasa, Radon-Nikodym tétel
B.3.1. Definicié. (Lebesgue-féle kiilsé mérték) \(A) = Inf{ ML) |AC U I, ahol Inmtervallum},
n=0 n=0
ahol X(I,,) az I, intervallum hossza, és A CR
Megjegyzés. A felirasiban véges sok intervallum is lehet.

B.3.1. Allitds. Ha A C R és megszamldlhatoan sok elemet tartalmaz, akkor
AA) =0

B.3.2. Definicid. (Mértékek abszolit folytonossdga) Ha py, po : F — R mértékek,
akkor azt mondjuk, hogy w1 abszolit folytonos ps-re nézve (u1 < p2), ha
VA € F-re ha ua(A) =0, akkor p1(A) =0
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B.3.2. Allitas. Az abszolit folytonossag reflexiv és tranzitiv reldcio.

B.3.3. Definicié. (Mértékek szingularitdsa) Legyenek py, o : F — R mértékek.
Azt mondjuk, hogy p1 szinguldris pa-re nézve (u1 L pe), ha 3Q1,Qa, Q1 UQ, =
Q, Q1 N Qe = Q. Ez akkor igaz, ha u1(21) =0 és pa(Qe) = 0.

B.3.3. Allitas. A szingularitdas szimmetrikus reldcio.

B.2. Tétel. (Radon-Nikodym-tétel) Adott (2, F) mérhetd tér, p,v:F — Ry
mértékek, melyekre un L v. Ekkor 3! f : Q — Ry mérhetd figgvény, melyre
VA e F-re py(A) = [, fdv = [, xa- fdv.

B.4. Figgetlen valészintiségi valtozdk

B.4.1. Definicié. (Halmaz dltal generdlt o-algebra) Adott Q@ eseménytér, H C
29 Ekkor 3 legsziikebb o-algebra ) felett, mely tartalmazza H-t, s ennek neve
a H dltal generdlt o-algebra.

B.4.2. Definicié. (Valdsziniiségi vdltozd dltal generdlt o-algebra) Legyen €
eseménytér, és & 1 0 — R egy valdsziniségi valtozo. Ekkor a & dltal generdlt
o-algebra (F¢) a £ 1(B) halmazok dlal generdlt o-algebra, ahol B € B(R) Borel-
halmaz

B.4.3. Definicid. (Valdsziniségi vdltozdk figgetlensége) A €, 1 : Q — R valdszindiségi
vdltozok fiiggetlenek, ha VT ¢-beli és VT, -beli eseményrendszerekbdl vett események
fiiggetlenek, azaz Vi,j € N-re A; és B; fiiggetlenek.

B.3. Tétel. (Figgetlen valdszindiségi vdltozdk szorzatdnak vdrhatd értéke) Adot-
tak &, n fuggetlen valosziniiségi valtozok. Ekkor

E(n) = E(§) - E(n)

B.4. Tétel. (Figgetlen valdszinidségi vdltozdk dsszegének szdrdsa) &, n fiiggetlen
valdszintségi vdltozokra

o (€ +n) = %)+ (n)
Bizonyitds. Tudjuk, hogy o2(&) = E(£2) — E?(€). Ebbél
o?(E+n) = B(E+0)*) = (B(E+m)* = B +26n+1°) — E€+n)E(E+n) =

= B(&)+ 2B(&n) +E*) - (E(€)E(€) + E(©E(n) + E(n)EE) + E(n)E(n)) =
——

2E(§)E(n)

= E(&*)~E*(©)+En*)~E*(n)+2E(§) E(n)—2B(§)E(n) = E(&*)~E*()+E(n*)~E*(n) = 0*(§)+0*(n)

O

B.4.1. Allit4s. (Figgetlen vektorértékd valdsziniségi vdltozdk egyiittes eloszldsa,
&
&

eloszldsfiigguénye) Legyen & : Q — R¥ waldszindiségi vdltozo, € = | ~ |. Ekkor
&k
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k
az egytittes eloszlds: Q¢ = [ Qe,, az egyiittes eloszldsfiggvény adott t =
i=1
tk
k
pontban: F(t) = [ Fg,(t;), azaz a margindlisok (peremeloszldsok) szorzata (ez
j=1

sziikséges és elégséges feltétele a figgetlenségnek).

B.5. Vektorértékii valészintiségi valtozok

B.5.1. Definicié. (Tébbdimenzids valdsziniiségi vdltozs) € : Q — RF wek-
&1(w)
£a(w)

torértéki valdsziniségi vdltozd, ha &(w) = ' , ahol &1, &, ..., & valdszindségi

fk(w)

valtozok, w € Q, & € R

B.5.2. Definicié. (Vektorértékii valdszindségi vdltozd eloszldsfiggvénye) Adott
¢ = (&,...&) valdszindségi vdltozd. Ekkor eloszldsfigguénye: Fe : RF —

k
R,Fe(t) = P(EHT] ]—o0;t4[), ahol t € R¥ ¢t = (t1,t2,...,tx), s a produktum
j=1
alatt halmazok Descartes-szorzatdt értjik.

B.5.1. Allitas. (Tobbdimenzids eloszldsfigguény tulajdonsdgai) Adott Fyi -
RE — R ekkor az aldbbi dllitdsok teljestilnek:

o limy,, o, Fe(t) =0, ahol 0 < i < k tetszdleges.

o limy, ¢, t0)—(00,00,...,00) Fe(t) = 1.

o Minden vdltozéban monoton né, azaz ha x} < x}*, akkor Fe(x1, ...,x}, ..., xx) <
Fe(xl,...,zf*, ... zk).

e Minden vdltozéjaban balrdl folytonos.

e Ya,b € RF-ra haa < b (minden koordindtdjiban), akkor > (—1)ll F¢(ae+
ec{0;1}"
b(1—e)), ahol e egy nulldkbdl és egyesekbdl dlld vektor, |e| pedig a benne levd
egyesek szdma, s a vektorokat koordindtdnként szorozzuk 6ssze egymdssal.

B.5.2. Allitas. (Kétdimenzids valdsziniiségi vdltozé margindlisai) Adott £(n,~) :
QO — R? wvaldsziniségi vdltozd, melyre Qui < Ar2, azaz folytonos eloszldsi,

stiriiségfigguénye pedig f(, ). Ekkor a peremsiriiség-figguények: fy(x) = [ fon (2, y)dy,
valamint f,(y) = fR f(ny,y)(x,y)dx.

B.5.3. Allitas. (Folytonos vektoridlis valvdltozé margindlisai, figgetlen kompo-
nens valvdltozdk esetén) Ha &1, &, ..., &k koordindta valdszindségi vdltozdk figget-

lenek, akkor (és csak akkor) H?:l fe; (t5) = fe(ts, ... tx), ahol fe, margindlis, fe
az egyiittes striségfiigguény, ést = (t1,ta, ..., t) € RF.
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B.5.4. Allitas. (Téglalapba esés valdsziniisége, folytonos eset) Adott &(n,7y)

folytonos valdszindiségi vdltozd, melynek egyiittes stirtségfiggvénye fe(x,y), va-

lamint egqy A CR?, A=1xJ, I,J CR, I =[z1,22], J = [yl,y2] téglalap.

Ek‘k:or az A téglalapba esés valdszindisége P(n € I,y € J) = [, fe(z,y)d(z,y) =
f fe(z,y)dady

B.6. Kovariancia, korrelacio

B.6.1. Definicié. (Valdsziniségi vdltozék kovariancidja) Legyenek € ésn valdszindségi
vdltozdk, melyekre feltessziik, hogy 30%(€) és o2(n). Ekkor & és n kovarian-

cidja a B = (£ — E(&)(n — E(n)) valdszintiségi vdltozd vdrhatd értéke, azaz
cov(§,m) = E((§ — E(§))(n — E(n)).

B.6.1. Allitas. (A kovariancia tulajdonsdgai)
o cov(,§) = a*(§)
e cov(§,n) = cov(n, §)
e Va € R-re cov(a&,n) = acov(€,n)
o cov(§ +1,7) = cov(,7) + cov(n,”)
B.6.2. Allitas. cov(¢,n) = E(¢n) — E(€)E(n)

Bizonyitds. E((§ — E())(n— E1))) = E(&n — E(§)n — E()§ + E(§)E(n))
E(&n) — E(EMn) — EME(E) + E)En) = E(¢n) — E(§)E(n)

B.6.3. Allit4s. Figgetlen valdsziniségi vdltozok kovariancidja zérus.

Ol

Bizonyitds. &, n fliggetlenek, ezért E(¢n) = E(£)E(n), ezt a fenti képletbe he-
lyettesitve tényleg 0-t kapunk. O

B.6.4. Allitas. (Diszkrét valdszintiségi vdltozdk kovariancidja) cov(€,m) = S5 a4
i

yi(PE = wion = yj)) = (L wP(E = wi))(; yi P(n = y;))

B.6.5. Allitas. (Folytonos valdszindségi vdltozdk kovariancidja) cov(€,n) =
I wyfen(zy)dedy — [ afi(x)de- [ yfetaly)dy

— 00 —O0 — 00

B.6.2. Definicié. (Kovarianciamdtriz) Adottak &, n wvaldszindiségi vdltozdk,
E(€?) < 00, E(n?) < 0o. Kovarianciamdtrizuk ekkor:

, (e) B [ 02§ covlEm)

n cov(n,€)  o*(n)

B.6.6. Allitas. Kovarianciamdtrix mindig szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.

B.6.3. Definicié. (Valdsziniiségi vdltozd standardizdltja) Adott & valészinidségi

vdltozé standardizdltja a xi = E;é(f) valdszintségi vdltozo, melyre E(é) =

0,0%(§) =1
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B.6.4. Definicié. (Valdsziniiségi vdltozdk korreldcidja) Adott &, n valészinidségi

vdltozék korreldcidja corr(&,n) = 5(();)(5(?7)) , azaz gyakorlatilag a standardizdltjuk

kovariancidja.

B.6.5. Definicié. ¢ és n korreldlatlanok, ha kovariancidjuk zérus.
B.6.7. Allitas. (A korrelicid tulajdonsdgai)
o —1l<corr(&,n) <1

e Ha & ésn figgetlenek, akkor korreldlatlanok, azaz corr(&,m) =0

B.7. Valészintiiségi valtozok transzformaltjai

B.7.1. Allitas. (Diszkrét valdszindiségi vdltozd transzformdltjanak eloszldsa)

Adott a & valdsziniiségi vdltozd, lehetséges értékei x1,xo, ..., az ezekhez tartozo

valdszindségek p1,pa, ..., valamint az n = h(€) valdszintségi vdltozd, ahol h :

R — R walds fiiggvény. Ekkor n lehetséges értékei: h(x1),h(z2),..., és P(n =

ye) = >, P =wx)= > P, azaz & dsszes olyan lehetséges értékéhez
h(zi)=yk h(z:i)=yx

tartozo valoszintségek dsszege, melyet a h fligguény az n vizsgdlt értékébe képez.

B.7.2. Allitis. Ha h szigori monoton (ezdltal injektiv), akkor az n yr = h(xy)
értékeihez tartozo eloszlds megegyezik a & eloszldsdval.

B.7.3. Allit4s. (Folytonos valdszinidségi vdltozd transzformdltjanak striségfigguénye)
Tegyiik fel, hogy h(x) szigorid monoton és differencidlhatd figgvény, tovdbbd hogy
& folytonos eloszldsi valdszintségi vdltozd, melynek stirdségfigguénye f(x). Ek-
kor azm = h(§) transzformdlt valdsziniiségi vdltozd stiriségfiggvénye
oh~'(y)
= f(h~1 .
o) = £ ) 2

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy g szigoriian monoton névekvoé fiiggvény. Ek-
kor {n <y} ={h(&) <y} = {¢ <h7(y)}, valamint
Szig. mon. né
{n<yl={we|nw) <y} ={we|n(w) <y}

{weQg(w)<h =1 (y)}

7 eloszlasfiiggvénye ekkor G(y) = P(n <y) = P(h(§) <y) =
P(¢ < h™i(y)) = F(h~(y)), ahol F ¢ eloszlasfiiggvénye.
Ebbél n strlségfiiggvénye

o) =6't) = LO gy, LW
—

>0, mert h szig. mon. né

2. Tegyiik fel, hogy g szigorian monoton fogyé. Ekkor {n < y} = {h(¢) < y} =
{f > h_l(y)}7 valamint

n<yt={weQ|&w)>h"{)}
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7 eloszlasfiiggvénye ekkor G(xz) = P(n < y) = P(h(§) > y) =

PE>h"y)=1-PE<h (y)=1-F(h(y))
Ebbél n stirtiségfiiggvénye

o) = G = B iy 2
0

Példa. (Linedris transzformdcid) n = a€ + b, & sdriségfiggvénye f(x), y =
ar+b=1x= %, = % Ebbdl n siriségfiggvénye g(y) = f(“T_b) . ﬁ

B.8. Feltételes eloszlas

B.8.1. Definicid. (Feltételes eloszlasfiggvény) Legyen (f’) eqy diszkrét el-

oszlasu vektorértéki valdsziniségi valtozo, & lehetséges értékei x1,xa,..., n le-
hetséges értékei y1,y2,.... A & valdszinlségi vdltozo y; < n < y; feltétel melletti
feltételes eloszldsfiggvénye F*(z | y; <n <y;) =P <z |y <n<y;).

B.8.1. Allit4s. Legyen a <7€) eqy diszkrét eloszldsu vektorértéki valosziniségi

vdltozd, melynek egyiittes eloszldsfiggvénye F(z,y), és legyen n perem-eloszldsfiggvénye
Fy(y) = lim F(z,y).

Ekkor ha feltesszik, hogy Fy(y;) # Fy(y:), akkor a & y; < n < y; feltétel
melletti feltételes eloszldsfligguénye az aldbbi mdédon irhatd fel:

F(x,y;) — F(x, )
Fy(y;) — Fy(vi)

Bizonyitds. (Vazlat) Tudjuk, hogy P(§ < z;,y; <n <vy;) = F(x,y:) — F(x,y;).

7 2 . * P T,Yi j
Masfel6l pedig F (:E\yi<77<yj)=P(§<x|yi<n<yj):(If(<%+niZ;yJ:

F(z,y;)—F(z,y:)
Fn(yj)_FT](yi) D

Ffx|yi<n<y;) =

B.8.2. Definicié. (Folytonos val. vdltozd feltételes eloszlasfigguénye) Adottak

& és n folytonos wvaldsziniségi vdltozok. A € m = z feltétel melletti feltételes

eloszldstigguénye F*(xz | n = z) = }llirr}) P <x,z <n<z+h), amennyiben ez
—

a hatarérték létezik.

B.8.3. Definicid. (Folytonos valdsziniségi valtozd feltételes siiriiségfigguénye)

& folytonos valdszindiségi vdltozonak azn = z feltétel melletti feltételes siiriiségfiigguénye
_ Jen(@2)

fem = f?,(z)

B.8.4. Definicié. (Feltételes vdrhatd érték) A & folytonos valdszindiségi vdltozd

n = z feltétel melletti feltételes virhatd értéke E(§ | n=z) = [ xfy=z(x)dz.

— 00

B.8.5. Definici6. (Regresszids fiigguény) A € val. vdltozé n-ra vonatkoztatott
regresszids figguénye az r(z) = E(§ | n = z).

17



B.9. [P-terek

B.9.1. Definicié. (Valdsziniiségi vdltozdk majdnem mindenhol egyenldsége) A
&, n: Q — R wvaldszindiségi vdltozdk egy valdszindséggel megegyeznek (avagy P
szerint majdnem mindenitt megegyeznek), ha P(H) = 1 egy adott (Q,F, P)
valdszindségi mezdn, ahol H = [ =n] = {w € Q| {(w =n(w)}.
B.9.2. Definicié. (Lf) Legyen p € [1; 00 véges.

Ekkor LE(Q,F, P) = {f :Q — R | f mérhetd, [|f|PdP < oo}

Q
Lo, F,P)={f: Q= R| fmérhetd , s f P szerint majdnem mindenhol korldtos}

B.9.3. Definicié. (Norma LP-n) Adott (2, F, P) valdsziniiségi mezd, p € [1; 00,
f e Li(Q,F,P). Ekkor

(f |f|PdP)>  ha p véges

_J)

171l = sup |f(w)] hap=o0, és f A-n kivil korldtos, valamint P(A) =0
weN\A

B.9.4. Definicid. (f ekvivalenciaosztdlya p szerint)
f=1{h:Q = R|h mérhetd, és h=f P szerint majdnem mindenhol}

B.9.5. Definicié. (LP-tér)
LE(Q,F,P) =< f|f:Q—=R, fmérhetd, és /|f|PdP< 00
Q

B.9.6. Definicid. (P szerint majdnem mindeniitt egyenletes konvergencia) Adott

(fr)nen LP-beli figgvénysorozat P szerint majdnem mindenditt egyenletesen kon-

vergens, és hatdrértéke az f figgvény, ha (fn, — f) € LP V¥n-re, és lim | f, —
n—oo

flloe = 0.
B.9.7. Definicid. (1 valdsziniiséggel konvergencia) Adott (frn)nen LP-beli fiigguénysorozat

P szerint majdnem mindeniitt konvergens, és hatdrértéke az f fligguény, ha A :
P(A) =1, és lim f,(w) = f(w) Vw € A-ra.
n—oo

B.9.8. Definicid. (LP-ben vald konvergencia) Adott (fn)nen LP-beli figguénysorozat
LP-ben (p € [1; 00| konvergens, és hatdrértéke az f figgvény, ha lim || fo—fll, =
n—oo

0.

Adott (Q,F, P) valészinfiségi mezd, £ : Q@ — R valdszinliségi véltozd, és
(&n)nen C Q valdsziniiségivaltozé-sorozat.
B.9.9. Definicié. (Sztochasztikus konvergencia) Azt mondjuk, hogy &, tart a &-
be sztochasztikusan, ha lim P(|§,—¢&| > €) = 0 Ve > 0-rq, azaz lim P({w € Q| €, (w) —&(w)] > €)} =
0 n—oo n—oo

B.9.10. Definicié. (Eloszldsbeli konvergencia) Azt mondjuk, hogy &, tart a

&-be eloszldsdban, ha lim Fe (x) = Fe(x) Vo € R-re, azaz lim P(, < z) =
n— 00 n—00

P(¢ < x) Vz € R-re, melyekre az x — P(§ < x) hozzdrendelés egy folytonos

fiigguény.
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B.9.1. Allit4s. (Osszefiiggés a konvergenciatipusok kozt)
1 valésziniiséggeli

LP_beli } — Sztochasztikus

Magndem mindeniitt egyenletes— {

— Floszlasbeli

Bizonyitds. 1. Majdnem mindeniitt egyenletes — LP-beli
Azt kell belétni, hogy || fn — fll, — 0 ¢ ([ |fn — FIPAP)? — 04 [ | fn —
Q Q

fIPdP — 0
||fn - f”oo = sup ‘fn - f‘
‘fn_f‘ SSUplfn_.ﬂ
Ebbél [ |fn — fIPAP < [ || fn — fl|2dP, az egyenlétlenség jobb oldaldban
Q Q
szerepld || frn, — fII% a feltételeink miatt tart a 0-ba, igy az integrél is tart
a 0-ba.
Ebbdl a majordns kritérium miatt [ |f, — f[PdP — 0.
Q

Azaz azt kaptuk, hogy [ |fn, — f[PdP < ||fn — fl% / 1dP
Q H_/
—0 Q
——
=1
2. Sztochasztikus — eloszldsbeli
Tudjuk, hogy [|§, — €|, — 0.

Azt kell beldtni, hogy P(|£, — &| > €) — 0.
lim ([ |¢, — €PdP)s = 0 «» lim [ ¢, — &[PdP =, ami megyegyezik
E(|&n — £[P)-nel.
Tudjuk tovdbbd, hogy P(|&, — &| > €) = P(|&, — &P > €P)
Ebbdl a Markov-egyenlétlenség alapjan P(|¢,, — &P > €P) < w
P(l&, — &P > €?) < Hg”ﬁ%””, amirél tudjuk, hogy tart a 0-ba, igy a
hanyados is.

3. 1 valészintiséggeli — sztochasztikus
Azt kell beldtnunk, hogy P({w € Q| |&, — &| > €}) — 0.

Tegyiik fel, hogy Je > 0, melyre P(|§, — &| > €) nem tart 0-ba. Emiatt
36 > 0, melyre a,, := P(|§, —&| > €) > & > 0 végtelen sok n-re. Ebbél
kifoly6lag 3(&x, )nen) olyan részsorozat, melyre P({|&k, —&| > €}) > 6, s
ez Vn € N-re igaz.

Azonban az eredeti feltevésbél (&, — & 1 valdsziniiséggel) addédik, hogy
&k, tart xi-be, 1 valészintiséggel.

fgy {we Q| |6, | > e} Cl{we Q| &, (W) A Ew)}

A jobb oldalon szereplé halmaz mértéke 0, a majdnem mindeniitti kon-
vergenica miatt. Azonban feltettiik, hogy 6 > 0, ami a bal oldali halmaz
egy mértéke. Ellentmondasra jutottunk, igy a feltevésiink, hogy Je > 0,

melyre P(|¢, —&| > ¢€) 4 0.

O
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B.5. Tétel. (Centrdlis hatdreloszlds-tétel) Legyenek &1,&a, ... figgetlen, azonos
eloszldsi valdszintiségi vdltozok, melyekre o%(&;) < 0o, i € N. Ekkor

Zléj —nE(&)

Vno (&)

ahol N(0,1) egy standard normdlis eloszldsu valdszindiségi vdltozd.

— N(0,1)

B.6. Tétel. (de Moivre-Laplace-tétel) Adottak (§;);en valdszindségi vdltozok,
melyek fiiggetlenek, lehetséges értékeik -1 és 1, valamint P(§; = 1) = P(§; =

n
—1) =1, tovdbbd legyen S, = ‘21 &j-
=

b
Ekkor P(3~ < b) — ﬁ J ef%dt, ugyanis E(&) =321+ 3-(-1) =0,
— 00

E()=3-14+3-1=1, B*(&) =02, ezért o(&1) = VE(E) — E*(&) = 1-

B.10. Statisztika

B.10.1. Definicié. (Statisztikai figgvény/statisztika) Adott &1,&a, ..., &, min-
tavételi vdltozok egy fliggvénye.

&i

\gE

B.10.2. Definicié. (Kozépérték) & = ==
B.10.3. Definicié. (Empirikus szdrds) Az dtlagtdl vald négyzetes eltérések
dtlaganak négyzetgyoke a minta empirikus szordsa, azaz

Adott a £, ami a minta nagysdg szerint névekvé sorrendbe rendezett elemei
kozil az i-edik. Ekkor definidlhaté az alabbi négy fogalom:

B.10.4. Definicié. (Minta terjedelme) £, — &5, azaz a legnagyobb és legkisebb
manta kozti eltérés.

B.10.5. Definicié. (Minta kézéppontja) é = Gj;, azaz a minta terjedelmének
a fele

B.10.6. Definicié. (Minta medidnja)

o & . han =2m—1, azaz pdratlan szamu mintavétel esetén a kozépsd elem.

o Entins

, ha n = 2m, azaz pdros szdmiu mintavétel esetén a kozépsd két
elem szamtani kozepe.

ha x <&
B.10.7. Definicié. (Empirikus eloszldsfigguény) F,(x) =

— 3 ©

ha & <

Megjegyzés. Ez egy lépcsds fiigguény, & helyeiben % nagysagu ugrdasokkal,
minél nagyobb a mintaszam, anndl inkdbb “kisimul”.
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B.7. Tétel. (Gilvenko-tétel) Ha ugyanazon eloszldsbdl veszink mintdkat, akkor
P( li_}rn ( sup |Fn(z) — F(x)]) =0) =1, azaz az empirikus eloszldsfigguény

—oo<r <0

1 valdszintséggel tart a tényleges eloszldsfiiggvénybe.

B.10.8. Definicié. (Hisztogram, avagy az empirikus strdségfigguény) Legyen
az alapsokasdgbol vett n elemd minta egy realizdcidja x1,xa, ..., Tn, k() pedig
azon mintaelemek szdma, amelyek x-nél kisebb értékiiek.

Ekkor w az (a < & < a+h) esemény mintabeli relativ gyakorisdga,

w pedig a vizsgdlt eloszlds striségfigguényének kozelité helyettesitési

értéke a-ban.

Megjegyzés. Mivel itt a siriségfiiggvényt lépcsds fiigguénnyel kozelitjik, ezért
ha h elég kicsi, ez a helyettesitési érték a 0-ba fog tartani. Emellett, ha kevés
mintdnk van és h is kicsi, akkor a hisztogram csak a mintdk kis kornyezetében
lesz 0-tol kiilonbozé.

B.10.9. Definicié. (Becslés alapfogalmai)
o £: a megfigyelt valdszinidségi vdltozo
o O: ¢ eloszlasanak egy ismeretlen paramétere
o £1,&,...,&,: egy £-bAl vett minta
o O: O-t becsld figgvény
Becslést jellemz6 tulajdonsagok:

B.10.10. Definicié. (Torzitatlansdg) Adott becslés torzitatlan, ha E(©) = ©,
azaz a becsld fligguény vdrhato értéke pont a becsilni kivant paraméter.

B.10.11. Definicid. (Hatdsossdg) Azt mondjuk, hogy O, hatdsosabb, mint
O, ha 0(01 < 00Oy. Ha létezik olyan becslés, mely minden mds becslésnél
hatdsosabdb, akkor az a becslés hatdsos.

B.10.12. Definicié. (Aszimptotikus torzitatlansdg) Adott egy 61,6,,...,0,

becsléssorozat aszimptotikusan torzitatlan, ha lim E(©,) = ©.
n—oo

B.10.1. Allitas. Minden torzitatlan becslés aszimptotikusan torzitatlan.

B.10.13. Definicié. (Elégségesség) A 6= f(&1, &2, ..., &) statisztika elégséges
becslése a © paraméternek, ha a mintavételi vdltozok egyittes feltételes eloszldsa
barmilyen mddon megvaldsule © =y feltétel mellett nem tartalmazza ©-t.

B.10.14. Definicié. (Konziszetncia) Azt mondjuk, hogy becslés konzisztens, ha
torzitatlan, és E(©) = ©, valamint lim P(|© — O] <€) =1, ahol e > 0.

n—oo
B.10.2. Allitas. A mintadtlag torzitatlan becslése E(€)-nek.

B.10.3. Allitas. A mintatlag szordsa — 0, ha n — oco.

Bizonyitds. o?(xi) = 02(51'*'52';7---"'&) = 7%2 zn: o?(&i) = # Xn: 02(51)
=t =t ugyanolyan az eloszlasuk, és fliggetlenek
,Tl2 n-o 2(51)
o(&) = L\/&%), aminek hatarértéke a végtelenben 0. O
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B.10.4. Allitds. A mintadtlag az elméleti virhatd érték, vagyis E(&) linedris
becslései kozil a leghatékonyabb.

Megjegyzés. Normdlis eloszlds esetén E(E) osszes becslése kozil a mintadtlag
a leghatdsosabb.

2

B.10.5. Allités. Az empirikus szordsnégyzet, azaz o,

torzitatlan becslése o2 (&)-nek.

csak aszimptotikusan

B.10.15. Definicié. (Korrigdlt empirikus szordsnégyzet) s = <02

B.10.6. Allitas. A korrigdlt empirikus szordsnégyzet mar torzitatlan becslése
az elméleti szordasnégyzetnek.

Maximum likelihood

Maximum likelihood becslés sordn az L(O) = f(x1,za,...,2,|0) = f(21]0) -
f(z2]©) - ... - f(x,]|©) fiiggvényt maximalizéljuk. Mivel szorzattal bonyolult
szdmolni, ezért bevezetjiik az 1(0) log likelihood fliggvényt, ami I(©) = log(L(0)) =
mn n
log ] f(x;|©) = > log f(x;|©). Ezt kévetOen egy széls6érték-problémat ka-
i=1 i=1

= =
punk, ami derivalassal megoldhato.

B.10.16. Definicié. (Adott megbizhatdsdgi szinthez tartozd konfidenciainter-
vallum) Azt mondjuk, hogy a 100(1 — «) megbizhatddgi szinthez tartozd kon-

fidenciaintervallum a © becsléshez tartozé (:)—z;é)—i—z[ intervallum, ha a

ténylegesen meghatdrozott intervallum (1 — «) wvaldszindiséggel lefedi a becsiilt
© paraméter valodi értékét.
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