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1. Mérhető tér, mérhető függvények 

 Mit nevezünk mérhető térnek? 

o ha 

  Ω ≠ ∅ 

  ℱ ⊆ 2Ω σ-algebra 

o ekkor 

 (Ω, ℱ) 𝑚é𝑟ℎ𝑒𝑡ő 𝑡é𝑟 

 Mikor mérhető egy függvény? 

o Borel halmaz: !!! 

o Mérhető függvény ha Borel halmazának minden ősképe ℱ-beli. 

 𝑓 ∶  Ω → ℝ mérhető függvény, ha: 

 ∀    𝐵 ∈ ℬ(ℝ) 𝑒𝑠𝑒𝑡é𝑛 

 𝑓−1〈𝐵〉 ≝ {𝜔 ∈ Ω|𝑓(𝜔) ∈ 𝐵} ∈ ℱ 

 Mondjon példát nem mérhető függvényre! 

o  Ω ≝ {′𝑘𝑖𝑠𝑘𝑢𝑡𝑦𝑎′,′ 𝑘𝑖𝑠𝑚𝑎𝑐𝑠𝑘𝑎′} 

o  ℱ ≝ {∅, Ω} 

o 𝑓 ∶  Ω → ℝ {
𝑓(′𝑘𝑖𝑠𝑘𝑢𝑡𝑦𝑎′) ≝ 1   

𝑓(′𝑘𝑖𝑠𝑚𝑎𝑐𝑠𝑘𝑎′) ≝ 0
   𝑓−1〈{1}〉 = {′𝑘𝑖𝑠𝑘𝑢𝑡𝑦𝑎′} ∉ ℱ 

 tehát 𝑓 nem mérhető 

o 𝑀é𝑟ℎ𝑒𝑡ő𝑣é 𝑡𝑒𝑣é𝑠: 

 ℱ′ ≝ 2Ω ℱ′ esetén 𝑓 már mérhető 

  



2. Mérték, valószínűségi mérték (valószínűség), valószínűségi mező, valószínűség tulajdonságai, 

valószínűségi változó 

 Mi a mérték (honnan hová képez, mik a tulajdonságai)? 

o (Ω, ℱ) 𝑚é𝑟ℎ𝑒𝑡ő 𝑡é𝑟 

o 𝜇 ∶  ℱ → ℝ 𝑓ü𝑔𝑔𝑣é𝑛𝑦 

o 𝜇 mérték, ha: 

 𝜇(𝐴) ≥ 0 ∀ 𝐴 ∈ ℱ 

 𝜇(∅) = 0 

  

𝜇 (⋃𝐴𝑛

∞

𝑛=0

) = ∑𝜇(𝐴𝑛)

∞

𝑛=0

    ∀ (𝐴𝑛)𝑛∈ℕ  ℱ − 𝑏𝑒𝑙𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑚𝑎𝑧𝑠𝑜𝑟𝑜𝑧𝑎𝑡𝑟𝑎,𝑚𝑒𝑙𝑦𝑟𝑒 

𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑚 = ∅   ℎ𝑎 𝑛 ≠ 𝑚 

 Mikor valószínűség (vagy valószínűségi mérték) egy mérték? 

o ha 𝜇(Ω) = 1, akkor μ valószínűségi mérték (valószínűség) 

o Tulajdonságai: ∀ 𝐴, 𝐵 ∈  ℱ − 𝑟𝑒 

 0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 

 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ {
𝑃(𝐴) ≤ 𝑃(𝐵)                    
𝑃(𝐵\𝐴) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴)

 

 𝑃(𝛺\𝐴) = 𝑃(𝐴𝑐) = 1 − 𝑃(𝐴) 

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) (szita formula) 

 Mondjon példát mértékre! 

o Legyen Ω = {X, Y, Z} 

o F = 2 Ω 

o 𝜇(𝐴) = |𝐴| (A elemszáma). 

o  Ekkor 𝜇(𝐴) mérték, mivel pozitív, ∅-ra 0, és teljesül a σ-additivitás: 

 megszámlálható unióra 

 diszkrét 𝐴𝑖 -re 𝑃(⋃𝑖 𝐴𝑖 ) = ∑𝑖 𝑃(𝐴𝑖) → mert az unió elemszáma diszjunkt 

halmazok esetén az elemszámok összege. 

 Mit nevezünk valószínűségi mezőnek? 

o (Ω, ℱ, 𝑃) ℎá𝑟𝑚𝑎𝑠 𝑣𝑎𝑙ó𝑠𝑧í𝑛ű𝑠é𝑔𝑖 𝑚𝑒𝑧ő ha: 

 (Ω, ℱ) mérhető tér 

 𝑃 ∶  ℱ ⟶ ℝ valószínűség 

 Mit nevezünk valószínűségi változónak? 

o Legyen (Ω, F, P) valószínűségi mező. ξ ∶  Ω →  R valószínűségi változó 

(függvény, mely eseménytérből képez valósba) 

  



3. Diszkrét valószínűségi változó várható értéke (integrál) és kiszámítása 

 Mit nevezünk az 𝐴 halmaz karakterisztikus függvényének (vagy indikátorfüggvényének)? 

o  𝐴 ∈ ℱ 

o  𝐴 indikátorfüggvénye 𝜒𝐴𝜔∈Ω(𝜔) {
0 ℎ𝑎 𝜔 =  Ω/𝐴
1 ℎ𝑎 𝜔 =  𝐴     

 𝜒𝐴 ∶  Ω →  ℝ 

 Mi a lépcsős függvény definíciója? 

o    n∈ ℕ+, (𝜆𝑘)1≤𝑘≤𝑛 ℝ− 𝑏𝑒𝑙𝑖 𝑣é𝑔𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑛𝑑𝑠𝑧𝑒𝑟 (𝑣é𝑔𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑘 𝑠𝑧á𝑚) 

o    Ekkor legyen (𝐴𝑘)1≤𝑘≤𝑛 ℱ − 𝑏𝑒𝑙𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑚𝑎𝑧𝑟𝑒𝑛𝑑𝑧𝑒𝑟 𝑜𝑙𝑦𝑎𝑛, ℎ𝑜𝑔𝑦 

o   (𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘 =  ∅) (𝑗 ≠ 𝑘)  (1 ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛) 

o   𝑓:Ω →  ℝ 𝑓(𝜔) =  ∑ 𝜆𝑗 ∗ 𝜒𝐴(𝜔)
   𝑛
𝑗=1  

o Példa: Ω = [0; 1] ℱ = {∅, [0,1], ]0,1[, {1}, {0}, ]0,1], [0,1[, {1,0}} 

o   𝐴 ∈ ℱ 𝑃(𝐴) =  

{
 

 
1
4⁄  ℎ𝑎 𝐴 =  {0}   

1
4⁄  ℎ𝑎 𝐴 =  {1}   

1
2⁄  ℎ𝑎 𝐴 =  ]0,1[

  pl: 𝑃(]0,1]) =  
3

4
  ←  (

1

4
+
1

2
) 

o  𝑓:Ω →  ℝ 𝑓 = 5 ∗ 𝜒[0,1] + 3 ∗ 𝜒{1} + √2 ∗ 𝜒{0} 

 pl.: 𝑓 (
1

√2
) = 5 ∗ 1 + 3 ∗ 0 + √2 ∗ 0 =  5 

 Mi az f lépcsős függvény integrálja a P mérték szerint Ω-n, ha f diszjunkt halmazok karakterisztikus 

függvényeinek lineáris kombinációja? 

o Legyen (Ω, ℱ, 𝑃) 𝑣𝑎𝑙.𝑚𝑒𝑧ő, 𝑓: Ω →  ℝ lépcsős függvény, 

𝑓(𝜔) =  ∑𝜆𝑗 ∗ 𝜒𝐴𝑗(𝜔)

   𝑛

𝑗=1

 

o ahol: 
  𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘 = ∅ (𝑗 ≠ 𝑘) – diszjunktak 
 (𝐴𝑘)1≤𝑘≤𝑛 ℱ − 𝑏𝑒𝑙𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑚𝑎𝑧𝑟𝑒𝑛𝑑𝑧𝑒𝑟 
 𝜒𝐴𝑗  az 𝐴𝑗  ℎ𝑎𝑙𝑚𝑎𝑧 karakterisztikus függvénye 

 𝜆𝑗 ∈ ℝ 

o ekkor: 

 Hogyan definiáljuk a ξ valószínűségi változó várható értékét? 

o Legyen (Ω,ℱ, 𝑃) 𝑣𝑎𝑙.𝑚𝑒𝑧ő, 𝜉 ∶  Ω →  ℝ val. változó 

o ξ valószínűségi változó várható értéke (ha létezik): 

 𝐸(𝜉) =  ∫ 𝜉 𝑑𝑃
Ω

 (= 𝑀(𝜉)) 

o Kiszámolása: 

𝐸(𝜉) = ∑𝜉𝑛 ∗ 𝑃(𝜉 = 𝜉𝑛)

+∞

𝑛=0

 

 ahol 𝜉𝑛 =  𝜉 lehetséges értékei 

∫ 𝑓 𝑑𝑃 =  ∑𝜆𝑗 ∗ 𝑃(𝐴𝑗)

   𝑛

𝑗=1Ω

 



  



4. Lebesgue mérték, Lebesgue integrál, kapcsolat a Riemann integrálhatósággal és a Riemann 

integrállal. Mértékek abszolút folytonossága és szingularitása. Radon-Nikodym tétel 

 Hogyan definiáljuk egy halmaz Lebesgue külső-mértékét? 

o Legyen 𝐴 ⊆ ℝ 𝑡𝑒𝑡𝑠𝑧ő𝑙𝑒𝑔𝑒𝑠 

o 𝜆̅(𝐴) ≝ 𝑖𝑛𝑓{∑ 𝜆(𝐼𝑛)
∞
𝑛=0 |𝐴 ⊆ ⋃ 𝐼𝑛𝑛=0 }     𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙𝑢𝑚, 𝑛 ∈ ℕ 

o ahol 𝜆(𝐼) = 𝐼 ℎ𝑜𝑠𝑠𝑧𝑎 

o Minden fedés. 

 A Lebesgue mérték 

o ∃𝑀𝜆 ⊆ 2ℝ  létezik egy megszorítása a külső mértéknek 

o 𝑀𝜆 ≠ 2ℝ 

o 𝑀𝜆 σ − algebra de σ-algebra 

o ℬℝ ⊆ 𝑀𝜆 tartalmazza a boreleket 

o tehát nem tartalmazza a „nem szép” részeit 2ℝ-nek (#tanárúrszavajárása) 

o 𝜆̅|𝑀𝜆
∶  𝑀𝜆 ⟶ ℝ̅+ tehát a fenti megszorítással mérték 

o 𝜆̅|𝑀𝜆
≝ 𝜆 ≝ 𝜆ℝ Lebesgue mérték 

o 𝑚𝑒𝑟𝑡: 

 ∑ 𝜆̅(𝐴𝑛) =
∞
𝑛=0 𝜆̅(⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=0 ) 

 ahol 𝑛 ∈ ℕ é𝑠 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘 = ∅ (𝑗 ≠ 𝑘) – diszjunktak 

 Mikor mondjuk hogy a µ1 mérték abszolút folytonos a µ2 mértékre? 

o (Ω, ℱ) mérhető tér 

o 𝜇1, 𝜇2 ∶  ℱ ⟶ ℝ+ mértékek 

o 𝜇1 ≪ 𝜇2 ha ∀ 𝐴 ∈ ℱ_𝑟𝑒 𝑡𝑒𝑙𝑗𝑒𝑠ü𝑙: 𝜇2(𝐴) = 0 ⟹ 𝜇1(𝐴) = 0 

o 𝑇𝑢𝑙𝑎𝑗𝑑𝑜𝑛𝑠á𝑔𝑜𝑘: 

 tranzitív:   𝜇1 ≪ 𝜇2 és 𝜇2 ≪ 𝜇3  ⟹  𝜇1 ≪ 𝜇3 

 reflexív:   𝜇1 ≪ 𝜇1 

 NEM szimmetrikus:𝜇1 ≪ 𝜇2  ⇏  𝜇2 ≪ 𝜇1 
 Mikor mondjuk hogy a µ1 mérték szinguláris a µ2 mértékre? 

o (Ω, ℱ) mérhető tér 

o 𝜇1, 𝜇2 ∶  ℱ ⟶ ℝ+ mértékek 

o 𝜇1 ⊥ 𝜇2 ha ∃ Ω1, Ω2 ∈ ℱ hogy 

 (Ω1 ∩ Ω2) = ∅ 

 Ω1 ∪ Ω2 = Ω 

o ekkor: 𝜇1(Ω1) = 0 & 𝜇2(Ω2) = 0 

 Radon-Nikodym tétel 

o (Ω, ℱ) mérhető tér 

o 𝜇, 𝜐 ∶  ℱ ⟶ ℝ+ mértékek 

o µ ≪ υ 

o ekkor:∃! 𝑓 ∶  Ω ⟶ ℝ+mérhető függvény ∀ 𝐴 ∈ ℱ𝑟𝑒 

 𝜇(𝐴) = ∫ 𝑓 𝑑𝜐
𝐴

= ∫ 𝜒𝐴 ∗ 𝑓 𝑑𝜐Ω
 

 tehát garantálja a sűrűségfüggvény egyértelmű létezését 
 

  



5. Valószínűségi változók függetlensége, független valószínűségi változók várható értéke és 

szórása 

 Mit nevezünk a ξ valószínűségi változó által generált σ-algebrának? 

o 𝜉 ∶  Ω → ℝ valószínűségi változó 

o ℱ𝜉 ≝ (𝜉−1〈𝐵〉 ℎ𝑎𝑙𝑚𝑎𝑧𝑜𝑘 á𝑙𝑡𝑎𝑙 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟á𝑙𝑡 𝜎 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎) ahol 𝐵 ∈ ℬℝ 

 Független valószínűségi változó várható értéke és szórása 

o Várható értéke: 

 E(x, y) = E(x)*E(y) 

o Szórása: 

 D2(x) = E(x2)-E2(x) 

 Mit tudunk E (ξ*η)-ról ha ξ és η függetlenek? 

o 𝐸(𝜉 ∗ 𝜂) = 𝐸(𝜉) ∗ 𝐸(𝜂) 

 Mit tudunk 𝜎2(ξ + η)-ról ha ξ és η függetlenek? 

o 𝜎2(𝜉 + 𝜂) = 𝜎2(𝜉) + 𝜎2(𝜂) 

o Bizonyítás: 

 ⟹ 𝐷2(𝜉 + 𝜂) =  𝐸((𝜉 + 𝜂)2) − 𝐸2(𝜉 + 𝜂)
𝐷2(𝜂)= 𝐸(𝜂2)−𝐸2(𝜂)
𝐷2(𝜉)= 𝐸(𝜉2)−𝐸2(𝜉)

 

 𝐸((𝜉 + 𝜂)2) − 𝐸2(𝜉 + 𝜂) = 𝐸(𝜉2 + 2𝜉𝜂 + 𝜂2) − 𝐸2(𝜉 + 𝜂) = 

 = 𝐸(𝜉2) + 𝐸(𝜂2) − 𝐸2(𝜉) − 𝐸2(𝜂) = 𝐷2(𝜉) + 𝐷2(𝜂) 

  



6. Vektorértékű valószínűségi változók, együttes eloszlás, együttes eloszlás- és sűrűségfüggvény 

 Mik a többdimenziós valószínűségi változók eloszlásfüggvényének tulajdonságai? 

o Tulajdonságai: 

 monoton növekedő minden változójában 

 lim
𝑡𝑗→−∞

ℱξ(𝑡𝑗) = 0  

 lim
(𝑡1…𝑘)→∞

ℱξ(𝑡) = 1 

 ℱξ(𝑥) balról folytonos minden változójában 

 Mit nevezünk együttes és peremeloszlásnak diszkrét 2 dimenziós valószínűségi változók esetén? 

o Peremeloszlás: 

 egy valószínűség: vektorváltozó bármely komponensének valószínűségi 

eloszlása 

 ℱξ(𝑥) = lim
𝑦→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) 

 ℱη(𝑦) = lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) 

o Együttes: 

 F(x ,y) = P(ξ < x, η < y) 

 𝑃(𝑎1 ≤ 𝜉 ≤ 𝑏1, 𝑎2 ≤ 𝜂 ≤ 𝑏2) (téglalapos magyarázat) 

 Ha (ξ, η) egy folytonos eloszlású 2 dimenziós valószínűségi változó, mik a peremsűrűségfüggvények és 

hogyan származtathatók az együttes sűrűségfüggvényből? 

o peremsűrűségfüggvények:  

 𝑓(𝜉1)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝜉1,𝜉2)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞
 

 𝑓(𝜉2)(𝑦) = ∫ 𝑓(𝜉1,𝜉2)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
∞

−∞
 

 Mi az összefüggés a peremsűrűségfüggvények és az együttes sűrűségfüggvény között, ha ξ és η 

függetlenek? 

o 𝑓(𝜉1,𝜉2)(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝜉1)(𝑥) ∗ 𝑓(𝜉2)(𝑦) 

o ∫ 𝑓(𝜉1)(𝑥) ∗ 𝑓(𝜉2)(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝜉1)(𝑥) ∗
∞

−∞
∫ 𝑓𝜉2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑥_𝑝𝑒𝑟𝑒𝑚 ∗ 1
∞

−∞
 

 Hogyan számoljuk tartományba (téglalapba) esés valószínűségét 2 dimenziós valószínűségi változó 

esetén, ha adott az együttes sűrűségfüggvény? 

𝑃(𝑎1 ≤ 𝜉 ≤ 𝑏1, 𝑎2 ≤ 𝜂 ≤ 𝑏2) = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑏2 𝑏1

𝑎2 𝑎1

 

 

  



7. Feltételes eloszlás- és sűrűségfüggvény, feltételes várható érték 

 Hogyan definiáljuk a ξ valószínűségi változó 𝑦𝑖  < η < 𝑦𝑗  feltétel melletti eloszlásfüggvényét ha (ξ, η) 

diszkrét valószínűségi vektorváltozó? 

o 𝐹∗ (𝑥|𝑦
𝑖
 <  η <  𝑦

𝑗
) = 𝑃 (ξ < x|𝑦𝑖 <  η < 𝑦

𝑗
) 

 Hogyan tudjuk meghatározni az értékét az együttes illetve a peremeloszlások segítségével? 

o 𝜂 𝑝𝑒𝑟𝑒𝑚𝑒𝑙𝑜𝑠𝑧𝑙á𝑠𝑓ü𝑔𝑔𝑣é𝑛𝑦𝑒:  𝐹2(𝑦) = lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) 

o 𝐹∗ (𝑥|𝑦
𝑖
 <  η <  𝑦

𝑗
) =

𝐹(𝑥,𝑦𝑗)−𝐹(𝑥,𝑦𝑖)

𝐹2(𝑦𝑗)−𝐹2(𝑦𝑖)
 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐹2(𝑦𝑗) ≠ 𝐹2(𝑦𝑖) 

 Folytonos esetben hogyan definiáljuk 𝐹(𝑥|𝑧)- t? 

o 𝐹∗(𝑥|𝑧) = lim
ℎ→0

(𝑃(ξ < x|𝑧 <  η < (𝑧 + ℎ)))  ℎ𝑎 𝑒𝑧 ∃ 

 Folytonos esetben hogyan definiáljuk ξ-nek az η = z feltétel melletti feltételes sűrűségfüggvényét? 

o 𝑓(𝜉,η)(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

o η − peremeloszlása: 𝑓
η
(𝑦) 

o 𝑃(𝜉 ∈ 𝐼|η ∈ [𝑧, 𝑧 + ℎ]) =
𝑃(𝜉∈𝐼,η∈[𝑧,𝑧+ℎ])

𝑃(η∈[𝑧,𝑧+ℎ])
= 

o tudjuk, hogy η eloszlásfüggvénye: 

 𝐹η(𝑤) = ∫ 𝑓η(𝑦) 𝑑𝑦
𝑤

−∞
 

8. Konvergenciatípusok LP terekben, Markov és Csebisev egyenlőtlenség 

 Mi az 1-vallal azaz P-majdnem mindenütt konvergencia definíciója? 

o (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ 𝐿𝑃-beli függvénysorozat 𝑓 ∈ 𝐿𝑃 

o 𝑓𝑛 → 𝑓 1 𝑣𝑎𝑙𝑙𝑎𝑙 𝑒𝑔𝑦𝑒𝑛𝑙𝑒𝑡𝑒𝑠𝑒𝑛 ℎ𝑎 

 (𝑓𝑛 − 𝑓) ∈ 𝐿
∞  ∀𝑛 ∈ ℕ 

 ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞ → 0 

 𝑎𝑛 ≝ 𝑠𝑢𝑝(|𝑓𝑛(𝜔) − 𝑓(𝜔)|) → 0    𝜔 ∈ Ω 

 𝑒𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑓𝑛 → 𝑓 𝑚𝑎𝑗𝑑𝑛𝑒𝑚 𝑚𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛ü𝑡𝑡 

 Mi az 𝐿𝑃-ben való konvergencia definíciója? 

o 𝑃 ∈ [1,∞[ ∶  𝑓𝑛 𝐿
𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗𝑓 ℎ𝑎 ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞ → 0 

o 𝑎𝑧𝑎𝑧: √∫ |𝑓𝑛 − 𝑓|𝑃 𝑑𝑃
𝑃

→ 0 

 Van köztük az összefüggés? 

 Mit mond ki a Markov, illetve a Csebisev egyenlőtlenség? 

o Markov egyenlőtlenség 

 𝜉 𝑣𝑎𝑙ó𝑠𝑧í𝑛ű𝑠é𝑔𝑖 𝑣á𝑙𝑡𝑜𝑧ó: 𝜉 ≥ 0, 𝜀 > 0 ⟹ 𝑃(𝜉 > 𝜀) ≤
𝐸(𝜉)

𝜀
 

o Csebisev egyenlőtlenség 

 ha 𝐸(𝜉) ∃ é𝑠 𝑣é𝑔𝑒𝑠 

 𝑃(|𝜉 − 𝐸(𝜉)| ≥ 𝜀) ≤
𝐸(|𝜉−𝐸(𝜉)|2)

𝜀2
=

𝛿2(𝜉)

𝜀2
 

  

∬ 𝑓(𝜉,η)(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥
  𝑧+ℎ

𝐼  𝑧

∫  𝑓η(𝑦) 𝑑𝑦
𝑧+ℎ

𝑧

 



9. Centrális határeloszlás tétel, De Movire-Laplace tétel, Nagy számok gyenge törvénye, Nagy 

számok erős törvénye (Kolmogorov-féle erős törvény) 

 Mit mond ki a centrális határeloszlás tétel? 

o  ha a valószínűségi változókat standardizáljuk akkor standard normális lesz 

o 𝜉1…𝑛 𝑓ü𝑔𝑔𝑒𝑡𝑙𝑒𝑛 azonos eloszlású valószínűségi változók 

o 𝛿2(𝜉𝑗) < ∞   𝑗 ∈ ℕ 

o ekkor: 

o 
∑ 𝜉−𝑛∗𝐸(𝜉𝑗)
𝑛
𝑗=1

𝛿(𝜉1)∗√𝑛
→ 𝑁(0,1) 𝑒𝑙𝑜𝑠𝑧𝑙á𝑠𝑏𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑟𝑡 

o 𝑎ℎ𝑜𝑙: 

 𝑁(0,1) olyan valószínűségi változó normális eloszlása: 

 𝐸(𝑁(0,1)) = 0 

 𝛿2(𝑁(0,1)) = 1 

 𝑎𝑧𝑎𝑧 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑 𝑛𝑜𝑟𝑚á𝑙𝑖𝑠 𝑒𝑙𝑜𝑠𝑧𝑙á𝑠 

 Mit mond ki a DeMoivre-Laplace tétel? 

o „1 dimenziós szimmetrikus bolyongás” 

o (𝜉𝑗)𝑗∈ℕ+  𝑓ü𝑔𝑔𝑒𝑡𝑙𝑒𝑛 𝑣𝑎𝑙ó𝑠𝑧í𝑛ű𝑠é𝑔𝑖 𝑣á𝑙𝑡𝑜𝑧ó𝑘 

o 𝑃(𝜉𝑗 = 1) = 𝑃(𝜉𝑗 = −1) =
1

2
 é𝑠  

o (𝑆𝑛)𝑛∈ℕ+ ≝ ∑ 𝜉𝑗
𝑛
𝑗=1  

o 𝑒𝑘𝑘𝑜𝑟: 

o 𝑏 ∈ ℝ 

o 𝑃 (
𝑆𝑛

√𝑛
< 𝑏) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2  𝑑𝑡 (𝑒𝑙𝑜𝑠𝑧𝑙á𝑠𝑏𝑎𝑛)
∞

−∞
 

 Mit mond ki a nagy számok gyenge törvénye? 

o (𝜉𝑗)𝑗∈ℕ+  𝑓ü𝑔𝑔𝑒𝑡𝑙𝑒𝑛𝑒𝑘 

 𝑃(𝜉𝑗 = 1) = 𝑝  𝑝 ∈ ]0,1[ 

 𝑃(𝜉𝑗 = 0) = 1 − 𝑝 

o 
∑ 𝜉𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
→ 𝑝 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑠ℎ𝑜𝑧 𝑠𝑧𝑡𝑜𝑐ℎ𝑎𝑠𝑧𝑡𝑖𝑘𝑢𝑠𝑎𝑛 

o 𝑃 (|
∑ 𝜉𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
− 𝑝| ≥ 𝜀) → 0 ∀𝜀 > 0 

 Mit mond ki a nagy számok erős törvénye, azaz a Kolmogorov-féle erős törvény? 

o (𝜉𝑗)𝑗∈ℕ+  𝑓ü𝑔𝑔𝑒𝑡𝑙𝑒𝑛, 𝑎𝑧𝑜𝑛𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑜𝑠𝑧𝑙á𝑠ú 𝑣𝑎𝑙ó𝑠𝑧í𝑛ű𝑠é𝑔𝑖 𝑣á𝑙𝑡𝑜𝑧ó𝑘 

 𝐻𝑎 𝐸(𝜉1) > 0 𝑣é𝑔𝑒𝑠 ⟹
∑ 𝜉𝑗−𝑛∗𝐸(𝜉1)
𝑛
𝑗=1

𝑛
→ 0        1 𝑣𝑎𝑙ó𝑠𝑧í𝑛ű𝑠é𝑔𝑔𝑒𝑙 

 𝐻𝑎 ∃𝑐 ∈ ℝ ℎ𝑜𝑔𝑦 
∑ 𝜉𝑗−𝑛∗𝑐
𝑛
𝑗=1

𝑛
→ 0         1 𝑣𝑎𝑙ó𝑠𝑧í𝑛ű𝑠é𝑔𝑔𝑒𝑙 

10. Statisztikai alapfogalmak, maximum likelihood elv, konfidenciaintervallum 

 


