Valdszinldségszamitas tételek és alapfogalmak
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1. Mérhetd tér, mérhet6 fuggvények
e Mit nevezlink mérhet6 térnek?
oha
= 0*0
= Fc29 o-algebra
o ekkor

» (O, F) mérhet6 tér
e Mikor mérhet6 egy figgvény?
oBorel halmaz: !!!
o Mérhet6 fliggvény ha Borel halmazanak minden ésképe F-beli.
= f: Q- R mérhetd figgveény, ha:
= V B € B(R)esetén
» f"YB) ¥ {weQ|f(w) EB}EF
e Mondjon példat nem mérheté fliggvényre!
o Q¥ {'kiskutya',’ kismacska'}
o F ¥ {00}
of: Q>R {Jfé::ﬁtcys ‘I‘“)l)— :1 . FU{1Y) = {kiskutya'} € F
tehat f nem mérhetd
o Mérhetbvé tevés:

» F 0 F' esetén f mar mérhetd



2. Mérték, valdszinliségi mérték (valdszinlség), valdszinliségi mezd, valészinliség tulajdonsagai,
valoszinlségi valtozo
o Mia mérték (honnan hova képez, mik a tulajdonsdagai)?

0 (Q, F) mérhet6 tér

ou: F - R fiiggvény

o u mérték, ha:
= u(A)=0 VAEF
= u@=0

U (U An> = z u(4,) V (A)nen F — beli halmazsorozatra, melyre

n=0 n=0

ApNAp =0 han #m
e Mikor valészin(iség (vagy valdszinlségi mérték) egy mérték?
oha u(Q) = 1, akkor y valészinliségi mérték (valoszinliség)
oTulajdonsagai: VA,B € F —re
= 0<PA)<1
P(A) < P(B)
P(B\A) = P(B) — P(A)
= P(O\A) =P(A°) =1—-P(4)
* P(AUB)=P(A) + P(B) — P(An B) (szita formula)
e Mondjon példat mértékre!
olLegyen Q={X,Y, Z}
oF=2Q
ou(A) = |A| (A elemszama).
o Ekkor u(A) mérték, mivel pozitiv, @-ra 0, és teljesul a o-additivitas:
= megszamlalhato uniora
= diszkrét A: -re P(U: 4i ) = Y P(Ai) — mert az uni6é elemszama diszjunkt
halmazok esetén az elemszamok 0sszege.
e Mit nevezlink valdszin(iségi mez6nek?
o (Q, F, P) harmas valdsziniiségi mez6 ha:
= (Q,F) mérhetd tér
= P: F — Rvaldszinlség
e Mit nevezlink valdszin(iségi valtozonak?
olLegyen (Q, F, P) valoszinlségi mez6. £ : Q — Rvaldszinlségi valtozo

= ACBH :{

(figgvény, mely eseménytérbdl képez valdsba)



3. Diszkrét valdszinlségi valtozé varhato értéke (integral) és kiszamitasa

Mit neveziink az A halmaz karakterisztikus fliggvényének (vagy indikatorfiggvényének)?

0A€EF
PP Ohaw= Q/A .
o A indikatorfuggvénye XAweQ(‘”){l ha o= A Xa: Q- R
Mi a lépcsés fliggvény definicidja?
0 neNt, (Ak)1<k<n R — beli véges rendszer (véges sok szam)

0 Ekkor legyen (Ag)1<k<n F — beli halmazrendzer olyan, hogy

o (4N A= 0) G #k) (1<j,k<n)
o f: Q- R f(w)= X214 * xa(w)
oPélda:  Q=10;1] F ={9,[0,1],10,1[, {13, {0}, 10,11, [0,1[, {1,0}}
1/, haa = {0}
o AEF P(4) = {1/4 ha A = {1} ol P01 = 2 ¢ (5+3)

\1/, haa=101]
o f: Q- R f:5*)([0,1]+3*)({1}+\/§*)({0}
1
. pI.:f(ﬁ)=5*1+3*0+\/7*0 =5

Mi az f lépcsGs fuggvény integralja a P mérték szerint Q-n, ha f diszjunkt halmazok karakterisztikus
fliggvényeinek linedris kombinacidja?
olLegyen (Q,F, P) val.mez6, f: Q — R lépcsbs fuggvény,

@)= ) &+ x4 (@)
j=1

J

" ANnA,=0 (j#k)-diszjunktak
®*  (Ap)i<k<n F — beli halmazrendzer
" Xa;az Aj halmaz karakterisztikus fliggvénye

" LER

ffdP= Zn:,lj*P(Aj)
Q j=1

Hogyan definidljuk a § valdszinlségi valtozé varhato értékét?
olLegyen (Q,F,P) val.mez6, ¢ : Q - R val. valtozd
o ¢ valoszinlségi valtozé varhato értéke (ha 1étezik):
= E@=[,§dP  (=M(©®)

o Kiszamolasa:

o ekkor:

@)= & xPE =6
n=0

= ahol ¢, = ¢ lehetséges értékei






4. Lebesgue meérték, Lebesgue integral, kapcsolat a Riemann integralhatéosaggal és a Riemann
integrallal. Mértékek abszolut folytonossaga és szingularitasa. Radon-Nikodym tétel
e Hogyan definidljuk egy halmaz Lebesgue kiils6-mértékét?
olegyen A C R tetsz6leges

0A(4) € inf{¥2 o A(I) |A € Upeol,} intervallum,n € N
oahol A(I) = I hossza
oMinden fedés.

e A Lebesgue mérték
03M, c 2R |étezik egy megszoritasa a kilsé mértéknek
oM, # 2R
oM, o — algebra de o-algebra
0Br € M, tartalmazza a boreleket
otehat nem tartalmazza a ,nem szép” részeit 2R-nek (#tanardrszavajarasa)
oﬂMA : My — R, tehat a fenti megszoritassal mérték
0|y, &A%< AR Lebesgue mérték
omert:
" Z;?:O/T(An) :A_(U?:;OATL)
* aholn€NésA;nA,=0 (j#k)-diszjunktak
e Mikor mondjuk hogy a p; mérték abszolut folytonos a p, mértékre?
0 (Q, F) mérhet6 tér
ol Uy © F — R, mértékek
oU; K Uy hav A e F_reteljesil: u,(A) =0 = pu,;(A) =0

oTulajdonsagok:
= tranzitiv: U K Uy €S Uy K U3 = g K Us
= reflexiv: U <L Uy

» NEM szimmetrikus:p; < gy, # py < Uy
e  Mikor mondjuk hogy a p; mérték szingularis a p, mértékre?
0 (Q, F) mérhet6 tér
oUy, Uy + F — R, mértékek
ouy L u, ha3dQq,Q, € F hogy
= (NQ) =90
= (U0, =0
oekkor: u;(Q) =0& u,(Q,) =0
e Radon-Nikodym tétel
0 (Q, F) mérhet6 tér
ou,v: F — R, mértékek
opKv
oekkor:3! f : O — R,mérhet6 flUggvény V A € F,,

= w@=[, fdv= [, xa*fdv
= tehat garantalja a slrlségfliggvény egyértelm( létezését



5. Valoészinliségi valtozok fuggetlensége, fuggetlen valdszinlségi valtozék varhatd értéke és
szorasa
Mit nevezilink a § valdszinlségi valtozo altal generalt o-algebranak?

o0& : Q- Rvaldszinlseégi valtozé
0F¢ & (§71(B) halmazok altal generalt o algebra) ahol B € By

oVarhato értéke:
= E(xy) = E)*E(Y)
o Szorasa:
= D?(x) = E(x?)-E?(X)
Mit tudunk E (§*n)-rdl ha € és n flggetlenek?
oE(§*n) =E&)*Em)
Mit tudunk o2(€ + n)-rél ha € és ) fiiggetlenek?
0a?(§ +n) =0?(§) + %)
o Bizonyitas:
208y— 2Y_ 2
e royp2ay= D2E +m) = E(E +n)?) - E2¢ +n)

D3(m=EMm*)—-E*(n)
E(G+m*) —E*E+n) =EE*+2n+n*) —E*E+n) =

=E@E) +E®m®) — E*(§) —E*(n) = D*(§) + D*(n)



6. Vektorértékl valoszinliségi valtozok, egyuttes eloszlas, egyuttes eloszlas- és slrliségfiggvény

Mik a tobbdimenzids valdszinlségi valtozok eloszlasfiggvényének tulajdonsagai?
0 Tulajdonsagai:
= monoton ndvekedd minden valtozojaban
= lim Fe(f;) =0

t]-—>—oo

. lim Tg(t) =1

(1. g)—o
» Fi(x) balrdl folytonos minden valtozéjaban

Mit neveziink egylttes és peremeloszldsnak diszkrét 2 dimenzids valdszinlségi valtozok esetén?

o Peremeloszlas:
= egy valészinlség: vektorvaltozé barmely komponensének valdszinliségi

eloszlasa
* Fi(x) = lim F(x,y)
y— 00
" HG)=lim F(x,y)

o Egyuttes:
= Fx.,y)=P(E<x,n<y)
» P(a; <& < by,a, <n < b,) (téglalapos magyarazat)
Ha (€, n) egy folytonos eloszlasu 2 dimenzids valdszinliségi valtozd, mik a peremslirliségfliggvények és
hogyan szarmaztathatdk az egyittes striségfliggvénybdl?
o perems(r(iségfliggvények:
(o]
" feo®) = [ fiee(ny)dy
(00
" S ) = [ S e y)dx
Mi az 6sszefliggés a peremsdrlségfliggvények és az egylttes s(rliségfliggvény kozott, ha € és n
figgetlenek?
0 fiere (6 ¥) = fign () * fie,) ()
[ee] [ee]
o[ fien @) * fiey Ay = fieny ) * [ fe, (0)dy = x_perem x 1
Hogyan szamoljuk tartomdnyba (téglalapba) esés valdszinlségét 2 dimenzids valdszinliségi valtozo
esetén, ha adott az egyuttes s(r(iségfliggvény?

by by

Pla, <&¢<by,a,<n<by) = f f(x,y)dx dy

az a



7. Feltételes eloszlas- és slirliségfiggvény, feltételes varhaté érték
e Hogyan definialjuk a § valdszinlségi valtozd y; < n < y; feltétel melletti eloszldsfliggvényét ha (&, n)
diszkrét valdszinliségi vektorvaltozo?

0F*(x|yi <n< y}.)=P(E<xyi < n<y].)
e Hogyan tudjuk meghatdrozni az értékét az egyiittes illetve a peremeloszlasok segitségével?
on peremeloszlasfliggvénye: F,(y) = lim F(x,y)
X—00

" _ F(xyj)-F(xyp)
oF (x|yi << yj) B R(y)-FE0)

e Folytonos esetben hogyan definidljuk F(x|z)- t?
oF*(x|z) = lim (P(E <x|z<n<(z+ h))) ha ez 3

ahol F,(y;) # F,(v;)

e Folytonos esetben hogyan definialjuk &-nek az n = z feltétel melletti feltételes s(rliségfliggvényét?

o fien®y) = f(x,y)

on — peremeloszlasa: fn ) Z4h
peeinelariy Wiz Sew®y) dydx
OP(fE”nE[Z,Z"'h]):m: Z+h
nelz L RO dy

otudjuk, hogy 1 eloszlasfiiggvénye:
w
" FEw) = [ () dy
8. Konvergenciatipusok LP terekben, Markov és Csebisev egyenlétlenség
e Miaz 1-vallal azaz P-majdnem mindenitt konvergencia definicidja?
0 (f)nen LF-beli fuggvénysorozat f € LP

0fn = f lvallal egyenletesen ha
» (fp—f)EL” VneN

" llfa—fllo—0
" ap Esup(|fu(w) — f(@)) >0 wel
= ekkor f, — f majdnem mindeniitt

e Miaz LP-ben vald konvergencia definiciéja?

oP € [1,0[: fo L’f hallfy — flle — O
oazaz: P\/f |f, — fIPdP - 0

e Van koztiik az 6sszefliggés?

e Mit mond ki a Markov, illetve a Csebisev egyenlétlenség?
o Markov egyenlétlenség

v &wvalbszinliségi valtoz6: £ >0, e >0 = P(E>¢) <

o Csebisev egyenlétlenség
» haE(¢)3ésvéges

- P -EQ)| 2 ) < WEEOD 70

g2

E()

&




9. Centralis hatareloszlas tétel, De Movire-Laplace tétel, Nagy szamok gyenge térvénye, Nagy
szamok erés torvénye (Kolmogorov-féle erés torvény)
e  Mit mond ki a centralis hatdreloszI3ds tétel?
0 ha avaldszinlségi valtozdkat standardizaljuk akkor standard normalis lesz

o0&, _n fliggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok
062(61) < o ] eEN
o ekkor:
Z;L=1 f‘n*E(fj)
5(51)*\/5
oahol:
= N(0,1) olyan valésziniiségi valtozé normalis eloszlasa:
= E(N(O,1))=0
= §3(N(GOD) =1
» azaz standard normalis eloszlas

— N(0,1) eloszlasban tart

e Mit mond ki a DeMoivre-Laplace tétel?
0,1 dimenziés szimmetrikus bolyongas”
0 (Ef)jew fiiggetlen valészinliségi valtozok
1,
oP(§j=1)=P(§;=-1)=_¢és

0 (Sp)nent & ?:1 fj

oekkor:
ob ER
Sn 1 w _& ,
oP (\/_ﬁ < b) - Ef_w ez dt (eloszlasban)
e Mit mond ki a nagy szdmok gyenge torvénye?
O(Ej)jeN+ fluggetlenek
= P(§ = 1)=p p €10,1]
= P(§=0)=1-p
j=15

o — p konstanshoz sztochasztikusan

o

e Mit mond ki a nagy szdamok erds torvénye, azaz a Kolmogorov-féle erés torvény?
o(¢& j)jeN , fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozok

S & EE)
n

n .
28 _pls o0 veso
n

* HaE(&) > 0véges = 0  1wvalbszinliséggel

> Ei—nxc s w
% -0 1 valbészinliséggel

* Ha3c € Rhogy
10. Statisztikai alapfogalmak, maximum likelihood elv, konfidenciaintervallum



