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1 Alapfogalmak

1.1 Altalanos jelblések és ismétlés

definici6 szerint egyenld
{AJA € Q}, azaz Q 6sszes részhalmazanak halmaza
halmazrendszer
természetes szamok halmaza
val6s szamok halmaza

racionalis szamok halmaza

egyértelmiien létezik
csupa 1-bdl allo vektor

| o|=| = 5[ e

Ismétlés. G C R nyflt! ha (Vo € G)(Fe > 0): |z —c,x+¢[ CG

Megjegyzés. }x,y[ az x,y nyilt intervallum jelolése. A kerek zardjellel rendezett pért
jelolink: (z,y) az x-bdl és y-bol allé rendezett par.

1.2 o-algebra és mérhetd tér

Definicié 1.1. Eseménytér
Legyen 2 nemiires halmaz, melyet a jegyzetben eseménytérnek neveziink.

Definici6é 1.2. o-algebra vagy eseményalgebra
Legyen § az 2 olyan részhalmazainak halmaza (vagy rendszere), mely rendelkezik a kov.
tulajdonsagokkal:

e § zart a megszamlalhato (véges vagy végtelen) uniora (jele 'U’)
e § zart a kiilonbségképzésre (jele '\”)
e Qcy
Az ilyen tulajdonsagt HR-eket nevezziik o-algebranak, § elemeit pedig eseményeknek.

Megjegyzés. Ekkor komplementerképzésre ("A®") és metszetre ('N’) is zart hiszen

A9 = 0\ A
ANB = (A°UB9) =\ ((Q\ AU\ B))

Ismétlés. Egy halmaz megszamlalhatoan végtelen ha létezik bijekcié IN-nel.

Yitt: metrikus értelemben nyilt, azaz feltételeziink egy tavolsagfiiggvényt. Van még pl. olyan, hogy
"topologikus értelemben nyilt’ - ekkor direkt médon definialjuk a nyiltnak tekintett halmazokat, és ezekre
bizonyos tulajdonsidgoknak teljesiilnie kell: nyilt halmazok unioja nyilt (tetszéleges szamossagi indexhal-
maz esetén), nyilt halmazok metszete nyilt, tireshalmaz, alaphalmaz nyilt



Definicié 1.3. Mérhetd tér
Legyen Q # 0, § C 2 o-algebra. Ekkor az (€, §) rendezett par neve mérhetd tér.

Definicié 1.4. Elemi események (véges eseménytér esetén)
Ha €2 véges, az egyelemi részhalmazait elemi eseményeknek nevezziik.

Definici6 1.5. Teljes eseményrendszer
(A”)nEN teljes eseményrendszer ha A, NA; =0 ,i#j és

Példa 1.1. Kiilénbo6z6 o-algebrak ugyanazon eseménytér felett

5= (0,0} = {0, {&) &, H )
= {09, {&, &}, {5, W)}}

F3 = 2%

Példa 1.2. Legyen € (nemiires) tetszoleges ¢s x € Q. Legyen § = {0} |J{A € Qlz € A}
o-algebra-e §7
MO: Nem mert ugyan U-ta és N-re zart, de A € § ~ A ¢ §.

Allitas 1.1. Q # 0, H C 29 tetszdleges. Ekkor 3 egy legszikebb Q-beli o-algebra (F)
amire H € §.

Definicié 1.6. Generalt o-algebra
A H altal generalt o-algebra a legsziikebb Q-beli o-algebra (§) amire H € §. Jele: Fx

Példa 1.3. Generalt o-algebra

Q = {&), &, &, )
H={&} ~ §u = {0,9 {&}, {& &)}

1.3 Borel halmazok, mérhets fiiggvény

Ahhoz, hogy a kovetkezs fogalmakat korrekt moédon tudjuk bevezetni, definidlnunk kell az
un Borel-halmazok fogalmat. Ha matematikailag korrektek szeretnénk lenni, sok allitas
esetében nem mondhatunk "barmilyen részhalmaz’-t, mert (legf6képp megszamlalhatat-
lanul végtelen szamossagu halmazok esetén) nagyon elvetemiilt részhalmazok is lehetnek
(6k a nem Borelek).

Tehat akkor Borel halmazok:

Q=R



G={GCR|Gnyilt}
P ={la,b] | a,b € R,a < b}
7 ={I CR| I intervallum}

Megjegyzés. A =" jelolés jelentése: definici szerint egyenld, azaz 'legyen’.
Allitas 1.2. 35 = Fp = 3z

Definicié 1.7. Borel halmazok
1 elemei: R-beli Borel-halmazok. Jelolésiik: Br vagy B(R)

Definicié 1.8. Mérhet§ fiiggvény
(Q,3) mérhets tér, f: Q — R fv mérhets ha VB € B(R) esetén

J(B) = {weQlfiw) e By e

avagy ‘minden Borel halmaz 6sképe §-beli’

Megjegyzés. Vegyliik észre, hogy a definicioban csak '€’ szerepel, nem kell, hogy raképzés
legyen.

Példa 1.4. Nem mérhets fiiggvény
Q= {4} §={0 0}
fO-R (&) =1, f&s) =0
- f{1h={}¢3
Megjegyzés. Miért Borel az {1} (azon kiviil, hogy megbeszéltiik, hogy minden olyan R-beli
halmaz, amit el tudunk képzelni Borel)? Mert pl a [0,1] és az [1,2] intervallumok metszete.

Marpedig a Borelek halmaza megegyezik az intervallumok altal generalt o-algebraval, a
o-algebra pedig, mint tudjuk, metszetzart.

Megjegyzés. Valtoztassuk meg a o-algebrat: Legyen

=29 = {0, { &)}, {&}, { (&), &2} } ~ ekkor f mérhetd!

Megjegyzés. A révidebb jelolés érdekében amikor a tovabbiakban azt mondjuk, hogy
f:(Q,8) = (R, B(R)) mérhetd, tovabbra is arra gondolunk, hogy f Q-bol R-be képez, de
hozzétessziik, hogy f fiiggvény § szerint mérhetd (ha nem mondjuk meg, hogy mi szerint,
nincs értelme). A pontos terminologia: Az f fliggvény § — B(R) mérheté.

Allitas 1.3. f,9: (2, %) — (R, B(R)) mérhets, A € R
= f+g, f-g9, \-f, X\-g mérhetd®.
1.4 Meérték, Valoszintiség

Definicié 1.9. Mérték
Legyen (Q, 3) mérhetd tér. Egy p:§ — R fv mérték ha

1 u(A)>0 VAEF

2ahol persze (f + g)(w) = f(w) + g(w) stb



2. nu(0) =0

3. Teljesiil az ugynevezett o-additivitas, azaz:
+oo +oo
o(Ua) =S
n=0 n=0

V(A )nen F-beli sorozatra melyre A, N A,, =0, n#m

Megjegyzés. Ha a 3. tulajdonsdgnal a szumma csak véges sok elemet tartalmaz, az egy
specialis eset (csak véges sok A, # ().

Definicié 1.10. Valoszintiség
Ha p mérték, és M(Q) = 1, akkor p valdszintiség vagy valoszintiségi mérték. Jelolése: P.

Definicié 1.11. Valoszintiségi mezd
Az (Q,§, P) harmas valoszintségi mezs, ha

e (2,F) mérhets tér
o P:§ — R, valosziniség

Megjegyzés. Valoszintiség tulajdonsagai: VA, B € §
e 0<PA) <1

P(A) < P(B)

. AQB:>{ P(B\ A) = P(B) — P(A)

o P(Q\ A) = P(AY) =1- P(A)
e P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANDB)

1.5 Valészintiségi valtozo, eloszlas, eloszlasfiiggvény

Definicié 1.12. Valoszintiségi valtozo
Legyen (€2, §, P) val mez6. Egy £ : Q — R mérhet fv neve: valoszintiségi valtozo.

Megjegyzés. A £ : (Q,§, P) — R jelolés alatt tovabbra is egy & :  — R valoszintiségi val-
tozot értlink, de ezzel a jeloléssel hangsulyozzuk, hogy 2-hoz az § eseményalgebra, ehhez
pedig a P valoszintiség tartozik, a valdszintiségi valtozot pedig ezek esetén vizsgaljuk.
Ahogy latni fogjuk, minden amit valészintiségi valtozokrol mondani fogunk fiigg ezen
kiséré” objektumtol. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a valészintiségi valtozo ’csomagban
jon’ egy valoszintiségi mezével.

Definicié 1.13. Valoszintiségi valtozo altal generalt o-algebra
Legyen £ : (2 — R val valt. A ¢ altal generalt o-algebra:

Fe= a § (B) halmazok altal generalt o-algebra, ahol B € B(R) (1)



Definicié 1.14. Valoszintiségi valtozo eloszlasa
Legyen (Q,§, P) val mez6, £ : Q — R val valt, A € B(R) £ eloszlasa:

Q= p(E)

Megjegyzés. A valoszintiségi valtozo eloszlasa valoszintiségi mérték (R, B(RR))-en

Definici6 1.15. Azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok
€, n:Q — R valoszintiségi valtozok azonos eloszlastak, ha Q¢ = @,

Definicié 1.16. Valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
Legyen (Q,§, P) val mez6, £ : Q — R val valt A £ val valt eloszlas fv-e:

Fe:R—>R, Fe(z) =P <z)=P({we Q¢w) <z}

— P (€00

Eloszlasfiiggvény tulajdonsigai:

e Monoton né

o lim F¢(z) =1

T — 0O

o lim Fe(x) =0

Tr — —o0

o F¢ balrol folytonos

Megjegyzés. Eloszlas és eloszlasfiiggvény kapcsolata Specidlis eset ha a halmaz, ami az
eloszlas argumentuma egy félegyenes (£ < x):

-1

&m=P@<w:P@@—mAQ=@w—me

Megjegyzés. Azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye
Ha &, n azonos eloszlasiak akkor persze

P(§<x):P(77<x) VreR.
Allitas 1.4. Legyen F : R — R olyan fv, hogy
e F' monoton nd

o lim Fe(x) =1

T — 0O

Tr — —o0

e F balrol folytonos
= 3 (2,3, P) val mezd és & : Q@ — R wval vdlt, hogy Fr = F

bizonyités: [1]



2 Figgetlenség

2.1 Események fiiggetlensége, teljes valoszintiség tétel, Bayes té-
tel

Definici6é 2.1. Események fiiggetlensége

(Q,§, P) val mez6, A, B € § fiiggetlenek ha P (AN B) = P(A)P(B)

Definicié 2.2. Feltételes valoszintiség

Legyen B € §. Egy A € § feltételes valoszintisége B szerint (tth P(B) # 0)

P(ANDB)
P(B)
Megjegyzés. A és B fuggetlen & P(A|B) = P(A) & P(B|A) = P(B) (tth P(A) #

0, P(B)#0)

Definici6 2.3. Eseményrendszer fliggetlensége
n €N (Ak) eseményrendszer fiiggetlen, ha paronként fiiggetlenek.

Ekkor

P(A|B) < — Py(A)

1<k<n

P (ﬂ Ak) ~ITra

Megjegyzés. A fenti kovetkezmény altaldnos esetben (t6bb mint 2 esemény esetén) nem
elégséges feltétele a fiiggetlenségnek. Tekintsiik a kovetkezd példat:

T T T
/ k AN
/ 0 /N 0.1\
/ [ 0.06 \\ \\
| ] |
| P il T - /
\\ p S X\ 7L S //
3 \ / R
\\\ /// \\ 004/ / \ //
. / 0.1 02 \\ Y,
\\\//\ //\/\\ - 7 i

0.34

Ekkor

P(A)=0+0.06+0.04+0.1=0.2
P(B) =0.06+0.04+02+0.1=0.4
P(C)=0.1+0.04+ 0.2+ 0.16 = 0.5



Ekkor igaz, hogy
P(A)P(B)P(C) =0.04

Viszont paronként tekintve semmelyik ketts sem fliggetlen:

Tétel 2.1. Teljes valoszintiség tétele
By, ..., B, teljes eseményrendszer, és Vi-re P(Bi) > 0. A € § tetszGleges

P(4) = 3" P(A[B)P(B) 2)
i=1
Bizonyitas
A=ANQ=AN(ByUBU..UB,) =(ANB)U(ANBy)U..U(ANB,)

=P(A) = i P(AN B;)

és mivel

P(ANB)

P(AIB) = =55

= P(AN B) = P(A|B)P(B)

P =Y PUAIBIP(B) O

10



Tétel 2.2. Bayes tétel

By, ..., B, teljes eseményrendszer, és Vi-re P(BZ-) > 0. A € §F tetszoleges, P(A) #0
)

_ P(A|By)P(By)  P(A|By)P(By)
P(B|A) = ST P(AB)P(B) )
Bizonyitas

P(B,|A)P(A) = P(B, N A) = P(A|B,)P(By)

P(A|By)P(B)

P(A) -

= P(By|A) =

2.2 Valészintiségi valtozok fiiggetlensége

Definici6 2.4. Valoszintiségi valtozok fiiggetlensége

€, n:Q — R valoszintiségi valtozok. £ és n fiiggetlenek, ha A € §¢ és B € §, esetén A és

B fiiggetlenek.
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3 Diszkrét eloszlasok

Diszkrétnek akkor hivunk egy valészintiségi valtozot, ha legfeljebb megszamlalhatoan
végtelen sok értéket vesz fel.

3.1 Binomialis eloszlas

Definicié 3.1. Binomialis eloszlas
Azt mondjuk, hogy a £ : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo (n, p)-paraméterd binomialis
eloszlasu (p €]0,1]), ha
P(fI’f)Z(Z)p’“(l—p)”’“ 0<k<n (5)
Binomialis eloszlasiu valoszintségi valtozd eloszlasfiiggvénye

(0 ha z <0

k
F:R-R F)=¢ > ()p"(1-p"™ hak<z<k+1l 0<k<n (6)

1 haxz >n

Megjegyzés. Az 1.4 allitas értelmében ilyen F-hez létezik (Q,§, P) valoszintiségi mezd
(mivel a feltételek teljesiilnek).

Példa 3.1. Hogy néz ki egy binomiélis eloszlasi valoszintségi valtozohoz tartozod valdszintiségi
mez6? (=7, §=7, P=7)
Tekintsiik az n=200, p=0.1 paramétert binomialis eloszlast. Legyen

Q=1{0,1,2,...,200} F =29 ¢ pedig az identitas: £(w) = w

mivel Q ={0,1,2,...,200}, az alabbi jelolést is hasznalhatjuk: (k) = k.
Legyen tovabba

P(¢=j)=P({j}) = ( o ) (0.17(0.9)™ 0 < j <200

Megjegyzés. Szigorian véve igy csak az elemi eseményekre ({0}, {1}, {2}...{200}) definial-
tuk P-t. Altaldban nem hangsilyozzuk, de természetesen (hogy mérték lehessen), a nem
elemi eseményekre az additivitast feltételezziik (pl P({1,2}) = P({1})+ P({2}) - igy méar
valoban § = 2 minden elemére, azaz Q = {0,1,2,...,200} minden részhalmazéara tudjuk
P értekét)

Teljesiti-e ez a konstrukcio azon tulajdonsigokat, melyeket a valoszintiségtsl elvarunk?
A porzitivitas és a (o-)additivités trivialisan teljesiil. Kell tovabba, hogy Q-ra P értéke 1
legyen:

12



200 200

3 p( =3 () oarose

j=0 J=0
A binomialis tétel alapjan tudjuk, hogy a,b € R-re:
(a+b)" = i ( " ) a’b"d
— J
7=0
Legyen a = p, b =1 — p ekkor

200

(p+1—p)"=1)"=)_ P{j}) =P(©Q) (7)

Jj=0

A valoszintiségi valtozonk és eloszlasa pedig (kicsit részletesebben kifejtve)

E:Q0-R k) =k
P(¢=k) = P({w € Qé(w) = k}) = P({k}) = < 2(;.0 > (0.1)7 (0.9)2007

3.2 Geometrikus és hipergeometrikus eloszlas

Definicié 3.2. Geometrikus eloszlas
Azt mondjuk, hogy a £ : (Q,§, P) — R valoszintségi valtozo p-paramétert geometrikus
eloszlasu (p €]0,1[), ha

PE=k)=p(l-p*" keN (8)

Megjegyzés. Tételezziik fel a tovabbiakban, hogy a valdszintiségi valtozo az identités. k
nem korlatos, igy ebben az esetben & végtelen sok (de megszamlalhatoan végtelen sok)
értéket vehet fel.

Ebben az esetben a valodszintiségi mezénk a kdvetkezd:
Q=N gF=2°
P({}) =p(1 = p)*" ha k#0, P({0}) =0 )
Vizsgéljuk meg ismét, hogy (2-ra 1-e P!
- 1

S Pk} =) pl—p)ft=p) (1-p*! =P g = ! (10)

k=1
Megjegyzés. k = 0-ra a valoszintiség 0, igy azt a tagot az els6 atalakitasnal elhagytuk a
szumméabol. Az utolsd egyenléség a geometriai sor osszegképletébsl kovetkezik.
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Definicié 3.3. Hipergeometrikus eloszlas
Azt mondjuk, hogy a & : (2, F, P) — R valoszintiségi valtozo (N, n, K)-paraméterd hiper-
geometrikus eloszlasa (n < N, N,n, K € IN), ha

() (k)
()

P(E=1k) = (11)

3.3 Poisson eloszlas

Definici6 3.4. Poisson eloszlas
Azt mondjuk, hogy a £ : (2,8, P) — R valoszintiségi valtozé A-paraméterd Poisson
eloszlasia (A > 0), ha

DL

P(E=k) = G (12)
Ismét csak kell: P(IN) =1
o0 +
)\k . . )\k
He =e Z o =1
k=0 k=0
A

Az exponenciélis fiiggvény Taylor-sorat hasznaltuk.

3.4 Binomialis és Poisson eloszlas kapcsolata

A Poisson eloszlas jol kozeliti a binomiélist, ha n nagy és p kicsi, s6t a Poisson eloszlas a

binomialis hatarértéke, ha np = A allando és n — oo. Ekkor p = %

e ()= (1) () ()

_nn—=1)(n—2)..(n—k+1)\ <1 - é)?@k

k! nk n

nln = 1)(n—2)n—k+ 1) <1_i>_”_’“ (1_i)n (13)

nk

Rogzitett k esetén az elsé tényez6 1-hez tart ha n — oo, hiszen

14



nn—1mn-2)..(n—k+1) nn—-1n-2 n—k+1

nk n n n n

(-8 (-85

mind a k darab tényezGje 1-hez tart. Az (1 — %)% hatvanynak is 1 a hatarértéke, mert
az alapja 1-hez tart, a kitevGje pedig konstans. Az utolsé tényezére pedig

n -A\" A\
lim (1+£> =e”, :L’E]R:>(1+—> :(1——) — e han— 400
n

n——+00 n n

Tehat

. A
Jdim PE=k)=1-1 Tz (15)

ami valoban a Poisson-eloszlas k indext valoszintisége.
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4 Integral és varhato érték

4.1 Fiiggvény halmaz feletti, mérték szerinti integralja
Legyen (2, §, P) valoszintiségi mez6, € : 2 — R valvalt (igy mérhetd)

Definici6é 4.1. Karakterisztikus fliggvény vagy indikatorfiiggvény
Legyen A € §. A karakterisztikus/indikator fliggvénye:

(W) = OhaweN\A
XA\w) = lhawe A

Megjegyzés. Valoszintiségszamitasban inkabb az utébbi kifejezés elterjedt, mivel a karak-
terisztikus fliggvény-t egy kifejezetten valoszintiségszamitasi fontos konstrukciora hasznéljak.
Hivjuk a tovabbiakban A —t a x4 fliggvény generatorhalmazéanak.

Definici6 4.2. Lépcsts fliggvény vagy egyszert fiiggvény

Legyenn € INT, ()\k) R-beli véges rendszer®. Legyen (Ak) §-beli (halmaz)rendszer.

1<k<n 1<k<n

f:Q=R, fw)= Z)\jXAj(w)
j=1

Definicié 4.3. Lépcsos fiiggvény (halmaz feletti, mérték szerinti) integralja
Legyen (2, §, P) valoszintiségi mezs, f : 2 — R lépcs6s fv. olyan, hogy

flw) = Z a;xa;(w)

ahol (Ak)
Ekkor

olyan §-beli rendszer, hogy A;(Ax =0 haj#k és a; € R

/QfdP: ;%’P(Aj)

Megjegyzés. Az A;(NAr = 0 haj # k feltétel nem szerepel a lépesds fv-k altalanos

c sz

1<k<n

Példa 4.1. Q = {&), &, (&)}, § = 22, P a szamlalomértek (P(X) = |X| azaz X
elemszama), f = 4x(z + 3xyg, ) ekkor [ fdP=4-1+3-2=10

Q

Megjegyzés. Tekintsiik a kovetkezs példat:
e O =10,1]

o f1= X 333Xy

3R-beli véges rendszer = véges sok valés szam
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Latjuk, hogy itt 'val6jaban’ ugyanazt az f-et adtuk, meg, de formalisan f és f’ mégis
kiilonbozéek. Felvetddik a kérdés, hogy ilyen esetekben mi a helyzet [ fdP-vel?

Q
Ilyen esetekben beldthato (itt nem részletezziik de lasd MISSSINGREF), hogy [ fdP
Q

P(A;) tulajdonsagai miatt nem fiigg f alakjatol.

Megjegyzés. Altalanossagban a lépcsds fiiggvényeknél megengedjiik, hogy a generatorhal-
mazok (a halmazok amiknek a karakterisztikus fliggvényeibdl 6sszerakjuk Sket) nem disz-
junktak legyenek, de tegyiik fel a tovabbiakban, hogy diszjunkt halmazok karakterisztikus
fiiggvényeibdl allnak. Nyilvan ha nem igy van, kdnnyen segithetiink a dolgon: Ha

JA, B AN B # () és x4 és xp is szerepel a lépcsss fiiggvényben a4 és ap egyiitthatoval,
definidlhatok a 2 tag helyett 3-at: aaxa\s, aXB\4, (¥4 + aB)XanB

Allitas 4.1. Legyen f : Q — R, mérhetd, korldtos fv. = El(fn)ne]N fv. sorozat, hogy
e VneIN: f,: Q2 — R, lépcsds

eVn € N ésw € Q esetén f,(w) < fosi(w) (azaz (fp(w))
monoton névd).

nElN rogzitett w esetén

e Vwe N: flw) = f(w) (ahogy n — o)
Az dllitds bizonyitdsdt ldsd: MISSSINGREF.

Definicié 4.4. Korlatos pozitiv mérhetd fiiggvény integralja
f:Q — R, mérhetd és korlatos. Legyen ( f”)nelN > 0 1épcs6s fv. sorozat: f, ' f. Ekkor

/ fapP = tim / f.dP (16)

Megjegyzés. A fenti hatarérték létezik, mert az integralok sorozata monoton és korlatos.
Ami nem trividlis az az, hogy nem fiigg f,-t61 MISSSINGREF.

Megjeqyzés. Az f, 7 f jelolés jelentése: monoton névekvGen tart.

Allitas 4.2. Legyen f: Q — R mérhetd, (nem feltétleniil korldtos) fv. = El(fn)nelN fo.
sorozat, hogy

o f, >0 Vn € IN mérhetd és korldtos
o fn S
Az dllitas bizonyitasat ldsd: MISSSINGREF.

Definicié 4.5. Mérhet§ pozitiv fiiggvény integralja
f:Q — R, mérhet6. Legyen (fn)ne]N > 0 mérhetd, korlatos fv-k sorozata: f, 7 f.
Ekkor

n—o0

/ fdP = lim / f.dP | € Ry (17)

ahol Ry = R, [J{+o0}
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Definici6 4.6. Fiiggvény pozitiv és negativ része
f Q2 — R mérhetd.

o [T =max{f,0} azaz f pozitiv része

o [~ =max{—f,0} azaz f negativ része
w € () tetszbleges esetén

>0
0

iy = { ) 1

)
0 ha f(w) <

Megjegyzés. f=f*— [~ |fl=f"+/f"
Allitas 4.3. f:Q — R mérheté < f* és f~ mérhetd.

Definici6é 4.7. Mérhet6 fliggvény integralja

f Q2 — R mérhetd.
/fdpé /f+dP — /f—dp (18)

ha a jobb oldal értelmes (azaz legfeljebb az egyik tag végtelen)

e f integralhato (vagy roviden inthato) ha 3 [ fdP (€ R = R{J{—o0, 00})
Q

o f végesen integralhato (végesen inthaté) ha [ fdP € R
Q

Allitas 4.4. f:Q — R mérhetd

/fdP E]R@/ |f|dP:/ f+dP+/f—dPeR (19)

Megjegyzés. A jobb oldal mindig létezik, mert pozitiv fiiggvény integrélja létezik (persze
lehet oo is).

Allitas 4.5. f,g: Q — R mérheté, A € R

o [(f+g)dP = (ffdP)+<fgdP),haajobboldalEl

o [AfdP =)\ [ fdP

’gf |f|dP, ha a bal oldal 3
Q
o [<g=[fdP <[ gdP
Q Q
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Definici6 4.8. Varhato érték
(Q, 5, P) valoszintiségi mezs, £ : Q — R valoszintiségi valtozo

A ¢ valosziniiségi valtozo varhato értéke (ha 3):
/ ¢ dp (20)

Tétel 4.1. Markov-egyenlGtlenség
(Q,§, P) valoszintiségi mezs, £ > 0 : Q — R valoszintiségi valtozo , e > 0. Ekkor

P(fZE)S@ (21)

Megjegyzés. A fenti tételben fontos feltétel, hogy & > 0

Bizonyitas

E(g):/gdp>/§dp>/edpze/1dP:sP(é“zs)

4.2 Varhato érték kiszamitasa
Legyen ¢ : Q0 — R diszkrét valvalt. Ekkor & képtere
Im § = {&afn € N} = {{(w)|w € 0}
Tfh. ¢ integralhato (3E(€)). Ekkor

+oo
= &LPE=¢) (22)
n=0
Ahol &,: € lehetséges értékei
Példa 4.2. Kockadobas &, : {1,2,3,4,5,6}

E(g)—11+21+31+41+51+61—35
6 6 6 6 6 6
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4.3 Diszkrét eloszlasok varhato értéke
4.3.1 Binomialis eloszlas varhato értéke

Allitas 4.6. Az (n,p) paramétertd binomidlis eloszlds varhato értéke np

Bizonyitas

e
—
2%
SN—
Il
3
—~
o
!
~—
7Y
|
o
Il
]
.
N
S
~
=
—
|
=
3
d

2 - '-pja_p)ni:;(j—l)rll(!n—j)!pj(l_mnj (23)

y=j—1 m=n—-1 ~ j=1—=y=0 j=n—y=n—1=m

Y Y=Y —e——
)
=(a+b)"=pP+1-pm=1 O (25)



Ahol az utolsé el6tti egyenlség a binomialis tételbsl kovetkezik
“~/m
a+b)" = a’b"m Y
o =3 ()

Megjegyzés. Binomidlis eloszlas varhato értéke méas modon:
Legyen £ egy (n,p) paramétertd binomidlis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Tekintsiink ra
tgy mintha n db (cinkelt - p # 1/2) érmét dobnénk fel. Az egyes érmék vagy fejek vagy
nem (a fej dobés valoszintisége p), és valoszintiségi valtozoknak tekinthetek (&q,...,&,).
Ha fej akkor ; értéke 1, egyébként 0.
Ekkor az eredeti valoszintiségi valtozo (értéke) tekinthetd egy szérmaztatott értéknek:
E=G+6+ . T

ekkor (mivel lattuk, hogy a varhato érték képzés egy integralnak felel meg, az integral
pedig linearis)

E(&) =p— E(§) =np
4.3.2 Geometrikus eloszlas varhato értéke

Geometrikus eloszlés esetén
P(E=k)=p(1—p)*"
Allitas 4.7. A p paraméterd geometrikus eloszlds vdrhato értéke = %

Bizonyitas

B(§) =) &PE=¢&) =) jpl—p’ ' =p) i1 -p"

Tudjuk, hogy = hatvénysora a ] — 1, 1[ intervallumon

Ebbdl kovetkezik, hogy

Legyen * = (1 — p). Ekkor a hatvanysor konvergenciasugaran beliil maradunk, igy
hasznalhatjuk a fenti Osszefiiggéseket. Ekkor

1 1

PO = a e @)
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4.3.3 DPoisson eloszlas varhato értéke

Poisson eloszlas esetén i
ATy
Ple=hk)="e

Allitas 4.8. A )\ paraméterd Poisson eloszlds vdrhato értéke \

Bizonyitas

Z@ (E=¢) = Zy =Y e
j=0 j=1 J:
=e ) G = ¢ &xEjj'::A (27)

=0
W—/

e

4.3.4 Hipergeometrikus eloszlas varhato értéke

Tudjuk, hogy a ¢ : (Q,§, P) — R valoszintiségi valtozo (N, n, K)-paraméterd hiperge-
ometrikus eloszlasu (n < N, N,n, K € N), ha

e DG,

n

Allitas 4.9. Az (N, n, K) paraméterd hipergeometrikus eloszlds vdrhato értéke n%

Bizonyitas Gondoljunk a szokasos példara. Egy urnaban N darab goly6 van, kozolitk
K darab piros és N — K darab fehér (ebbdl huzunk n-et). Egymés utan, visszatevés nélkiil
htzva a golyokat legyen

€= 1, ha az i-ik alkalommal piros goly6t huzunk
1 0, ha az i-ik alkalommal fehér golyot huzunk

Els6 hizaskor P(& =1) =% és P(§ =0) =1 — & tehat

K K K

A maésodik huzaskor

P=1)=P&L=14=1)PE =1)+P& =1 =0)P( =0)
K—-1K K < K) K

N_IN T N_1 N) N (29)
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ezért P(§,=0)=1— £ ¢s

K K\ K
E(£2):1N+0(1—N):N

Hasonléan a tobbi &; varhato értéke is % ezért

=z

=& +6+..+& = E(E)=E&)+..+E&)=n

23
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5 Lebesgue mérték és mértékek tulajdonsagai

5.1 Lebesgue mérték

Definicié 5.1. Lebesgue-kiils6 mérték

Legyen A C R tetszsleges.

+oo +oo
AA) = inf {Z MI,) | AC U I, , (I)nen intervallumok rendszere} (30)
n=0 n=0

Ahol A(I): I hossza.
A(A) > 0 (lehet 400 is)

Példa 5.1. Tekintsiik a kovetkezs eseteket
e A=[1,2] » AA) =1

o A=1[1,2]U]3,5[~ A(A) =3
e AZ\2 legyen I,, = [\/_— %,\/5+ %] ekkor

[e%s} [e%s} +oo
X(Im):% () Ln = {V2} X(A):osz{ZA(zn) | {\/i}gufn}

m=1 n=0

Allitas 5.1. A(IN) =0
Bizonyitéas:

e Els6 lépesben az {1}-et lefedem egy 1 hossz intervallummal (pl [1, 3]), a {2}-t egy
1/2 hosszuval (igy véges lesz az 6szhossz), stb.

e Masodik lépesben {1}-et egy 1/2 hosszi intervallummal fedem, a {2}-t egy 1/4
hosszuval, stb

°
Az Osszhosszak inf-a=0.
Altalaban: Ha A C R megszamlalhato ~ A(A) =0

A probléma az, hogy A 28-en nem mérték, mivel nem minden halmaz mérhets (az el-
lenpélda nem trivialis, és a kivilasztasi axiomat hasznalja MISSINGREF), ezért, hogy
korrektek legytink, kissé meg kell szoritani a konstrukciot, hogy tényleg mérték legyen -
szerencsére mint latni fogjuk igy is minden ’értelmes’ halmazon miikodni fog.

Allitas 5.2. 3 M, C 2% halmazrendszer, hogy
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M\ o-algebra
M, # 2R

Br C M, (tartalmazza a Borel-eket)

AMa, : My — Ry mérték (ahol M| a, jelentése: X megszoritva My-ra)

Definicié 5.2. Lebesgue mérték

A== N, (31)

Definicié 5.3. Lebesgue 0-mértékd halmaz

A € M, Lebesgue-0 mértéki ha A(A) =0
[lyen példaul N vagy Q

Definicié 5.4. Lebesgue mérték szerinti integral

Fd\
0.t

ahol f: R — R mérhetd fv (mérhet6 A szerint, azaz V Borel sképe M y-beli)
A konstrukei6 ugyantgy felépithetd R-en X szerint, mint [ fdP Q-n P szerint. Lasd: 4.1.
Q

fejezet.

Allitas 5.3. f : [a,b] — R Riemann-integrdlhad < f folytonos egy Lebesque 0 mértéki
halmazon kivil. Ekkor

b
/ f(x)dx = fd
a [a,b]

Tehat ’szép’ fliggvények esetén a Lebesgue integral megegyezik a hagyomanyos, Rie-
mann integrallal.

Példa 5.2. R-en nem Lebesgue integralhato fv
g:R—R

A pozitiv rész:

A negativ rész:



/gd)\:/ngd)\—/gd)\
R R R
—

——
+o0 +oo

tehét oo — oo alaku, azaz nem létezik (indefinit).

5.2 Meértékek abszolit folytonossaga és szingularitasa

Definicié 5.5. Mértékek abszolit folytonossédga és szingularitésa
(Q,§) mérhets tér. Legyen py, po : § — Ry mérték

e 11 abszolut folytonos us-re, ha
(VA € F) (2(A) = 0= p(A) = 0)
jelolés: py < pg
e iy szingularis po-re, ha

30, A eF 91092:@7 QIUQZZQ
(1) =0 és pa(€2) =0

jelolés py L po
Abszolut folytonossag tulajdonsigai:
o tranzitiv: g <K o & po Kz = g < g
o reflexiv: uy < iy

e nem szimmetrikus: p; << po 2 o <K iy

Szingularitas tulajdonsagai:

e Nem tranzitiv

e nem reflexiv

e Szimmetrikus (2] = Qq, Q) = Q)

Definici6 5.6. o-véges mérték
(€2, F) mérhets tér, p @ § — Ry mérték o-véges, ha 3 (Ay), oy S-ben haladé sorozat,

hogy
“+o0

JAn =9 & n(A,) <400 VneN

n=0

Példa 5.3. Lefedjiik R-et 1 hosszu intervallumokkal, u pedig A\. Ekkor p o-véges, pedig
R mértéke oo
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Tétel 5.1. Lebesgue-felbontas

Q,F) mérhets tér, u,v: §F — Ry o-véges mérték. Ekkor 3! pq & ps @ § — R mérték,
H + H H +

hogy pp=pn +po s u <v, po L v

Ahol 3! jelentése: Egyértelmten létezik. pq elnevezése: p abszolut folytonos része, po
elnevezése: p szingularis része.

Tétel 5.2. Radon-Nikodym
(Q,§) mérhets tér, p,v : §F — Ry mértékek, p < v. Ekkor 3! f: Q — R, mérhetd,
hogy

VAeF: M(A):/Ade:/Q(XAf)dV

Definici6 5.7. Radon-Nikodym derivalt
Ekkor f-et ‘;—‘lf—vel jeloljik és a p mérték Radon-Nikodym derivaltjanak hivjuk v szerint.

5.3 Improprius Riemmann és Lebesgue integralhatosag kapcso-
lata

Példa 5.4. Nem improprius Riemann-integralhato, de Lebesgue integralhato fv
A Dirichlet fv (1-et vesz fel ha az argumentuma racionélis szam, 0-t egyébként):

V@ =0= [ v

Példa 5.5. Improprius Riemann-integralhato, de nem Lebesgue integralhaté fv
S L P
flz) = { 1 haz =1
Belathato, hogy improprius Riemann integralhaté MISSINGREF, viszont:

e a —m és w kozti rész teriiletét ha alulrol kozelitem egy befoglalt haromszoggel akkor
annak a teriilete (alap - magassag /2): «

e a 7 és 21 KkOzti rész teriiletét ha alulrol kozelitem egy befoglalt haromszoggel, akkor
annak a teriilete (alap - magassag /2):

3

sing w1
st 2 3
o A 27 és 3w kozti rész hasonldan %
A porzitiv rész alsoé becslése tehat:
T+ l + 1 + ...
3 5

ami divergens. Hasonléan a negativ rész is divergens, ezért a Lebesgue integral nem
létezik.
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6 Folytonos eloszlasok

6.1 Sirtségfiiggvény

Ismétlés. Eloszlas (1.14-as definicio)
Legyen (Q,§, P) val mez6, £ : Q — R val valt, A € B(R) ¢ eloszlasa:

Q) = p ()

Definici6 6.1. Folytonos eloszlast valoszintségi valtozo A € : 2 — R val valt. folytonos
eloszlast ha Q¢ < A

ahol Qg, AR : B]R — R+

Megjegyzés. Ha & folytonos eloszlasi akkor amiatt, hogy abszolut folytonos a Lebesgue
mértékre, mindenhol nulla, ahol a Lebesgue 0. Ebbdl kévetkezik, hogy egy adott a érték
felvételének a valoszintisége 0 P((§ = a) = 0) Va € R, s6t annak a valoszintsége is
0, hogy megszamlalhatoan sok érték koziil valamelyiket felvegye. Folytonos valészintiségi
valtozoknal intervallumba esés valoszintiségérél fogunk beszélni, mivel ez méar kontinuum
sok lehet&séget jelent, ez mér lehet nagyobb mint 0.

Allitas 6.1. Ha ¢ folytonos eloszlasi, akkor a Radon-Nikodym tétel (5.2) miatt f : R —
R mérhetd*, hogy

VA € Br : Qe(A) = /A fdg (32)

Definicié 6.2. Striségfiiggvény
A fenti allitasban szerepld f a & valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye (vagy a Q)¢ eloszlas
strtiségfiiggvénye).

Példa 6.1. Eloszlas értékének kiszamolasa strtiségfiiggvény segitségével ha a vizsgalt
halmaz specidlisan egy x végponti balra végtelen intervallum
Ez valojaban az eloszlasfiiggvény (ezt mar lattuk - lasd 1.5 megjegyzés.)

A-ooa] Q) =P (Ew) = [ swi=r)

ahol felhasznaltuk, hogy szép fiiggvények esetén a Lebesgue és a Riemann integral
megegyezik.®

4Ami itt most annyit jelent, hogy Borel se Borel.
5Ttt kicsit csaltunk, mert ezt eredetileg csak korlatos intervallumra mondtuk ki, valamint nem mutattuk
meg, hogy a strtségfliggvény sziikség szertien ’szép’
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A stiriiségtiiggvény tulajdonsagai:
[ ]

f>0

+oo

Fo= [ an=Qe(®) = P(¢ (B)) =1

A ¢ val valt. stirtségfiiggvényét ezen til fe-vel jeloljiik.

Allitas 6.2. Ha f: R — R olyan, hogy

o f integrdlhato R-en \ szerint

o [ fdr=1
o [ >0, akkor 3(,§, P) val mezd és £ : Q@ — R wal vdlt. hogy Q¢ < X és f &

(illetve Q¢) strdségfiggvénye.
Allitas 6.3.

Plz<é{<y)=Pa<i{<y)=Pa<{<y)=Pa<{ly)=F(y) - F(v)

6.2 Folytonos eloszlast val6szintiségi valtoz6é varhato értéke

E(€) = /Q cdp = /R idgdQ; = /R id <‘%) A
_ /_ Z e fe(x)de (33)

ahol idR a valos szamok felett értelmezett identitasfiiggvény. Az elsé egyenlGség az ugy-
nevezett mértéktartds tulajdonsagbol kovetkezik MISSINGREF. (%) a Radon-Nikodym
derivalt 5.7.

Allitas 6.4. Ha h R — R mérhetd (Borel dsképe Borel), akkor

ﬂmm:/ﬁd@

Q

(mivel Q¢ egy mérték lehet Q¢ szerint integralni). Tovabbd az abszolit folytonossdg miatt

(Qe < \)igaz, hogy
[ n dqe= [ hw)feda
Q R
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Allitas 6.5. -
/ |z| fe(z)dr < 00 & E(E) véges

Bizonyitas
E(&) véges pontosan akkor, ha E(|¢]) véges, mivel

E@)=E(E") - EE) ¢ E(g)=EE)+EE)

A baloldali integral pedig pontosan E(|¢|) varhato értéke (lasd a 6.4 allitast - h az ab-
szolutérték fv). Ezen integral mindig kétezik, hiszen pozitiv fiiggvény integraljat tekintjiik
(persze nem mindig véges).

Példa 6.2. Cauchy-eloszlas

Legyen
. 1 1
xr) = —
fe(@) w1+ 22
tudjuk, hogy [ ﬁ = 7 tehat a 6.2 allitas alapjan létezik (2, §, P) és £ valoszintségi
valtozo, aminek ez a stirtségfv-e. A varhato érték végességéhez kellene, hogy

Aé/|x|f§dx<oo
R

1 [ 1/t 1 [~ 1
AZ—/ L dxz—/ v d:c+—/ —dr
Tty 1422 T Jo 1+ a2 ), 2x

——

— 00

Ahol az utolso tag becslése abbol kovetkezik, hogy ha x > 1 akkor

2 2 1 1
1+ 2° <22 M Tz D 32

Viszont

Eddig csak azt mutattuk meg, hogy a varhatoé érték nem véges, de megmutathad az is,
hogy nem létezik:

dv = |zln(l1+2%)| =
/0 1+a22 " {2 il +x)L >
A ] — 00,0[ tartoméanyon vett integral ugyanilyen megfontolassal —oo. Tehéat oo — oo

(indefinite) alakot kapunk, a varhato érték nem létezik.
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6.3 Exponencialis eloszlas

Definicié 6.3. Exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo
Legyen (€2, F, P) valoszintségi mez6, € : @ — R valoszintségi valtozo. & a-paraméterti
(o > 0) exponencialis eloszlast ha

e ¢ folytonos eloszlasu

o ¢ siirtiségfv-e:
ae™ ™ hax >0

fe(x) =
0 ha z <0

Allitas 6.6. Ezponencidlis eloszldsi valdszindséqgi vdltozd eloszldsfiigguénye

0 haxz <0
Fe(z) =
1—e™® haz >0

Bizonyitas

[ ae™®dt hax >0

Few) = [ sl = )
—0 0 ax <0

X 1 X
/ ae % dt = « {—eo‘t] =—e 41
_ —a 0

o0

a fenti kifejezés © — oo esetén (mivel e~ = 0) 1-hez tart (zr — —oo esetén 0-hoz,
valamint monoton nd), ami azt jelenti, hogy a 6.3 definicioban szerepld fiiggvény valoban
stirtiségfiiggvény.

Allitas 6.7. a-paraméterd exponencidlis eloszldsiu valdsziniségi valtozo vdrhato értéke é

Bizonyitas
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6.4 Normalis eloszlas

Definicié 6.4. Normalis eloszlastu valosziniiségi valtozo
Legyen (£2,§, P) valoszintiségi mezs. € : Q@ — R valoszintségi valtozo (m, o) paramétertd
normalis eloszlést, ha £ folytonos eloszlasu és stirtségfiiggvénye:

fe(r) =

Definicié 6.5. Standard normaélis eloszlasu valoszintiségi valtozo
Legyen (£2,F, P) valoszintiségi mezs. & : Q@ — R valoszintiségi valtozo (m = 0,0 = 1)
paraméteri normalis eloszlast, ha & folytonos eloszlast és stirtiségfiiggvénye ©:

fel) = ——e7F (36)

1 —(z—m)?
e~ 5" (35)

2ro

5

ekkor eloszlasfliggvényét ®-vel jeloljiik:

v 1 &2
P(z) = / e zdt 37
S (37)
Allitas 6.8. Minden normdlis eloszldsi valdszindségi viltozo eloszldsfiigguénye (F¢) vis-
szavezethetd standard normdlis eloszldsiura mert ha & (m, o) paraméterd normdlis eloszldsi
akkor

r—m
F§:(I>( ) z € R (38)
o
Bizonyitas
r 1 —(t=m)?
F, :/ e 202 dt
¢ —oo V2TO
Legyen
o t_
z = ~ t=m+4oz
o
T —m
t—> -0 2> —00 t=rx& 2=
o

Ekkor, a helyettesitéses integral képletének segitségével:

g(b) b
dt = Ng'(2)dz
/g(a) F(t)dt / f(9(2)d'(2)

ahol g(z) =m+ oz, igy ¢'(z) =0

= 1 22 1 = e Tr—m
Fe = —e 20dz = — e 2dz=®
¢ /_Oo \V2mo V2 /—oo < o )

%Az, hogy ebben az esetben [}, fe = 1, komplex fiiggvénytan segitségével lathato be. Azt kell belatni,

hogy
o 2
/ e—%dz:\/QTr
—00
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7 Szoras

Definicié 7.1. Szorés és szorasnégyzet
€:(Q,F,P) = R valoszintiségi valtozd. Tth E(§) véges. Ekkor & szorasat o(§)-vel, vagy
D(&)-vel jeloljiik, és a kovetkezSképp definialjuk

&) =VE((-E©)?)

Ennek megfelelsen 02(€) elnevezése: Szorasnégyzet vagy variancia. Jelolésére o2(€)-n
kiviil hasznalatos a V() jelolés is.

Allitas 7.1.
o’(&) = B(§%) — E*(¢) (39)

Bizonyitas

a*(¢) = ((5 E(€))(€ — B(€) = B(& —2B()E + E*(©))
— E(2E()E) + E(E*(¢)) = E(&?) - 2E(§)E(§) + E*(§) = E(§?) — E*(¢)
A fenti bizonyitdsban egyrészt a varhato érték mint integral linearitdsat hasznéltuk,

masrészt azt a tényt, hogy konstans fiiggvény (valoszintiségi valtozo), itt (E2(£)) varhato
értéke egyenld a fliggvény értékével.

Megjegyzés. Speciélisan folytonos eloszlasi, fe striségfiiggvényt valoszintiségi valtozo
esetén: E(§) = [, xfe(x)dx (lasd (33) egyenlet)

(€)= /R (2 — B(€)* fe(x)dx

400 400 +o00
- / 2? fe(x)dr — 2E(€) / zfe(x)dz +E*(€) / fe(x)dzx
- N ];(2) v Ll,_/

— [ @ fards — )
R

Megjegyzés. Az E ( (& —a)Z) értéket nevezik masképp a & valoszintségi valtozo a kozéppontu
masodik momentumanak is. E szerint az elnevezés szerint a szoérasnégyzet (02(€)) épp &
= E(&) kozéppontt masodik, vagy masnéven centralt momentuma.

A maéasodik momentum mechanikai interpretacioja: Képzeljik el, hogy ¢ eloszlasa egy
tomegeloszlds R-en. Ekkor ¢ a kozéppontt méasodik momentuma épp a témegeloszlas a
koézéppontt tehetetlenségi nyomatéka, vagyis nem mas, mint a tomegeloszlas ellenalldsa
az a kozéppontu forgatésokkal szemben. Specidlisan, £ szorasnégyzete épp a p = E(§)
tomegkozéppontt tehetetlenségi nyomaték.

Definicié 7.2. Legyen k£ > 0. A ¢ valoszintiségi valtozod k-ik (0 kozéppontd) momen-
tuménak az E(£F) mennyiséget nevezik - ha létezik.
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Ha nem tessziik hozzé, hogy milyen kozéppontt, vagy, hogy centralt, akkor a 0 kozép-
ponti momentumra gondolunk.

Példa 7.1. Az exponencialis eloszlas momentumai
Legyen a ¢ valoszintiségi valtozé a paramétert, exponencialis eloszlasti. Ekkor a (0-
kézépponti) k-ik momentumai:

kY _ = k _ = k —ax
E(") = /Ooa: fe(x)dx = " ae " dx
f g
parcialis integralassal (g = —e™ %)
k k —ax]>® = k-1 _—ax k = k-1 —ax k k—1
E(¢F) = [—a"e ]0 - —ka" e Ydr = — " ae” dr = —FE(£")
0 @ Jo «

tehat egy rekurziv képletet kaptunk.

B = / Chade=1 o~ BE)=s - BE)=3

Az els6 momentum nem mas mint a varhato érték, ezt mér bizonyitottuk a 6.7 allitasban.
Altalanossagban

()52“

k!
ok

B(g")
7.1 A szérasnégyzet tulajdonsagai
° o(§) 20
o 02(a& +b) = a*d*(§)

Bizonyitas
Az els6 tulajdonsag trivialis. A masodik sem tul bonyolult:
o*(a +b) = E(((a§ + b) — E(a& +1))*) = E((a& +b—aB(§) — E(b)))?)
= E((ag +b—aB(¢) —b)*) = E((a(€ — B(€)))*) = E(a*(§ — E(€))?)
= a’B((€ — E(€))*) = a’0*(€)
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7.2 A szérasnégyzet kiszamitasa

A valodi kérdés az, hogyan szamitjuk ki E(£?)-et (mivel E?(€) kiszamitésa trivialis).

Diszkrét eset:
Ha & diszkrét valoszintiségi valtozo,

+o0
E@€) =) &PE=¢)
n=0
ahol &, a & valoszintiségi valtozo lehetséges értékeit jeloli.

Folytonos eset:
Ha ¢ folytonos valészintiségi véaltozo,

E(éz):/_ OOfog(:c)d:c

Példa 7.2. A Poisson eloszlas szoérasnégyzete
Ha & Poisson eloszlast valoszintiségi valtozo, akkor

) +o00 2)\k \ +o00 )\k \ \ +o0
=0 =1 =1

)\k
(k—1)!

2 A+OO AF2 A+OO N 2 AN AA 2
= \e ;(k;—Q)!Jr)\e kz; 1)!:>\6 et e et =T+ )\

=

er er

Igy

o}(§) = B(") — E* (&) =N+ A - X" =)

A véarhato értéket (E(£) = \) lasd a 4.8 allitasban.

Példa 7.3. Az egyenletes eloszlas szorasnégyzete
Legyen & egyenletes eloszlasu [a, b]-n. Ekkor

foo ﬁ ha x € [a,b]
710 egyébként
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E(f)Z/abxbl P Hb Y (O WG Y RS,

—a" T b—al2], b—al\2 2 2(b— a) 2
9 b2 1 [231" (0®—dd)
E(f):/a b—a:b—alng?)(b—a):
(e = g - g = U2 (e
3(b—a) 2
(b—a)(a®+ab+b*) bV +2ab+a®  4a*+ dab+ 4b* — 3b* — 6ab — 3a*
B 3(b—a) B 4 B 12
V¥ —=2ab+a®  (b—a)
B 12 12

Példa 7.4. Az exponencialis eloszlas szorasnégyzete
Legyen a £ valoszintiségi valtozé o paramétert, exponencidlis eloszlasi. Ekkor a szoras-
négyzete

2 1 1
206\ _ 2 206) — _
@) =EE)-E()=—5-—5=—
ahol a korabban kiszamolt 2. momentumot és a varhato értéket (=els6 momentum)
hasznaltuk fel.

7.3 Csebisev egyenl6tlenség
Allitas 7.2. Legyen & valdszindségi vdltozd, € > 0 Tegyiik fel, hogy E(€) véges. Ekkor

P - B(e)| » o) < ZUEZEOD _ () (42)

g2 g2

Bizonyitas

{lE-B@| =z} ={lE - B =%}
erre pedig hasznaljuk a Markov—egyenlStlenséget (21):

oo ) < BUE=FOP)
P~ BOP > ) < =]
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7.4 Fiiggetlen valoszintiségi valtozok varhato értéke és szoérasa

Allitas 7.3. Ha & és 1 fiiggetlen valdszindségi vdltozok, E(¢n) = E(€)E(n), ha a vdrhaté
értékek léteznek.

Allitas 7.4. Ha & ésn fiiggetlen valdszindségi vdltozok, o*(€ +n) = 0*(€) + o%(n).

Bizonyitas

o’(&) = E(&) — E*(&)  o*(n) = E(p®) — E*(n)
o*(E+n) =E((E+n)?) — E*(E+n)
B(&* +28n+1°) — E(§ +n)E(€ +1)
E(&%) 4+ 2E(E)E(n) + E(n*) — (E*(&) + 2E(&)E(n) + E*(n))
E(&%) + E(n*) — B*(§) — E*(n) = 0*(&) + o*(n)
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Példa 7.5. A binomialis eloszlas szorasnégyzete

Ahogy korabban lattuk a 4.3.1 allitasban, tekinthetiink a £ (n, p) paramétert binomialis el-
oszlasu valtozora tigy mintha n db (cinkelt) érmét dobnéank fel. Az egyes érmék vagy fejek
vagy nem (a fej dobas valoszintisége p), és fliggetlen valoszintiségi valtozoknak tekinthet&ek
(&1,...,&,). Ha fej akkor &; értéke 1, egyébként 0. Ekkor & = & + ... + &, Ekkor

E(E)=1p+0*(1—p)=p
o*(&) =E(&) - E*&) =p—p"=p(1—p)

Ebbél pedig a 7.4 allitassal: 0%(€) = np(1 — p) (szigorian véve a 7.4 allitas csak n=2
esetre alkalmazhato, de ebbdl rekurzioval altalanos esetben is igaz n-re)
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8 Vektor értéki valbészintiségi valtozok

Definicié 8.1. Legyen (Q,F, P) valoszintiségi mez6, £ : Q@ — R*  (k € NT) fv mérhets
1

haV B e B(RF): ¢ (B)eg

Megjegyzés. RF-beli Borel halmazokat tartalmazé o-algebrat példaul nyilt gémbokkel
tudjuk generélni.

Definici6 8.2. Vektor értékd valoszintségi valtozo alatt a

{(w) = (&1(w), &(w), ., E(w))

vektort értjiik, ahol w € €1 és {;-k valoszintiségi valtozok 1 < j < k.

Definicié 8.3. Ekkor a varhato érték a kévetkezs vektor (ha létezik)

E(§) = (E(&), E(&), -, E(&))

Definicié 8.4. Vektor valoszintiségi valtozo (egyiittes) eloszlasfiiggvénye alatt a kovetkezst
értjik

Fe:RF 5 R, F(t)=P <§ qD- oo,tjD) (43)

j=1

ahol

Allitas 8.1. Vektor valdsziniségi vdltozd eloszldsfiigguényének tulajdonsdgai (k > 2 es-
etén).

o [: minden vdltozoban monoton né: Ha x; < x}*
* kk
Fe(zy, .., x), o xp) < Fe(a, .., xl™, ..., xp)

o F: minden vdltozoban balrol folytonos

lim Fe(t)=0 VYj=1,.,k

tj%foo
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e Va,b € RF ha a < b (minden koordindgtdban)

> (FF (as+b1—2) 2 0

e€{0,1}k
ahol |e|: ahdny 1-es van e-ban, ac és b(1 — €) pedig koordindtdankénti szorzatot jeldl,

pl:

a1&,

282
ace =

A€k

Megjegyzés. Specialisan 1 dimenziéban ha a,b € R, a <b

> (—DFIF (as+b(1—¢) >0 (44)

ee{0,1}k

& (1P F(b) + (~1)' F(a) 2 0 & Fe(b) > Fela)
ami teljesiil, hiszen az eloszlasfiiggvény monoton né.

Példa 8.1. Milyen F'-et zar ki példaul az utols6 tulajdonsag?

Legyen
r x _J Ohaaz+y<O0 (-1 (3
y | lhaz+y>0 =\ -1 -\ 3

ekkor az utolsé tulajdonsagot kivéve minden més kovetelménynek eleget tesz. A (44)
kifejezés tagjai a kovetkezsk:

e=1[0,0] = (=1)°F

e=1[0,1 — (-1

|

T
e i i N

e=[1,0] = (=1
e=[1,1] = (-1)*F

Allitas 8.2. Ha F : R* — R olyan, hogy a 8.1 definicio tulajdonsdgai teljestiilnek, akkor
3(Q,F, P) valdszintiségi mezd, és & : Q — RF valdsziniségi vdltozo, hogy F = Fy

Definicié 8.5. Vektor valoszintiségi valtozo eloszlasa
EREE) (45)
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Megjegyzés. 2 dimenzidban a £ valoszintiségi valtozo 2 komponensének jelolésére altalanossag-
ban az 7 és v jelolést hasznaljuk, tehat & =1, & =7

Allitas 8.3. Legyen & = ( z ) eqy 2 dimenzios valdsziniségi valtozo, melynek eloszlds-

figgvénye:
F(z,y)=P(n<z,v<vy). Ekkor

P (a1 <n< bl, as < v < bz) = F(bl,bQ) + F(al,aQ) — F(al,bg) — F(bl,ag) (46)
Bizonyitas
Jeloljiik a n-hoz tartozo értéket x-el, a v-hoz tartozo értéket y-al. Jeloljiik T-vel a kérdéses

eseményhez tartozo esetet:

T={a1<n<b, ag <7< by}

b

az

Legyen ezen kiviil

t={n <bi,y <b} t3={n<a,y<by}
t2 2{77 <ap,y< a?} t4 = {77 < bl,”)/ < CL2}

Ekkor
Y y
b, (b1, b2) b, (a1, b2)
a; — 4 |
t1 ts
by X a by X
a 1
y y
b, | by |
ap (a1, a2) a (b1, a2)
to a ‘ by X i ‘31 by x
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T=t\(tsUty) ~ P(T)=P(t1) — P(t3Uty) = P(t1) — [P(t3) + P(ts4)) — P(t3 Nty)]
mivel t3 Nty = to, ezért

P(T) = P(t;) — P(t3) — P(ty) + P(ta) = F(by,b2) — F(a1,be) — F(b1,a9) + F(ay,a2) O

Allitas 8.4. Tegyiik fel, hogy F : R> - R a & = ( z ) valdsziniségi vdltozo egyiittes
eloszldsfiigguénye, F,(z) an, F,(y) pedig az v valvdlt eloszldsfigguénye. Ekkor

Fyz)= lim F(e,y) F(y)= lim F(a,y) (47)

Y—r—+00 T—>+00

Allitas 8.5. Legyen & : Q — RF waldsziniségi vdltozd. Ekkor ekvivalens:

° £1,&s, ..., & fliggetlenek
[ J
k
Qe = H Qe;
7j=1
131 k
F : =11 Fej(t;)
tr J=1

Definici6 8.6. Egy valoszintségi vektorvaltozoé barmely komponensének valoszintiségel-
oszlasat peremeloszlasnak nevezziik.

Megjegyzés. Az egyiittes eloszlasboél a peremeloszlasok meghatarozhatdak. 2 dimenzidban,
diszkrét esetben

P(n:i):pizzpik P(’Vzk)z%zzpik
k i

ahol py, az egyiittes eloszlasban a n = i, v = k eset valoszintisége (lasd a kévetkezd
példat).
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Példa 8.2. Tekintsiik a £(n,v) 2 dim valésziniiségi valtozot, és komponenseit (1, 7),
melyek {—1,0, 1} értékeket vehetnek fel. Az egytittes eloszlas, azaz a £ vektor valoszintiségi
valtozo eloszlasa: A komponensek eloszlasai pedig a peremeloszlasok. Lathato, hogy a

7 -1 0 1 7 perem

-1 s+e| 0 [5— 0.25
0 0 0.5 0 0.5

1 s—c| 0 g+e| 025
v perem | 0.25 | 0.5 | 0.25

peremeloszlasokbol altalanos esetben nem hatarozhaté meg az egyiittes eloszlas.

8.1 Folytonos vektor értéki valoszintiségi valtozok
€ : Q0 — RF valoszintiségi valtozo folytonos eloszlast ha
Qe <Ak

ahol )\Rk az R¥-beli Lebesgue mérték (ugyanigy definidlhaté mint az egydimenzios eset-

ben, csak intervallumok Descartes-szorzatanak uniojaval fedek). Jelolés: £ < )\Rk

Allitas 8.6. £: Q — RF
[ ] Ha Qg < )\Rk

k
&1, 6, & fiiggetlenek < [ fejlt;) = fe(tr - )
j=1
ahol fij jeloli a perem-siiriségfiigguényeket vagy mdsnéven margindlisokat, fe pedig
az eqyittes suriségfiigguény.
e Ha a &, valosziniségi valtozok figgetlenek és ng KA = @< )\Rk

Megjegyzés.
Qe < )\]Rk = 3!fe : R¥ = R mérhets, hogy Q¢(B) = / féd)‘IRk
B

ahol B egy R¥-bei Borel halmaz.
Megjegyzés.
Qe < )\le = ng KA V)

Allitas 8.7. Ha &(n,7) : Q — R? és az Fe(v,y) = Fi)(2,y) = F(z,y) eloszdsfiig-
guénynek léteznek a folytonos vegyes 2. rendd parcidlis derivdltjai, akkor

O?F (x,
fetwy) = S50

az egylittes sturiséqfiigguvény
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A marginalisok és az egyiittes stirtiségfiiggvény kapcsolatat a kovetkezg allitas irja le:

Allitas 8.8. Ha &£(n,7) : Q — R? valvdlt, Q¢ < A2, és a siriségfiggvénye fi,~, akkor

RQ?

= /_ fan (@ y)dy és f,(y) = /_ far (@, y)de

Allitas 8.9. Ha £(n,7) : Q — R? valvdlt, Q¢ < A2 €5 a striségfigguénye f, ), akkor
A téglalapba (intervallumok Descartes szorzatdba) torténd esés valdszivisége:

P(nel, ’VEJ):/ [z, y)dxdy
IxJ

Példa 8.3. 2-dimenzi6s standard normaélis eloszlas: Legyen

o~ (@2 4y?)/2

= 48
f(z,y) o (48)
ekkor, a standard normélis eloszlas stirtségfiiggvényének képletét felhasznélva
/f Ydxd e(x/2 e W =1-1=1
7, y)dwdy = o s dy=1-1=

Megjegyzés. Filiggetlen esetben
fan(@y) = fy(2) f1(y) ~

/ " Fom @ y)dy = / T h@) )y = () / " h )y
N

Definici6é 8.7. R? — R fiiggvényre vonatkoztatott varhato érték: Ha £(n, ) valvalt és a
strdségfiggvénye f(,.), valamint i : R* — R mérhets, Q¢ < AR2

) = [ ) / " W 9) foam (@ v)dady
h(?m))z/oo /OO h(x,y) fmq (T, y)dedy

/ / h(@,y)| for (@, y)drdy < +oo

Allitas 8.10.

véges ha

Megjegyzés. Leggyakoribb vélasztas: h(z,y) = xy, ennek rovid jelolése lehet E(ny) illetve
Eny
Fiiggetlen esetben

E(ny) = E(m)E(y)
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9 Kovariancia és Korrelacio

Definici6 9.1. Legyenek £ és n valoszintiségi valtozok. Tegyiik fel, hogy Jo2(€) és Jo2(n).
Ekkor ¢ és n kovarianciaja: a 8 = (£ — E(€))(n — E(n)) valoszintségi valtozé varhato
értéke.

Jeldles: cov(§,n) = E((§ — E())(n— En)))

Allitas 9.1. A kovariancia tulajdonsdgai:

cov(&, &) = ()
cov(§,n) = cov(n,§)

e Vac R: cov(a&,n) =a cov(&,n)

o cov(§+1,7) = cov(&,) + cov(n, )
Allitas 9.2.

Bizonyitas

(€= E©)(n—EMm)))

&n —EEM) —nEE) + E(§)EM))
(&n) — E(€)E(n) — E(m)EE) + E(§)E(n)
= E(&n) - E€)EMm

)
Megjegyzés. Ha £ és n fiiggetlenek, akkor cov(&,n) = 0, de ez visszafelé nem igaz. Lasd a
kovetkezs példat

Dj

Példa 9.1. Legyen ¢ és n két valoszintségi valtozo melyek {—1,0,1} értékeket vehetnek
fel. Az egyiittes eloszlas:

¢ -1 0 1 7 perem

Ui
-1 0 [025] 0 0.25
0 0251 0 ]0.25 0.5
1 0 [025] 0 0.25

& perem || 0.25 | 0.5 | 0.25

Ekkor
E()=E(n) = i(—l)+%0+il =0 FE¢n)=(-1)-(-1)-0+1-1-04+..=0

Viszont £ és 1 nem fiiggetlenek hiszen pl.

PE=0n=1)={ #PE=0)P(1=1)=

DO | —
| =
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Megjegyzés. Kovariancia szamités diszkrét esetben:

cov(&,m) = Z Z:cy] (P(E=mi,n=1y;)) — <Z z;P(€ = x») (Z y;P(n = yﬁ)

ahol x; és y; a § és n valoszintségi valtozok lehetséges értékei.
Megjegyzés. Kovariancia szamitéas folytonos esetben:

conté.m) = [ [ ausea (o p)dody - ( | xfg(w)dw) ( /- yfn@)dy)

ahol fe ,(x,y) az egylittes stirtiségfiggvény, fe(x) és f,(y) a perem-siiriiségfiiggvények vagy
marginalisok (lasd a 8.8 allitast).

Allitas 9.3. Ha 30°(¢) és 3o2(n), akkor
o*(§£n) = o*(€) + o*(n) & 2cov(€,7)

Bizonyitas
o*(E+£n) =E((E£n)) - (BE(E£n)*
= E (& £26n+1°) — (E*(§) £2E(§)E(n) + E*(n))
= E(§%) £ 2E(¢n) + B(n*) — E*(§) F 2E(§)E(n) — E*(n)
= 0*(&) + o*(n) = 2cov(&, )
ahol az utols6 egyenléségnél felhasznaltuk, hogy cov(&,n) = E(En) — E(§)E(n) és hogy
o%(&) = E(£?) — E%(€) (lasd 9.2 allitas).

Definici6é 9.2. Ha £ és n olyanok, hogy E(£?) < oo és E(n?) < oo akkor a kovetkezdkép-
pen definialhatjuk & és n kovarianciméatrixat (X):

E — E ( g ) 2 ( 02(6) Cov(gan) )
U cov(n,§)  o*(n)
Megjegyzés. Minden kovarianciaméatrix szimmetrikus (mivel cov(§,n) = cov(n, €)) és poz-

itiv szemidefinit.

Definicié 9.3. Egy & valoszintiségi valtozo standardizaltja: E =@

Megjegyzés. E(€) =0 o2(&) =1

Definicié 9.4. Legyenek & és 1 valoszintiségi valtozok. Ekkor & és n korrelacioja:

R(&,m) = corr(&,m) = %

Megjegyzés. A korrelacio felfoghato gy is, mint a valdszintiségi valtozok standardizéltja-
nak kovarianciaja.

Definicié 9.5. £ és n korrelalatlanok ha cov(€,n) =0
Allitas 9.4. A korreldcio tulajdonsdgai:

o -1<corr(&,m)<1

e Ha & ésn figgetlen, corr(&,n) =0
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10 Valészintiségi valtozok transzformacioja

Az altalanos probléma a kovetkezs: Tegytk fel, hogy ismerem £ eloszlasat. Ha h egy
(szép) R — R fiiggvény, mit tudok mondani h(&) eloszlasarol?

Definicié 10.1. Legyenek a & diszkrét valoszintségi valtozo lehetséges értékei xq, o, ...
és a megfelel valoszintiségek pi, po,... (nem feltétleniil véges sok, lasd pl a geometriai
eloszlast). Ekkor az n = h(§) valoszintiségi valtozo lehetséges értékei az y; = h(z1), yo =
h(z3), ... szamok és a megfelel§ valoszintségek:

P(n=yx) = qr = Z P =ua;) = Z Di
h(zs)=yk h(zi)=yx
Megjegyzés. A szumma azért kell, mert h nem feltétleniil injektiv.

Allitas 10.1. Ha h szigori monoton, akkor az n valdszintségi vdltozd v, = h(zy) (k=
1,2,...) értékeihez tartozo eloszldas megegyezik a & valdsziniségi valtozo eloszldsdval.

Allitas 10.2. Tegyiik fel, hogy h szigorian monoton és diffhatd, & folytonos eloszldsi
valdszindségi vdltozd, sdriségfiggvénye: f. Ekkor az n = h(§) valdszinidségi viltozo
striségfigguénye:

dhl(y)’

dy

o) = FO () ]

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy h szig mon né. Ekkor az {n < y} = {h(§) < y} esemény egyenls’ a
{€ < h™'(y)} eseménnyel:

n<yt=A{wenw) <y} ={w el hEW) <y}
*

Ha A nové
* ={weQ &w) <h(y)}
Igy n eloszlasfiiggvénye:
Gly) = P(n<y) = P(h(§) <y) = P <} (y) = F(h™(y))

ahol F' a £ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye. Ekkor a lancszabaly alkalmazéasaval:

dF(h'(y)) Sy @)
9(y) = G'(y) a0 F= D=
ahol dh;i;(y) > 0, mert h szig mon né (~ h~! szig mon ng).

"Azért hasznaljuk az egyenld kifejezést, mert halmazokrol van sz6 - lasd lejebb.
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Tegyiik fel, hogy h szig mon csokken. Ekkor az {n < y} = {h(§) < y} esemény egyenld
a {& > h~(y)} eseménnyel. Ekkor

* ={weQ&w) >r"(y)}

(Ha ezt nem latjuk, gondoljunk arra, hogy pl £(w) =2 > h™!(y) = 1 ekkor h(2) < (1),
mert, h szig mon csokken.) Ekkor

Gly)=Pn<y)=Ph(E) <y) =PE>h"'(y)=1-PE<h'(y)=1-F(h'(y))

dG(y) PN/ ()
p— == — h
9w) ==, fh )=
ahol L;L(y) < 0, mert h szig mon csokken (~ h™! szig mon csokken). O

Példa 10.1. Lineéaris transzformacio: n = aé + b, € strtségfiiggvénye f. Ekkor n sgfv-e:

o= 1 ()
)

‘ dh;i(y_) ‘ f(h=1(y))

mert h(z) =azx+b ~ h7'(y) = L2

Példa 10.2. Tegyiik fel, hogy & normalis eloszlast, és legyen n = ef. Ekkor
-1
hz) = ¢ = h7\(y) = In(y) = "5 = §

dy y
0 ha y <0
9(y) = ,
% ;W exp (_(l"(QyU){m) ) ha y>0

Példa 10.3. Tegyiik fel, hogy & eloszlas és stirtiségfv-e F és f, h = £ (h(z) nem monoton).
Ekkor

Gly) =P <y)=P(—y <& <y =F(/y) - F(-vy) hay=0

Osszetett fiiggvény derivalasaval az els6 tag:

A masodik tag:

d d d(—\/Y)
L (F(-yD) = —LF(y) vy
dy dy y=— /i dy
—f‘—,\/@ —<%y7%)
igy:
0 hay <0
g(y) =
T+ (=vY)
v ha y=0



10.1 Valészintiiségi vektorvaltozok transzformacidja

Nagyon réviden: A derivalt helyét a Jacobi-métrix determinénsa veszi at.

Példa 10.4. Legyen (&, n) striiségfiiggvénye:
1 2%+ y?
P

Irjuk fel az a; = €+ 1, ay = & — 1 valészintiségi valtozok egyiittes stirtiségfiiggvényét!

21=:E+y} :E:—ZI;FZQ

Zg =T —Y y ===
de  do 101 1
1=(% %) = (1) - dan--
dz1  dzo 2 2
z 22 2722
g(z z)—liexp —(122) +(142) :iexp At
L=2) = 9on 9 4 4
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11 Feltételes eloszlasok

11.1 Feltételes eloszlasok diszkrét valészintiségi valtozok esetén

Legyen (§,n) diszkrét valoszintiségi vektorvaltozo. Jeloljik & és n lehetséges értékeit
1, T, ...-vel és yy, yo,...-vel.

Definicio 11.1. A £ = z; esemény 1 = y;, feltétel melletti valoszintisége

P(&=xi,m = yr)
P(77 = ?/k)

Megjegyzés. A szamlaldo nem més, mint az egyiittes eloszlast megado tablazat egy cellaja,
a nevez6 pedig 1 peremeloszlasdnak 1 értéke.

P =xin=yx) =

Definicio 11.2. A ¢ valoszintiségi valtozo y; < n < y; feltétel melletti feltételes eloszlés-
fiiggvénye:
F(zly; <n <y;) = P(§ < zlyi <n <y;)

Allitas 11.1. Legyen a (€,n) diszkrét valdszintségi vektorvdltozd (egyiittes) eloszldsfiig-

guénye F(x,y), és n peremeloszlds-fiigguénye

Fy(y) = lim F(z,y)

T—00

ekkor, ha feltesszik, hogy F,(y;) # F,(y;)

Fr(zly; <m <y;) =
Bizonyitas
A 8.3 tételhez hasonldé megfontolasok alapjan
P <zy <n<y;)=F(z,y;) — Fz,y)

masrészt definicid szerint

P <z,yi <n<vyj)
P(y; <n <wy;)

F*(zlys<n<y;) =P <zlyi<n<y;) =

Flr,y) = F(z, 4:)
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11.2 Feltételes eloszlasok folytonos valdszintiségi valtozék esetén

Folytonos esetben a fenti gondolatmenet azért szorul még némi megfontolasra, mivel a
feltétel valoszintisége lehet 0, ha n = y.

Definicié 11.3. A £ valoszintiségi valtozd n = z feltétel melletti feltételes eloszlasfiig-
gvénye:

F*(zln==2) = }Lirr(l] (P <z|lz<n<z+h))
—
(ha a hatéarétek létezik)

A definiciot az alabbi abra szemlélteti. Hogyan tudjuk kifejezni folytonos valészintiségi
(vektor) valtozo esetén az intervallumba esés valoszintiségét?

'Y

z+h ‘

Tegytik fel, hogy a (&, n) valoszintségi vektorvaltozo (egylittes) strtségfiiggvénye fie ) (2, y),
és 1 peremstrtség-fiiggvénye f,(y).
Ekkor

P el,nelzz+h])
P(n € [z,2+ h))

Pelne(zz+h])=

z+h Zz-HLf o (@ay)dyda
f[ fz f(&,n)($,y)dydx _ i) <£}:;) y)dy (49)

S fa(w)dy L oty

Tudjuk, hogy 7 closzlasfiiggvenye F(w) = [ f,(y)dy. Tegyiik fel, hogy fem ¢s f,
folytonosak. Ekkor F} = f,. Vegyiik ezutan a (49) kifejezés h — 0 hatarértékét e fenti
megfontolassal, és bontsuk két részre a szamlaloban talalhato integralt:

I; (ff;h Fee.m @wdy—[Z  fem (l“,y)dy) dx

lim h
h—0 Fn(z+h]2*Fn(Z)
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a nevezGben szerepld kifejezés nem mas, mint a derivalt definicidja, tehat a nevezd
fn(2), ami konstans. A hatarérték tehat a szamlalo hatarétéke osztva f,(z)-val. A szam-
1416 hatarértéke pedig

(ff:oh e (@ y)dy = [ fien (2, y)d’y)

Hm 1 h du

Altalaban véve tudjuk, hogy ha g egy szép fiiggvény aminek G a primitivfiiggvénye,
akkor

/Z g(z)dr = G(z+ h) — G(2)

¢ Gz +h) — G(2)

lim
h—0

= ¢'(2) = g(2)
tehat

(fZJr fem (@ y)dy — f feem (@, y)dy)

A . h dv =

. (fz+ feam@ y)dy — |~ fien (2, y)dy)
/flzu% h dv =
I —

/hm (ﬁ(:c,z—l— h) — ﬁ(x,z)) "

7 h—0 h

-~

F'(2,2)=fe.m (2,2)

J/

Ahol a jelolés magyarazata: Rogzitett x-re tekintsiik az y — fe (2, y) fliggvényt.
Ekkor ennek a fiiggvénynek létezik F' primitivfiiggvénye. Tehat, visszatérve az eredei
probléméhoz,

J ff;roh Fe.m @y)dy—[Z  fee,m (@,y)dy ) da
lim s e T— ) flf(én (w,2)dz /f

o0 Fuleh)=Fy(2)

Igy az intervallumba esés valoszintiségét megkapjuk, ha az egyiittes strtségfiiggvény ma-
sodik valtozojat fixalva a fenti fliggvényt integréljuk az adott intervallumon x szerint. Ez
alapjan

Definicié 11.4. Legyen
L @2 g0 ha f,(2) £ 0
P etly—2)= | Tm hie) 7
0 ha f,(2) =
Definicié 11.5. &-nek az n = z feltétel melletti stirtségtiiggvénye:

o f(fm)(xaz)
fepn==(x) = )
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Definici6 11.6. {-nek az n = z feltétel melletti feltételes varhato értéke

o0

Beh=2)= [ ofoma(a)ds

Megjegyzés. E(&|n = z) létezik és véges, ha f_oooo 2| fejp=2(2) < 00

Definicio 11.7. A ¢ valoszintségi valtozo n-ra vonatkoztatott regresszios fliggvénye:

r(z) = E(¢n = 2)

12 LP terek és konvergencia

Legyen (£2,§, P) egy valoszintiségi mezd.

Definicio 12.1. £, 7 : 2 — R valoszintiségi valtozok azonos eloszlastak ha Q¢ = @,
Megjegyzés. Ekkor persze P({ < x) = P(n<z) VreR

Definicié 12.2. A € § esemény 1 vallal kovetkezik be, ha P(A) =1

Definici6 12.3. Azt mondjuk, hogy &, n : @ — R valoszintiségi valtozok 1-valoszintiséggel
(1-vallal) megegyeznek /egyenlGek, ha a

€ =nl ={§ = n} = {w € Qf¢(w) = n(w)}
halmaz valoszintisége (valja) 1. Ekkor £ = 1 P-majdnem mindeniitt (P.m.m.).
Megjegyzés. Ha & = n P-majdnem mindeniitt, akkor E(§) = E(n)

Példa 12.1. Legyen pl (Q,§, P) = ([0, 1], B([0,1], Ap,1j)) (ahol A1 a Lebesgue mérték)
és

E:01-oR Ew=w :[0,1] 2R nw) = Ve

Ekkor £ = n A-majdnem mindeniitt. Jelolés: & "= n

12.1 LP terek
Definicio 12.4. Legyen p € [1, 00|
£r (2,5, P) = {f : 0 — R|f mérhetd és /Q|f\de < —l—oo}
Megjegyzés. Ha p irracionalis akkor hogyan értelmezziik a fenti definiciot? Pl.
wEeQ |f(W)Y? = lim |fw)"

ahol z, — v/2 és (z, € Q)(¥n € IN)
Megjegyzés. Ha p = oo akkor
LR(Q,F, P)={f:Q— R|f mérhets és f P.m.m. korlatos}
azaz 3A € § P(A) = 0 és f|o\4 korlatos fiiggvény.
Megjegyzés. f mérhets = |f|P (p > 1) mérhetd
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Definici6 12.5. f fiiggvény p-norméja:
(92,8, P) valoszintségi mezd, p € [1,00], f € £5(2,F, P)
(Joy |fPdP)"" hap € [1, 400

=3 sup |£@)] hap=-+oo
weN\A

ahol az A halmaz jelentése: A-n kiviil f korlatos és P(A) = 0.
Megjegyzés. Specidlisan p € [1,00[-re £ : 2 — R valoszintségi valtozo esetén |[¢]], =
(B (fel?))?
Allitas 12.1. (2,3, P) val mezd, p € [1,0], f,g € €& (AT, P), a € R =
o [[fllp=0

o llefllp = [l f]lp
o |l +glly < IIfllp + gl

Definici6é 12.6. Az LP tér nem més mint ekvivalencia osztélyok Osszessége

L (Q,3,P) = {}|f : 2 — R mérhetd, / | fIPdP < +oo}
Q

ahol f ekvivalencia osztalya P szerint:
f=1{h:Q — R|h mérhets, és h = f 1 vallal}
Az ekvivalencia relaciot f ~ h-val jeloljiik:
f~h=f=hPmm.
Megjegyzés. Azért ekvivalencia relacid, mert reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv

Allitas 12.2. Az ekvivalencia osztdlyokra a kévetkezd tulajdonsdgok igazak:

« f+i=(f+g)
e a(f) = (af) (0 €R)

Mivel az ekvivalencia osztalyok kiilonféle elemei csak 0 mértékd halmazon térnek el
egymastol, kiterjeszthetjiik a norma fogalmét az ekvivalencia osztalyokra.

Definicié 12.7. f € L% (2,5, P)

o 1/p
Hﬂuz(éumw)

Megjegyzés. Mivel f elemei kozt a fentiek értelmében igazabol nincs szamunkra érdekes

eltérés, a tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget akozott hogy f-rél, vagy az ekvivalen-
ciaosztaly egy reprezentasarol, f-rél beszéliink.

Allitas 12.3. Riesz-Fischer tétel. L% (90, T, P) Banach tér ¥ p € [1,+00]-re, azaz:

V(fo)n en LP-beli sorozatra melyre ||fn, — fullp = 0 n,m — oo 3f € LP hogy f,, — f
LP-ben.
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12.2 Konvergencia-fajtak L? terekben
L? terekben az alabbi konvergencia-fajtakat kiilonboztetjiikk meg.
@ 1-vallal egyenletes konvergencia.

Legyen (f,)nen LP-beli fv sorozat, f € LP.
fa — f 1 vallal egyenletesen (m.m. egyenletesen), ha

(fn=f)eLVneNés||fo—flloe =0 (n— +00)

ez pontosan azzal ekvivalens, hogy
an = supfo(w) = f(w)] =0
weN
jelolés: f, ™™ f
@ 1-vallal konvergencia.

f, = f 1 vallal, azaz f, == f P.m.m., ha

JA € § hogy P(Q\ A) =0¢s fr,(w) = f(w) Yw € A-ra

masszoval, valoszintiségi mezé és valoszintiségi valtozo esetén:

P{w € Qfen(w) = Ew)}) =1
@ LP-ben val6 konvergencia (p € [1, +00[).

I 1/p
o 225 £ o = flly > 0 e ([ V£ PaP) 0
Q

Az eddigi konvergenciatipusok altaldnos f-re vonatkoztak, a kovetkezd 2 kifejezetten
valoszintiségi valtozokra, ezért hasznéljuk a tovabbiakban a £ jelolést f helyett.

@ Sztochasztikus konvergencia.
(Q,§, P) val mezd, (&,)nen val valt sorozat Q-n, £ : Q — R val valt. &, — £ sztochasztiku-

san, ha
Ve >0:P(l& =& >¢) =0

azaz

P({we|&w)—Ew)>e}) =0

@ Eloszldsban vald konvergencia.
(Q, 5§, P) val mez6, (&,)nen val valt sorozat Q-n, £ : Q@ — R val valt. A (&,)nen val valt
sorozat eloszlasban tart ¢-hez, ha

P&, <x) = P <x) Vo € R melyre 2 — P(§ < x)(= F¢(x)) folytonos fv

roviden: F¢ (4)Fe()
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Allitas 12.4.

Bizonyitas @ =

Tudjuk, hogy || fn — flleoc = 0, kell, hogy || f. — fl|, — 0, ami ekvivalens azzal, hogy

1/p
(/|fn—f|de) —>0<:>/|fn—f\de—>O(mivelp>1)
Q Q

< fu— [l =0

tudjuk, hogy

= 12 (509 1) = @) = 1) — S

ezért

|m—ﬂmséwm—MQW=wn—m&/MPeo
e

—0
=1

o6



Bizonyitas (2) = (4)

Azaz azt szeretnénk belatni, hogy az 1 vallal-konvergenciaboél kovetkezik a sztochasztikus.
Tudjuk, hogy

1

P({w € Q& (w) = EW)})

~~

2K

Legyen € > 0 és

an = P({w € Ql[€u(w) —EW)| > e})  ~ an = P(A)

o

An

kell: a,, — 0 (ekkor teljestil @)
Legyen w € K

= (Ve > 0)(Ine € N)(Vn = no)(|&n(w) — §(w)] <€)

=Vn>ny: wé¢A, = we(Q\A4,)
Tegyiik fel, hogy 3¢ >0 P(|§, —&| >¢) » 0

=30>0: a,=P( —¢& >¢)>d>0 oo soknre (mert - 0)
Azaz El(én)ne]N részsorozat, hogy
P({|&. =& >e}) >4
igaz Vn € IN-re. De én — & 1-vallal:
{weQlléw) - W)l > 2} € {w e Qléuw) » ()}
A jobb oldali halmaz mértéke 0, viszont 6 > 0. ¢
Bizonyitas (3) =

&n — & LP-ben, azaz E(|€, — £P) — 0
Kell: Ve >0: P(|& =& >¢)—0

Pl —€l>2) = Pl —eP >t < 2080 g

Ahol a becslésnél a Markov-egyenlGtlenséget hasznaltuk.
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12.3 Hatarértéktételek
12.3.1 Centralis hatareloszlas tétel

Tétel 12.1. Centralis hatéareloszlas tétel (CHT)
&1, &, &3, ... fliggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok, o?(&;) < oco. Ekkor

2?21 & —nE(&)
Vno (&)

ahol N(0,1) egy standard normélis eloszlasu valoszintiségi valtozo.

N(0,1) eloszlasban

Megjegyzés. A tétel allitdasdban &; helyett barmilyen {; szerepelhetne, hiszen azonos elosz-
lastuak.
Koévetkezmény. Ha a CHT feltételei fennalnak,

216 —nE(&) L e
P( NG <x> — P(N<uzx) = \/%/OO dt

A kovetkezs tétel a CHT egy specialis esetének tekinthetd

Tétel 12.2. DeMovire-Laplace tétel
(&) en+ fliggetlen, valoszintiségi valtozok, P(§; = 1) = P(§; = —1) = 3 (Ekkor E(¢;) =
0, o*(&)=0(§)=1),

Sh éZEi:gj nelN
j=1

Ekkor ,
Sh, 1 / _e
Pl—=<b)] = — e 2dt
< Vn ) V271 oo
Megjegyzés. Minden olyan esetet, amikor a CHT-ben szerepld valoszintiségi valtozok 6ssze-

sen két kiilonboz6 értéket vesznek fel, szokas DeMoivre-Laplace-nak hivni - lehet pl 0 és
1 is, ekkor a megfelel§ valtoztatasokkal alkalmazhato a tétel.

12.3.2 Nagy szamok gyenge torvénye

Tétel 12.3. Nagy szamok gyenge torvénye
&, &, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintségi valtozok, P(&; = 1) = p, P(§; =
0) =1—p, p €]0,1]. Ekkor
M — p sztochasztikusan
n
ahol p egy konstans p értékid fiiggvény.

i

A tételt véges szorasnégyzet esetén bizonyitjuk.

azaz

2?21 &

—p 25) — 0 Ve>0

o8



Allitas 12.5. Ha &1, &, &, ... fiiggetlen, azonos eloszldsi valdszinidségi vdltozok, (&) <
oo, akkor

Z?:1 fj

——— — E(&) sztochasztikusan

Bizonyitas Irjuk fel a Csebisev egyenl6tlenséget (42) #-re:

n ‘ 0_2 Z;'lzlgj n
p<‘M_p 26) ) <zgj>= no?(6) = 5 0(@)
j=1

n g2 g2n? g2n?

mivel a &;-k azonos eloszlasiak, és fiiggetlenek. A jobb oldali kifejezés pedig, mivel o2(&;)
véges, és n — oo, tart 0-hoz. A baloldali kifejezést tekintve ez pedig pontosan a sz-
tochaszikus konvergencia feltétele.

Megjegyzés. Ha € (n, p) paramétert binomialis eloszlasi valtozo, akkor & = & +&+...+&,,
P =1)=p, P({=0)=1—p. Ekkor E (%) =p, 0 (f) = @, valamint

1—
P(g_p'zg) Sp( 22?)
n ne
Ha p nem ismert, lehet kozeliteni %—el:
13 1
Pl|=-— > <
( n =)= e
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13 Koszonet

Berezvai Orsolya, Farkas Domonkos Laszlo, Orosz Aron, Szabo Réka, Vaghy Mihaly An-
drés.
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