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6. hét - Geometriai val6szintiség és szoras

1. Karola és Lérinc randiznak a Ferenciek terén. Mindketten véletlen idépontban ér-
keznek dél és 1 ora kozott (egyenletes eloszlassal). Mi az esélye hogy Lérincnek 10
percnél kevesebbet kell varakoznia?

Megoldas. Legyen x Lérinc érkezése és y Karola érkezése. Geometriari valészint-
ségre lehet visszavezetni a feladatot 0 < z < 60, 0 <y < 60. Legyen a kérdéses
terillet T = {(z,y) € Q : y < x + 10} Hiszen az egyenl6tlenség adja meg a fent
definialt kérdéses intervallumot. Az eseményteret tekintsiik egy 60 oldalhosszusagu
négyzetnek: ekkor az y = = + 10 egyenest behizva a kérdéses teriiletiink az egye-
nes alatti teriilet. Ez konnyen kiszamithato, ha a folotte levé hédromszog teriiletét

kivonjuk az eredeti négyzet teriiletébsl. T' = 602 — %. A megoldas pedig: P = %.
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2. Anna és Béla megbeszélik, hogy 8 és 10 ora kozott taldlkoznak. Béla fél orat hajlando
varni Annéra, mig Anna csak 10 percet Bélara. Mindketten egyenletes eloszlés
szerint véletlenszertien érkeznek a helyszinre. Mi a valdszintdsége, hogy talalkoznak?

Megoldds. x - Anna érkezése, y - Béla érkezése. A fenti feladathoz hasonléan kell
eljarnunk, csak méar két egyenletet kell a kérdéses teriiletnek kielégitenie. Béla var 30
percet Annara: Ts = {(z,y) € Q : y < x+ 30} feltéve, hogy x Béla érkezése y pedig
Annaé. Anna var 10 percet Bélara: Ty = {(z,y) € Q : © < y + 10}. A kérdéses



teriilet a két tertilet metszete: T'=Tp (T4 = {(z,y) € Q: 2z — 30 <y < x + 10}.
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Tehat a megoldas ez esetben igy modosul: P = e

. Egy egységnyi hosszu szakaszon kivalasztunk talalomra 2 pontot egyenletes eloszlas
szerint. Ezek harom szakaszra bontjék az eredeti szakaszt. Mi a valoszintisage, hogy
ezekbdl szerkesztheté haromszog?

Megoldas.

A konnyebb szamoléas érdekében vegyilink egy két egység hosszu szakaszt. Ezen
vegyiik fel A és B pontokat tgy, hogy 04 = 2z < 0B = y < 2 A haromszog-
egyenlGtlenség harom egyenlStlenséget hataroz meg:

r<y—xr+2—y
y—r<xr+2-—y
2—y<z+y—=x

Ezeket leegyszeriisitve kapjuk, hogy r < 1,y <z +1és 1 <y.
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Igy a kedvezs esetnek megfelel§ teriilet —1/2, mig a teljes eseménytérnek megfelels
teriilet (y>x miatt)=2, tehat a valoszindség =1/4.

. Annak val6szintisage, hogy egy adott iizembe a szallitmény 8 és 12 kézott megérkezik
0.8. A szallitmény 8 6ra el6tt nem érkezik meg. A szallitmany 11-ig nem érkezett
meg. Mennyi a valosziniisége, hogy 11 és 12 kozott még megérkezik? (Feltesszik,
hogy a megérkezés idGpontja egyenletes eloszlasu egy intervallumon.)

Megoldas.
Egy egydimenzios egyenletes eloszlas valségét tekintjiik. Ennek eloszlasfiiggvénye



[a,b] intervallum esetén:

0 haxz <a
Flz)=¢ 72 haa<xz<b
1 hadb <z

Viszont figyeljiink oda, hogy csak 0.8 a [8,12] intervallumon a valség, ezért meg kell
talalnunk a valodi intervallumot. Az egyenletes eloszlas miatt a valség [8,9] kozott
0.2 (=0.8/4) [8,10] kozott 0.4 etc. azaz a valodi intervallum, mely a teljes azaz 1
valséget lefedi az a [8,13]. Ekkor az eloszlastv:

0 haz <a

Flz)=4q £2% haa<az<b

1 hab<z

Ekkor annak a valsége, hogy 11 és 12 kozott érkezik meg minden mas feltétel nélkiil:
P11 < ¢ < 12) = F(12) — F(11) = 0.8 — 0.6 = 0.2. Viszont azt is tudjuk, hogy
11 el6tt nem érkezett meg, azaz azt a feltételes valséget keressiik, melynek feltétele,
hogy £ > 11, aminek a fenti valséget novelnie kell. P(§ > 11) =1 — P({ < 11) =

1 — F(11) = 0.4 Tehat: P(11 <& < 12J¢ > 11) = 2= — 62 — 05,

. Kockadobés: Legyen £ a dobott érték. Mi £ varhato értéke és szorasa?

Megoldds.
A varhato érték: E(¢) =0 ti=I1=35
$1 €= E©) | (€ E©)
1] 25 6.25
2| -15 2.25
3] -05 0.25
41 05 0.25
50 15 2.25
6| 25 6.25

A szorasnégyzet (02) definicio szerint: 02(€) = E ((€ — E(£))?).
(€ — E(£))?* értéke

e - valoszintséggel 0.25

e - valosziniiséggel 2.25

W= W= Wl

e - valosziniiséggel 6.25

v 02 = 3025+ 3225+ 16.25 = &
A szorasnégyzet mashogy: o? = E(£2) — E%(€).
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6. 2 kockaval dobunk: Legyen £ a dobott értékek kiilonbsége. Mi £ varhato értéke és
szorasa’
Megoldds. Minden lehetséges kiilonbséget fel kell irnunk és megszamolni, hogy
mennyi van belSlik pl: 0 jon ki, ha: 1-1, 2-2, 3-3, 4-4, 5-5, 6-6 azaz hat lehet-
séges modon. Az 6t példaul két lehetséges modon jon ki: 1-6, 6-1 dobasok esetén.
Ezt az analogiat kovetve az alabbi értékeket kapjuk: 0-6db, 1-10db, 1-8db, 3-6db,
4-4db, 5-2db; Ezek alapjan az egyes valségek (Ha &; jeloli € lehetséges értékeit):
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B(€) = X &P =&) =X iP(E = &)
A szorashoz pedig E(€2) = 327 i2P(€ = &;). Ebbdl 0? = E(€2) — E%(¢)

Megjegyzés: Ha tugy gondolkodunk hogy 'nmem kiilonboztetjiik meg a kockékat’, és
azt mondjuk hogy az osszes eset = 21 (1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6 2-2 2-3 2-4 2-5 2-6
3-3 3-4 3-5 3-6 4-4 4-5 4-6 5-5 5-6 6-6) Es ebbdl valasztjuk ki a kedvezd eseteket
egy adott kiilonbséghez hibés kivetkeztetésre jutunk, mert az Osszes esetként felso-
rolt eseteknek nem azonos a bekovetkezési valoszintisége: Két 1-est valojaban 1/36
esélyel dobunk, mig "1-2’-t dobhaunk 2 féleképpen is igy esélye 2/36 (1-2, 2-1).

7. A & valoszintiségi valtozo lehetséges értékei és a hozzajuk tartozd valdszintségek:

érték | valség
1 T
12
0 1
Loy
2 | 3
Hatarozzuk meg £ szoréasat!
Megoldads.
Bl)=—-15+0+1+23
1 1 1 1 1 1
A sz6r4 dig: D)= |—=+0+->+4-—(-1—=+0+-+2-)
szorasa pedig: D(€) \12+ +4+ 1 \( 12+ +4+ 4),
E(&?) E2()

8. Egy cinkelt érmével egymastol fiiggetleniil n-szer dobunk. A fejdobas valsége 0.7
az egyes dobasoknal. Legyen ¢ az a valvaltozo, hogy hanyszor dobunk fejet. Adjuk



meg ¢ eloszldasat ( n = 5, ill. altalanos n esetén)! Mennyi £ varhato értéke (n=>5)
és szorasa?’

Megoldds. Annak az eseménynek a valsége, hogy k darab bekovetkezik és 5-k da-
rab nem kovetkezik be a fiiggetlenség miatt 0.7%0.3°~% Illetve az n—=5 esetén ki
kell véalasztani az 6t dobasbol k darabot, mely a fejdobas szdma lesz ezért még
meg kell szorozni a kivalasztas valségével. P(§ = k) = (2)0.7’“0.35_’“. Alta-
lanosan pedig:P(¢ = k) = (})p*(1 — p)"~* Binomialis eloszlas. E(§) = np és
D(§) = /np(1 —p)

. 3 piros és b kék golyobol visszatevés nélkiil huzunk 4 darabot. Mi a hiizott kékek
szamanak szorasa?

Megoldds. Koradbbi gyakorlaton méar taldlkoztunk vele. Hipergeom eloszlas

N =38, K =05, n=4. A kordbbiak alapjan: P({ = 1) = 0.0714, P(¢ = 2) =
0.4286, P({ = 3) = 0.4286, P(¢ = 4) = 0.0714. A varhato érték tudjuk hogy
n% = 2.5 (ez latsik is, erre az értékre szimmetrikus az eloszlas).

Szoras:

(€ — E(£))?* értéke
e 0.0714 valoszintiséggel —1.5% = 2.25
e 0.4286 valoszintiséggel —0.5% = 0.25
e 0.4286 valoszintiséggel 0.52 = 0.25
e 0.0714 valoszintiséggel —1.5% = 2.25

Ebbél

02 =2-0.00714 - 2.25 4+ 2 - 0.4286 - 0.25 = 0.5356

Méshogy: E(£2) = 0.0714(1% + 42) + 0.4286(22 + 3%) = 6.7856
~  02(z) = B(£2) — EX(£) = 6.7856 — 2.5% = 0.5356



10. Addig dobunk egy kockéaval, mig hatos nem lesz. Mi az eloszlas? Mi a varhato érték
és a szoras?

Megoldas. Ezzel a feladattal is talalkoztunk mér. Jeloljiilk most X-el a valvaltozot:
Geometriai eloszlas p = % paraméterrel.
E(X) = % (geometriai eloszlas varhato értéke).

A szorasnégyzet:
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