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5. hét: Geometrikus, hipergeometrikus és Poisson elosz-
las. Varhato érték.

1. Addig dobunk egy kockéaval, mig 6-os nem lesz. Legyen¢ a dobésaink szama (valo-
szintiségi valtozo). Mi lesz £ eloszlasa?
P(4-re kapunk elgszor 6-ost)=7 P(§ > 7)=7 P({ < 5)=

Megoldads. % paraméterd geometriai eloszlas.

pe=i=(1-1)"L

Az eloszlas megadésa ekvivalens azzal hogy £ minden lehetséges értékére megmon-
dom a valoszintséget (lasd lejebb).

o P(6=4)=(1-75);
¢ P(E>T) =1-YT P(¢=1)
o P(6<5) =31, PE=1)

—_

2. Egy ’szabéalytalan’ érmével dobva 0.4 valoszintiséggel fej az eredmény. Mi a valoszi-
niisége annak hogy t6bbszor egymas utan feldobva az érmét paros sorszamu (vagy
0) dobéast kovetSen (méasszoval paratlanadik dobasra) lesz elGszor fej az eredmény?

Megoldds.
Meértani sort irhatunk fel:

> 0.4
P(¢=2k+1)=) (1-04)* 04—2036’“ 04 = = = 0.625
k=0 k=0

3. Egy talban 12 borsészem van, koziiliik 9 gombolyd és 3 szogletes. Véletlenszertien
kivesziink egyszerre hatot. Mi a valoszintisége annak hogy koziiliik legalabb 5 gém-
bolyd?

Megoldds. Visszatevés nélkiili mintavétel: Adott N db termék, melybsl K db rendel-
kezik egy bizonyos tulajdonsaggal (itt: gombolyd, de lehet pl selejtes is). N darab



termékbdl n-et kivalasztva arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi a valsége, hogy
pontosan k darab lesz belSle gombdlyt. Ezt hipergeometriai eloszlassal szamolhat-
juk ki, mely tgy adodik, hogy a gombolytiekbél k darabot valasztunk ki, mig a nem

gbémbolytibdl n-k darabot, azaz:
K)(N*K

PE=k)= G)Gooe) ahol N=12, K=9, n=6, k=>5. Viszont a kérdés:

o
P> 5) = Yl + L)

. 3 piros és 5 kék golyobol visszatevés nélkiil hizunk 4 darabot. Mi az eloszlasa a
huzott kékek szaménak? Mi a hiuzott kékek szdmanak varhato értéke?

= 0.4091 4 0.0909 = 0.5

+

Megoldads. Hipergeometrikus eloszlas. Az eloszlas megadasa definicié szerint azt
-1
jelenti, hogy meg kell hatarozni minden B Borel halmazra P <§ (B))—t (jegyzet

1.14/es def). Ahogy o6rédn a binomialis eloszlasanal lattuk (lasd a jegyzetet 3.1
példa), feltételezhetiink egy olyan (92, §, P) valoszintiségi mezot, ahol £ az identitas,
Q) pedig & lehetséges értékeit tartalmazza. A kritikus az hogy a vizsgalt B Borel
halmazba & mely lehetséges értékei esnek bele. Viszont ha megadjuk az elemi esemé-
nyek valoszintiségét, a valoszintliség additivitasa miatt minden lehetséges halmazra
meg tudjuk hatarozni a kérdéses valosziniiséget (csak azt kell nézniink mely értékek
esnek bele, és dssze kell adnunk ezek valoszintiségét). Itt az elemi események:

() (o)
(3
5\ (8—5 5\ (8—5
( )( ) P(f — 4) — (4) (84—4)
(s
Pl a {[-0.5, 1.73]U]3.1, 6.5]} Borel halmazba a £ = 0, { =1 és a { = 4 esik
bele, ezek valoszintiségét kell 6sszeadnunk. Ezen okfejtés alapjan a tovabbiakban,

ha eloszlast kell megadnunk, elegendd megadni az elemi események valoszintiségét.

A kékek szaméanak varhato értéke: % = %

() (i)
(2

PE=0)=0 P(E=1)= P =2)=

. Az Gsszel eliiltetett 6 piros és 4 sarga viraga tulipanhagyméabol tavasszal csak 5 bijt
el6. Mi a valoszintisége annak hogy a megmaradt 5 -bél

(a) 3 piros és 2 sarga
(b) mind az 5 piros
(c) legalabb 1 sarga

Adja meg a kibujt piros tulipanok szaménak varhato értékét!
Megoldds.

(a) Hipergeometrikus eloszlas N = 10,n =5, M =6,k = 3.



(b) Hipergeometrikus eloszlas N = 10,n =5, M =6,k = 5.
(c) P(Legalabb egy sarga)=1-P(mind az 6t piros).

6. Annak a valoszintisége, hogy egy évben egyetlen repiil6gép sem zuhan le 10%.

(a) Mi a valoszintisége annak hogy maximum 3 repiil6gép zuhan le?
(b) Atlagosan egy évben hany repiilégép zuhan le?
(c) Valtozatlan forgalmi viszonyokat feltételezve, mire tippel, hany repiil6gép fog

lezuhanni a kovetkez8 évben?

Megoldas. Végtelen kisérletszamti binomialis eloszlasnak tekinthetd, azaz Poisson
eloszlasu. P(nem zuhan le)=0.1 A paraméterét az eloszlasnak nem tudjuk, meg kell
hatarozzuk az ismert adatbol:

P(¢=0)=0.1= e ebb6l A = —In0.1 = 2.3026 a varhat6 érték = .

(a) Maximum 3: P({ <3) = Z?:o P¢=1i)= ’(\]—?6_)‘ + )1‘—16_’\ + ge_’\ + f;}—Te_)‘
(b) E(€) = A = 2.3026

(c) Az alabbi abra mutatja az egyes értékekhez tartozo valoszintiségeket (belathato
hogy k = 8 utdn monoton cstkkend)
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1. dbra. A\ = 2.3026, A=8

Jol lathato hogy 2-re érdemes tippelni, mivel ennek az esetnek a legnagyobb
a valoszintisége. Ez éppen jol egybeesik a varhato értékkel is - ez jellemz6
a Poisson eloszlasra, lasd pl a méasik abrat, ahol A = 8 (habéar itt a 7-hez
is pontosan ugyanakkora valség tartozik). Altalanos esetben viszont NEM
IGAZ hogy a varhato értékhez legkozelebbi értékhez tartozik a legnagyobb
valoszintiség: Pl: P(€ =0) =0.45, P((=3)=0.1, P({=6)=0.45. Ekkor

E(¢) = 3, de ennek az értéknek a legkisebb a bekovetkezési valoszintisége.

7. A kertiinkben all6 meggyfat sok kukac tamadja meg, de szerencsére b a termés:
tapasztalataim szerint egy kosar meggyben é ~ (.37 eséllyel egyaltalan nincs ku-
kacos szem. A kovetkezd kérdésekhez vezessiink be egy valoszintiségi valtozot, és
indokoljuk a valasztott eloszlas hasznalatat!



(a) Mi a valoszintisége, hogy egy adott kosér meggyben pontosan két kukacos sze-
met fogok talalni?

(b) Mi a valoészintisége, hogy egy adott kosar meggyben legalabb két kukacos szemet
fogok talalni?

(c) Atlagosan hany kukacos szemet talalok egy kosar meggyben? Es kettében?

Megoldas. Legyen a valvaltozé az egy kosarban talalhato kukacok szama. Poisson
eloszlas, mert a kisérletek szama kozelit a végtelenhez (nem tudni, mennyi meggy
van a kosarban. Ez analdg a lezuhand repiilével egy év alatt. A paramétere pedig

kiszamolhato: P(§ = 0) = e ! = ’(\]—?e_)‘ = e~ tehat A\ = 1.

(a) P((=2)= ge—l

(b) P(€>2)=1-P(E<2)=1-3,_,PE=1)
(c) 1 és 2 (varhato érték).

. Az egy ujsagiven 1év6 sajtohibak szama 0.5 paramétert Poisson eloszlasi valvéltozo.
Mennyi a hibak szaménak varhato értéke? Mi a valoszintsége, hogy egy 10 ives
ujsagcikkben nincs hiba?

Megoldds.

e A varhato értéke megegyezik a paraméterrel azaz 0.5.

e 10 iv varhato értéke 5 azaz A =5 P(§ =0) = %—?6*5 =e

. Mi az 6t6s lottéon a varhaté nyereményem (5-talalat 3 milliard, 4-es 1 millio, 3-as
10000, 2-es 1000 Ft-ot ér), ha egy szelvény ara 225 Ft, és egy szelvénnyel jatszom?
Megoldds. Ebben az esetben a szokasos Osszegzést kell hasznalnunk, de figyeljiink,
hogy az egyes esetek értéke tigy szamolhato, mint az esethez tartoz6 nyeremény és
a lottoszelvény aranak kiilonbsége, igy a nulla talalat értéke negativ, azaz:

E(€) =37, P(€ = i)(nyeremény, — lottoar)



