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1. hét: Alapfogalmak és kombinatorika ismétlés

1. Q@ ={A, B,C}. Szigma algebrak-e a kovetkezé halmazok (2 felett? Ha nem mi az
altaluk generalt szigma-algebra?

(@) 1={0}

(b> S2 = { (Z)v Q }:{@7 {A7 B,C}}

(C> 3'3 = {(Z)v {A}7 {A7 B7 C}}

(d> Sa = {Q)v {A}7 {Bv C}v {A7 B, C}}

(e> S5 = {Q)v {B}v {Bv C}v {A7 Bv C}}

Megoldds. A szigma algebra definiciojat kell alkamaznunk. A gyakorlatban azt kell
megnézniink, hogy az adott algebra zért-e a komplementer képzésre, azaz minden
halmaznak a komplementere benne van-e az algebraban. Szigma algebrat pedig ugy

tudunk generalni, hogy kiegészitjiik a halmazt a részhalmazok komplementereivel.
Ezek alapjan:

(a) Nem szigma algebra, mert ()¢ ¢ §F, az altala generalt szigma algebra:
§1 = { 0,2 }. Masrészrol a szigma-algebratol alapvetGen megkoveteljiik hogy
Q2 legyen benne (lasd a jegyzet 1.2-es definiciojat).

(b) Igen, szigma algebra.

(c) Nem szigma algebra, mert {A}¢ = {B,C} ¢ F3 az altala generalt szigma
algebra: §, = {0,{A},{B,C},{A, B,C}}

(d) Igen, szigma algebra.

(e) Nem szigma algebra, mert {B}Y = {A,C} ¢ J5 az altala generalt szigma
algebra: §s = {0,{A},{B},{C},{A, B},{A,C},{B,C},{A, B,C}} =2



2. Q= {A7 B7 C}u S = {@7 {A}7 {B7 C}v {A7 Bu C}} Mérhet6 fv-e?

Megoldds. Azt kell megnézniink, hogy minden Borel halmaz &sképe §-beli-e. Jelen
esetben a kérdéses Borel-halmazok, amiket vizsgalnunk kell: {0}, {1}, {2}, {3}.
De persze vizsgalhatjuk a | —0.5,0.5], ]0.5, 1.5], |1.5, 2.5], ]2.5, 3.5] Borel halmazokat
is, 1ényeg hogy olyat keseriink aminek az Gsképe nincs a szigma algebraban. Ha nem
talalunk, akkor nem mérhets a fv. Figyeljiink oda, hogy azonos érték tobb elemhez
is tartozhat (a fiiggvény nem feltétlentl injektiv), ekkor az elemek uni6janak kell
§-belinek lennie definicié alapjan (jegyzet 1.7-es definicio).

(a) Nem, mert {B} ¢ § (B a {2} Borel halmaz Gsképe)

(b) Igen, mérhets fv. Kétféle Borel halmazt vizsgalhatunk: Amiben nincs benne a
{0} (ennek az sképe (), vagy amiben benne van (egy ilyen &sképe {A,B,C })
az 1.7-es definici6 alapjan.

(c) Igen, mérhetd fv.

(d) Nem, mert {A, B} ¢ §

3. Hanyféleképpen rakhatunk ki a magyar kartyabol 8 piros és 8 zold lapot, ha egymas
utan kiilénbo6z6 szind lapokat kell elhelyezniink?

Megoldas. Bontsuk két esetre a megoldést, aszerint hogy melyik szinnel kezdiink.
Ezek utan az els6 szinbdl nyolcat, mellé a mésodikbdl is nyolcat, majd az els6
szinbdl hetet ... tehetiink le. A szinek ismétléses nélkiili permutéacioja all el6. Tehéat
a megoldas 2 - 8! - 8!

4. Egy 12 tagn tarsasag kerek asztalnal foglal helyet. Hanyféle sorrendben iilhetnek le,
ha a helyek nem szamozottak?

Megoldds. Tobbféleképpen is nekikezdhetiink a feladatnak. Vegyiik a koralaki asz-
talt és egyenesitsiik ki, ekkor 12! féleképp iilhetnek le, ha ezt Gjra Osszefiizziik, nem
szamit, hogy melyik helyen kezd6dott, azaz 12 darab forgatas torténhet, amelyet

nem tekintiink 1j esetnek, ezért a megoldas: 11—22' =11

5. Egy pont egységnyi lépéseket tesz meg a szdmegyenesen, pozitiv vagy negativ irany-
ban. Hanyféleképpen juthat el az origobol 15 1épesben a +3 pontba?

Megoldas. Ehhez ki kell szamolnunk, hogy hany pozitiv és hdny negativ lépésre lesz
sziikségiink. Fzt az alabbi egyenletrendszer mondja meg (x - pozitiv 1épések szama,
y - negativ lépések szama).

r+y=15

r—y=3 (1)



10.

Az egyenletrendszer megoldasa x=9 y=6. Innen tobbféleképp is tovabb mehetiink.

Egyik megoldas alapjan a lépéseket ismétlésesen permutaljuk, azaz ;!—%!!. A masik

esetben a 15 1épésbdl kivalasztjuk a hat negativ 1épést, azaz (165).

. Hanyféleképpen helyezhetiink 5 kiilonb6z6, de nem névre vagy cimre sz6l6 levelet

16 levelesladaba tgy, hogy egy levelesladaba (a) legfeljebb egy levelet tesziink, (b)
tobb levelet is tehetiink?

Megoldas.

(a) A feladatot tekinthetjiik gy, hogy minden egyes levélhez egy postaladat sze-

retnénk rendelni. Ekkor ismétlés nélkiili variaciot kapunk, azaz (152!5)!

(b) Ismétléses variacio: 16°.

Hanyféleképpen helyezhetiink 5 egyforma szérdlapot 16 levelesladaba tgy, hogy egy
levelesladaba (a) legfeljebb egy szorolapot tesziink, (b) tobb szordlapot is tehetiink?

Megoldas.
(a) 16 postaladabol kell kivélasztanunk 5-t. Ismétlés nélkiili kombinacio: ().
(b) 16 postaladabol kell kivalasztanunk 5-t, de egyet tobbszor is valaszthatunk.

Otodosztalyn ismétléses kombinécio: (16+55_1) = (250).

. Egy kozségben 35 vezetékes telefon van. Héanyféle helyi telefonbeszélgetés létesiilhet?

Megoldas. 35 vezetékes telefonbol (325) féleképpen vélaszthatunk ki 2-t.

. Egy rejtvénypalyazaton 3 kiilonbo6z6 dijat sorsolnak ki a 78 helyes megfejts kozott.

Hényféle eredményt hozhat a sorsolas, ha

(a) a dijak kiilonb6z6k és mindegyik helyes megfejts legfeljebb egyet kaphat
(b) a dijak kiilonbo6zdk és egy dijazott tobb dijat is kaphat

(c) a dijak egyformak és mindegyik helyes megfejts legfeljebb egyet kaphat
)

(d) a dijak egyforméak és egy dijazott tobb dijat is kaphat

Megoldds.

(a) Ismétlés nélkiili variacio: 78 - 77 - 76
(b) Ismétléses varidcio:783

(c) A dijak sorrendje nem szamit és harmat kell kivalasztani, ismétlés nélkiili kom-
. (T8
binécio: ( 3 )
78+371)

(d) Ismétléses kombindcio: (™%

Csak az 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl legalabb hany jegybdl allo szdmokat kell felirnunk
ahhoz, hogy legaldbb 1000 kiilonb6z6 szamot kapjunk?

Megoldds. Ismétléses variacié k jegyd szam esetén 4% lehetséges feliras van. A
megoldas a kovetkezd egyenlet megoldasa: 4F > 1000.



11. Hanyféleképpen lehet 4 egyenld részre osztani a 32 lapos magyar kartyat agy, hogy
a négy asz ugyanabba a részbe keriiljon?

Megoldas. Rogzitsiik a négy aszt. Ekkor mar csak hadrom csoportot kell Gsszealli-
tanunk. Az elsé csoportba, amelyekben az aszok vannak 28-bol kell valasztanunk
még négy lapot, a mésodikba 24 lapbo6l és a harmadikba pedig 16 lapbol 8-t 8-t. A

negyedik csoport a maradék 8 lap. Igy a megoldas: (Qf) . (284) . (186).



