12. hét - L?, Csebisev egyenlStlenség

1. Legyen fo, = x® és fo : [1,+00[— R. Milyen a-ra és p-re LP-beli f, azaz milyen « és
p esetén igaz hogy fa € LP([1,+00),B([1,100]),A) (ahol A a Lebesgue mérték)? Ha igen
[ fallp=7

Megoldds.
Be kell latnunk, hogy az || fo|lp < o0

e Els6 esetként tegyiik fel hogy p # oo

o o 1
— ap —
N N A ="

=dx mert P= \

, ami akkor véges ha —ap > 1 (és persze ekkor véges ||fallp is). Ekkor

p
b = (1505)

Indoklas: emlékeztetd - improprius integralok

© q b —t+1 bl t 1
/ — = lim otde = lim |2 = lim —
1 @ b—oo Jq b—oo | —t+ 1 b~>ool—t 1—t¢

Ha t < 1 akkor a limes = oo, ha t > 1 akkor a limes = _%—t = t—%

e Ha p=o00 = —ap ekkor

lhapg>1
1 lha =1
HBHOO lha <08<1
oo ha <0

2. Legyen f, =% és f, :[0,1] = R (Legyen f(0) = 1) Milyen a-ra és p-re LP-beli f7

Megoldds.

Az el6z6 feladatohoz hasonléan jarjunk el.

1
ummvzéww

Tudjuk hogy

1 gt 1 cl-t
—dx = lim 2 tdr = lim = lim — — ——
c—0t J, =0+ | —t+1], Cesotl—t  1—t

ami divergens hat > 1, t < 1 esetén a limes pedig % Tehat f, [0,1]-en LP-beli ha
—ap <1



sin(x)

3. Legyen f = . Mit tudunk mondani p>1 illetve p=1 esetén f LP-beliségérsl? (illetve
O-ban legyen 1, bar mindegy)

Megoldds. Kérdés: Milyen p-re f € L¥ (R, B(R), \)

e p > 1 esetén Tudjuk hogy

/‘x’ sin(z) |
< o0
1 X
pl p = 2-re
sin(z)[*> 1
x x?

persze nekiink az egész R-en kell valamit mondanunk..

/°° sin(x) pdaz _ /1 sin(x) pd:c n /1 sin(x) pdaz N /°° sin(x) pdaz

— 00 X — 0 X 1 X 1 X

Az els6 tagot megvizsgalva: Mivel sin(z) paratlan fv (sin(—z) = —sin(z)), ahogy az
sin(—z) _ sin(z

identitas (z) is az és paratlan fv /paratlan fv=paros fv, =—— , ezért az elsé

és az utolsd tag kiejti egymaést. A kozépss tag pedig maximum 2, ezért p > 1-re

“”T(x) € IP(R, B(R), \)

e p = l-re nem: lasd a jegyzetet - Improprius Riemann és Lebesgue integralhatosag
kapcsolata.

4. Egy pélyaudvaron egy ujsagarus 1 6ra alatt eladott djségjainak szama Poisson eloszlasu
valvaltozo (§) A = 64 paraméterrel. Adjunk also becslést a

P(48 < £ < 80)

valdszintiségre!

Megoldds. Poisson eloszlas alapjan E(£) = 64, 02(¢) = 64 a Csebisev egyenlGtlenség
alapjan:
o?(&) o%(¢) 4-16 1

= = PE-B@I216) < — 2 = — =7

P(l§¢-64 2 ¢) <

nekiink ezen esemény komplementerének a valdszintiségét kell becsiilniink:

P<\§—E(§)\<16)>1_%:%



5. Egy gyufagyarban a dobozokat automata gép tolti. Az egyes dobozokban 1év§ gyufaszalak
szama valvaltozo (§), a kovetkezs eloszlassal:

db| 47 [ 48] 49 [ 50 | 51 | 52 [ 53 |
P [0.05]01]015]04][0.15]0.1]0.05 |

Adjunk becslést a P(48 < & < 52) valoszintiségre, majd szamitsuk ki ezt pontosan is!

Megoldds.

E(€) =50 02(¢) =2 Ebbdl a becslés:
2 1 1 1
P(e-E@|>2)<z=5 ~ Pe-E@|<2>1-5=1

Az érték valdjaban pedig:

P(48 < £ < 52) = P(49) + P(50) + P(51) = 0.15 + 0.4 4+ 0.15 = 0.7

6. Automata mingségvizsgalé n=100 000 elemii mintét ellendriz le egy gyéartosoron elGallitott
alkatrésztomegbdl. A vizsgalat utan milyen valséggel allithatjuk hogy a mintdbol meg-
hatarozott selejtarany a készlet elméleti p selejtvaloszintiségétsl legfeljebb 0.01-el tér el
(hasznaljuk fel hogy p — p? < 0.25 ha p € [0, 1])?

Megoldds.
g

Legyen § a selejtes termékek szama. A selejtarany a mintaban: 35. Tekintve, hogy egy
minta vagy selejtes vagy nem ezért: & € B(10°, p) binomiélis eloszlas.

Az alabbi kifejezést akarjuk becsiilni:

# (|| <oo)

latszik hogy ennek a komplementerével kell dolgoznunk, az lesz Csebisev formaju:

10°p(1 —p) _ p(1—p)
106 10

N [EA R—"

Ebbdl a becslés az eredeti mennyiségre:

£ p(1—p) 0.25
P2 —pl<o0o01)>1-PE_P)oy D20
(‘105 p|<001) > 0 10



7. Egy hangyaboly 30%-a katona. Véletlenszertien kivalasztunk 10 000 hangyat. Mi lesz a
katonak varhaté szama? Mi lesz a valoszintisége hogy a katonak szaménak valodi értéke a
fenti varhato értéktdl 5%-al kevesebbel tér el? Megoldds. Legyen a & kivalasztott katonak

szama a 10000 kivalasztott hangya kozt. Ekkor ¢ binomialis eloszlasu, igy E(§) = np =
3000 és 02(€) = npg = 2100. Mivel 3000-nek 5%-a 150, ezért
2100 2100 2100

= lord

P(J¢ — 3000 < 150) > 1 — ——— = 0.9067

P — > 1 < _
(1€ —3000] > 150) 22500

~ 1502 22500
8. Egy lizemben a termékek 95%-a hibatlan. Az {izemnek meghatéarozott idé alatt 100 000
db terméket kell készitenie. Legalabb mennyi a valsége, hogy a legyartott termékek koziil
93 000 és 97 500 k6zé esik a hibatlan termékek szama?
Megoldds.

E(¢) = np = 9500
o?(€) = np(1 — p) = 4750

4750

P(93000 < & < 97500) > P(93000 < & < 97000) = P(|€—95000| < 2000) > 1



