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11. hét - Transzformalt valvaltozok (vektorialis eset),
feltételes stirtiségfiiggvény, kovariancia

1. A (&,n) kétdimenzios valvaltozo lehetséges értékeit és eloszlasat a kovetkezd tablazat tar-

talmazza:
n
0 1
§
0 P | P
1 p | 3p
2 2p | 4p

Szamitsuk ki a

(a) a1 =&+
(b) ag=¢&n

valvaltozok eloszlasat!

Megoldds.

(a) aq lehetséges értékei 0,1,2,3. aq eloszlasa:

Play=0)=P(=0,n=0)=p=
Play=1)=P(=1,1=0)+P({ _on_1)_2p_§
Play=2)=PE=1n=1)+PE=2,n=0)=5p =13
Play=3)=PE=2n=1)=4p=1

(b) Plaz=0)=2;Plaz=1) = &;Plaz =2) = 15

2. Legyen (&,n) egylittes strtségfiiggvénye

o) M haO<z<2 0<y<l,
o) =
Y 0, egyébként

(a) Valoban strtségfiiggvény-e?

(b) Irjuk fel az f(z|yo) feltételes strtségfiiggvényt!



Megoldas.

(a)

2 1 2 1 2
1 1 1 1 1
/ / +xydyda3:/ [—y—l——xyZ] d:r::/ — 4+ —x dx
o Jo 3 o L3 6 0 0o 3 6

[, 22_2+4_1
3T, T3 12
Val6ban stiriiséfgiiggvény.

(b) Ehhez kell az f,(y) peremstrtségfiiggvény.

£ ) = Pl gy = 2 hao<y<1
mY 0 egyébként

1+
f(xlyo) = f(x,90) = f@,90) _ {2+§‘Z§7 ha0<z<20<y <1

Jn(yo) 0, egyébként
3. £ és 1 egylittes eloszlasa a kovetkezs:
n
-1 0 1
§

-1 0.05| 0.1 | 0.2
0.056| 0.2 | 0.1

1 0.2 | 0.05 | 0.05

(a) Mennyi a kovarianciajuk?
(b) Mennyi E(n|{ =1)7

Megoldds.
(a)
E(¢) = (-1)0.35 4+ 0(0.35) + 1(0.3) = —0.05
E(n) = (-1)0.3 4+ 0(0.35) + 1(0.35) = 0.05
E(¢n) = (-1)(=1)0.05 4+ (=1)(0)0.1 + (=1)(1)0.2 + ...

+ (1)(=1)0.2 4 (1)(0)0.5 + (1)(1)0.05 = —0.3
cov(&,n) = E(én) — E(§)E(n) = —0.3 — ((—0.05)0.05) = —0.2975

Kovariancia becslése mért értékek sorozata esetén (ha x;-t és y;-t egyszerre mértiik
az i-ik id6pontban):
2 i1 (T —T)(yi — 7))

n

Legyen pl a mért értékek sorozata:

§|071071011100171710171710711
n|00110—1010—1—1—111—11 o o0 1 -1

(ez pont a fenti eloszlas szerinti)

ekkor

= —0.2975



(b) —1-0.2+0-0.05+1-0.05
4. Legyen (£,7m) egylittes stirtiségfliggvénye

S(z+y?), had<az<l1, 0<y<l,
f(z,y) =
0, egyébként

Szamitsuk ki & és n korrelacios egytitthatojat!

Megoldds.

00 371
f1(96)=/_ f(way)dyZE[mer%]O:g(er%) ha 0<x<1

6 (1
hasonléan fo(y) = E (5 + y2> ha 0<y<1

6 (1t 6 [[xdy a2 !
E(fﬁ):g/ / :cy(a:+y2)da:dy:g/ [7+7y3} dy

0 JO 0 0
_6/113+1d_614+121_6 3 4\ _ 7
“5)y2Y TR TEI8Y TV |, T5\21 " 21) T 20

o] 1 3 1
0= oo [t =42+ -3

—00
6 [ 1 6 [+ 2%]" 613 13
(&) 5/0”6(””3)% 5[4+9}0 536 30

o(§) =V E(&?) — E*(&) =~ 0.271

[e8) 6 1 1 6 y2 141 61
En:/ nyydyZ—/y<—+y2>dy:—[—+—y} =__- =
g o0 ) 5 .Jo 2 504 47 ], 52

6 1 ,/1 6y 21 611 11
E2:_ 2 (= 2 dy = = | 2 J _ 2o
() 5/0y<2+y>y 516 5], 530 25

o(n) =V E@0?) — E?(n) ~ 0.283

3
)

_cov(é,m)  E(n) —E@E®) _
R(&m) = o(&)o(n) o(§)a(n) S




5. A szecs6i lampagyér villanykortéinek izzooszaldban szennyez&désként kén is talalhatd, vé-
letlen mennyiségben. A kén miligrammokban mért mennyisége exponencialis eloszlasu 2
paraméterrel. Ha z gramm kén van az izzoszalban, akkor a korte élettartama (pl hona-
pokban értve) z paraméterti exponencialis eloszlasnak tekinthetd.

(a) Hatéarozza meg egy véletleniil valasztott izzo élettartaménak stirtiségfiiggvényét!
(b) Mi a valsége hogy egy korte nem éri meg a 10 honapot?

(c) Javitja vagy rontja a kén a korték varhato élettartamat? (szamoljuk ki az élettartam
feltételes varhato értékeét!)

Megoldds.

(a) Legyen £ : ennyi mg kén és legyen 7: élettartam.

fe(z) =

0 else

{262”3 ha x>0

Frjg==(y) = ze™*

[(z,9)

Folg== = sz = fle=a = f;

z,y)
(z)
Ezért:

f@,9) = frje=a - fe(z) = 2¢722e™™

Ebbdl pedig 1 peremeloszlésa:

:/ flx,y)dx :/ 2" pe Wdy = 2/ z ¢ M) dy =
oo 0 0

! g
e—*(2+y)
T2y
re—t(2+Y) 00 ,—z(2+y) 24y 1% )
e VA ] R
-2ty |, Jo -2+ (=2+y)*|, C+y)
(b)
10 2 1" 2
P(n <10) = ) fn(y):[—mh——ﬁ—i-l

Eml§¢=z) = /0 Yfole=(y)dy = /0 yre Wdy = x /0 ye Yy =

B e 1> /‘x’ e_“”yd B e * 0 1y 1
I ) = 0_ 0 - I (—x)QO__x C22)
———

0-0

Lathatoan forditott ardnyossag all fenn a kéntartalom és az élettartam kozott. Minél
inkdbb né az x annal inkdbb csokken az élettartam.



6. Egy m kg-os labdat eldobunk &atlagosan 20 m/s sebességgel, 2 m/s szorassal (a sebesség
eloszlasa normaélis eloszlassal modellezhets). Legyen 1 a labda mozgasi energidja. Hata-
rozzuk meg 7 strtiségfliggvényét!

Megoldds.

Legyen £: Labda sebessége.

1 —(z — E(§))?
_ E(£) = 2 — 9
felo) = = exn (T35 ©=20 o
ekkor legyen az energidja: n = %mé Azaz y = h(x) = %mxz ~x=h"l(y) = %y
Ebbdl: .
B 1/2y\"2 2 1
h 1 / i “J U
(W) 2 <m> m 2my

(Osszetett fv derivaltja: Kiilss fv derivaltja szorozva a belsé fv derivéltjaval.) Ekkor a g(y)

az alabbi moédon alakul:
2
2y _
1 (,/m 20> ‘ 1 '

=———exp | —
V2712 P 222

2my

(lasd: integralttranszformacio)

7. Legyen (£,7m) egyenletes eloszlasu a (0,0), (1,0), (1,1) pontok altal meghatarozott harom-

szOgbn. Hatarozzuk meg o = g eloszlasat!

Megoldas.
Az intervallumokbél kovetkezik, hogy 0 < n<é<1l—-0<a<1

Fo(2) = Pla<z)=P (g < z> = P(n < z£)

A teljes haromszog teriilete Th = %, a kedvez6 haromszog teriilete:
Trr = {(x,y) 1y < zx}5. A valség a teriiletek ardnya, azaz

ha z <0

Fu(z) = =z hal<z<l1

= oo ©

haz>1



8. Legyen (&, n) strtségfiggvénye

3¢73* Y, halO<uz, 0<u,
0, egyébként

f(%y):{

hatarozzuk meg a peremeloszlésokat és az

ap = 3§+
ay = €'

transzformécio altal kapott valvaltozo strtségfiiggvényét!
Megoldas.
flan,a0) (W, v) =7
u=3r+y v=¢é’

Ebbdl atrendezve:
x — In(v)

:1 =
y=In(v) > x 3

Keressiik még a Jacobi determinanst. Lasd, mint analizisbél, a koordinatatranszformécio
tobbes integralok esetén: (Analizis II. jegyzet 2.2 fejezet)

Sz dz 1 _1
~EH-0H

ou v v

|det(J)

1
=I5

1 ,Mfln(v) —lou | 1
gluv) = F(h ()] = {13 Lot haw> 0,0 >
0 egyébként



