ANALIZIS A KOMPLEX
FREKVENCIATARTOMANYBAN:
LAPLACE TRANSZFORMACIO

(gyakorlati anyag)

Az egyoldalas Laplace transzformécié definicidja:
o
LU = F) = | foea
0+

ahol az s = 0 + jw a komplex frekvencia.

Vedd észre:

A fenti transzformacié csak a 0 < t < oo tartoményra vonatkozik. Ezért a t < 0
tartoméanyra semmit se tudunk mondani. Ezt a tényt sok tankonyv tgy veszi figyelembe,
hogy a valaszjelet beszorozza az u(t) beléps fiiggvénnyel. Ez azért helytelen, mert a
beléps fiiggvénnyel vald szorzas a t < 0 tartoményra 0-4t ad, ami nem feltétlen igaz.
Lasd a 2. feladatot.

A Laplace transzformaciénak van egy kétoldalas valtozata is, ahol —oco < T < co. Mi
csak a belépé fiiggvényekre definidlt egyoldalas Laplace transzformaciéval foglalkozunk.

A kétoldalas Fourier transzformaciét tekinthetjiik a Laplace transzformacié egy speciélis
esetének amikor az s = jw tehat:

FU(t)} = F(w) = / " F)e

Az egyoldalas Fourier transzforméacié a kétoldalastél abban kiilonboézik, hogy més az
értelmezési tartomanya. Vedd észre, az alsé integraldsi hatar kétoldalas esetben —oo,
mig egyoldalasnal 0+! u((‘

Al Laplace a teljes s sikon értelmezve van adig a Fourier csak
a jw tengelyen. Altalanossagban a Fourier az allandosult allapot vizsgalatara jo mig a
Laplace inkadbb a belépé fiiggvények altal generalt tranziens viselkedés analizisére amely-
ben a kezdeti értékekkel is figyelembe kell venni.

Néhany alapveté fiiggvény egyoldalas Laplace transzformaltja ahol az alsé integralasi
hatarban a 0+ és 0 kozott nem tesziink kiilonbséget:

o 1 . 1 1 1
L{u(t)} = / le®dt=—=e| =——.0+=--1=-
o s i s s s
o 1 * 1
L{e*} = / e e dt = ——— (5T =
0 s+a 0 s+a




0o oo ejwt _ e—jwt
L{sin(wt)} = / sin(wt)e *'dt = / (—~—‘~—> e *tdt =
0 0 2j

_L > [e—(s—jw)t _ e—-(s+jw)t] 3 = __1__ 1 s = 1 ’ = d
27 Jo 27 \s— jw s+ jw 52 + w?

[Hazi feladat ugyanigy hatarozd meg a L{cos(wt)}=7? |

Akkor ezek utin hatérozzuk meg az f(t) = d(t) + 2u(t) — 3e~* fgv. Laplace transz-

forméaltjat ha t > 0. Linearis tulajdonsagat felhasznalva:
1 1 s2+s+4

F(s) = L{6(t)} + L{2u(t)} — 3L{e ™™} =1+ 2; - 33 T2 s(s+2)

A Laplace transzformécié tulajdonsidgai a kovetkezd oldalon bemutatott tablazatban
lathatok.
Példaként a differencidlasra vonatkozd Gsszefiiggés igazolasa:

() [ [

d dx dy
i (zy) = e +$EZ

Egy szorzat derivalasa:

x = f(t) és y = e~ behelyettesitéssel élve és atrendezve kapjuk

df(t) —st __ d

e &

dt Cdt
Behelyettesitve (2)-6t (1)-be kapjuk

c {%‘”} _ /0 A gy /0 4 [raye ) dr+ /O " 5t) (se) dt

" + 8/000 f(t)e™®dt = 0 — f(0) + 8/000 f(t)e™®tdt = sF(s) — f(0)

<

[F(0e] = £(8) (~se7) = & [f()e™] + 7(2) (se)

= f(t)e™

[Hazi feladat ugyanigy az id6beli integralas levezetése.|



Property f@® F(s) f@ F(s)
Linearity a i) +art)  aiFi(s) + @ Fa(s) 5 1
. 1
Scaling f(at) ;F (%) u(t) %
Time shift f@t —au(t—a) e~ ¥ F(s) o 1
Frequency shift e f() F(s+a) € s+a
Time 4 SF(s) = £(0°) ' >
differentiation dt 52
£ SF(s) — sfO) - £(07) n
dr AR Al " e
3
af SF(s) — s2f(07) — sf'(07) —at 1
dr te
-f"(07) (s +a)?
‘Z { s"F(s) —s" £ (07) — 52 f'(07) e—at n!
! — oo fED(O7) (s +ay!
; : £ 1 . ®
Time integration [o f@)adt 5 F(s) sinwt i
d s
Frequency tf(t) ——F(s) coswt —_—
differentiation ds s’ + o?
Frequency & [ F(s)ds sin(wt + 6) M
i 3 t 52 4 w?
integration s
P Fi(s) scosf —wsind
Time periodicity  f(t) = f(t +nT) . cos(wt + 8) o
Initial value () ‘li% sF(s) e~ sin ot wz -
Final value f(o0) liuasF (s) e aj— +o
F=> i s a
Convolution AW i) Fi(5)Fa(s) e cosl GCrarta?

Az inverz Laplace transzformacio, azaz visszatérés az idé tartoméanyéba:

HF(s)} = -1— /i 'J°° F(s)e®ds

ahol a ¢ > oy.

F@)u(t) = L7

2mj

De a mérnoki gyakorlat inkdbb a résztortekre bontéds majd tablazat

hasznalata. Tekintsiik a kovetkezd példat, ahol keressiik az inverzét a kovetkezd Laplace

IS+

\r¥

transzformalt fﬁggvénynek F(s) = o = S aw P

LHE(s)} = L2 ~ £ 1{ L —3u(t) - 5et+3sin(2)  \(TM)

52412

G2 (53 keressiik az inverz Laplace

Nézziink még egy példat, legyen most az F(s) =
transzformaltjat: (ehhez résztortekre kell bontani)

s?+12 —é-l- B N C  A(s+2)(s+3)+Bs(s+3) +Cs(s+2)
s(s+2)(s+3) s s+2 s+3 s(s+2)(s+3)
s*+12 = A(s® + 55+ 6) + B(s® + 3s) + C(s* + 2s)
konstans : 12 = 64 = A=2

s: 0 = BA+3B+2C = 3B+2C =-10

s?: 1 = A+B+C =5 B+C=-1 /
Tehat A =2, B=—8és C =7 igy az F(s) atirva F(s) =2 — % + s+—3, igy az inverze: /

f(t) =2u(t) —8e ™ +T7e™,  t>0.

[Hazi feladat ugyanez a kovetkezd Laplace transzformalt figgvényre: F(s) = S(siols) (;:‘;)2 ]



il feladat: 10 50
A% AW

+
= 1H % 15(0)

Hatarozd meg v,(t)-t ¢t > 0 id6tartoméanyra abban az esetben, ha minden kezdeti értéket
nullanak tekintiink (azaz v.(0) = 0 és i1(0) = 0). Mivel az Osszes idaig tanult halézati
tétel és modszer igaz itt is hasznaljuk a hurok dramok moédszerét.

[T
i
I|
|

.*
v_

Megoldas:
| ‘:c Elsg lépésként végezziik el a Laplace transzformaciot:
\v/ 4 1 .
1 1 £ ut) = - E = K
- s
= 57 + (;C(O) 1H = sL=s-1=3s
c l : g 1 1 3 ;
P -C —F = _— = -
R b 3 sC s

- a két hurokaramot is bejeldlve:

-~

%“f’ A » 10 ~ se
Y = ol M l e . HRErT  (LYEW,
'L’ CoLael s 37
; +

D

._.
(<] [9)

+
UL

4 peee 4 volT !

A két hurokra akkor a kovetkez§ egyenleteket kapjuk:
1 3 3 3 3
Lyl 0=—g+(1+g>11—g-72 sz0=_gf1+<s+5+;)h

1 3 3 1

—=<1+—)Il——12 Il=—(32+58+3).[2

S S S 3

A 2. hurokdrambok kifejezett I;-et visszahelyettesitve majd 3s-el felszorozva:

1 3\ 1 3

- = (1 + —> ‘(82 + 5s + 3)]2 — —.[2

s s/ 3 s

3 3

3=(s+8s*+18s), = L= = ——
(S + 88 + S) 2 2 s3 4+ 852 + 185 fCJL"'&f’f"b))

Ekkor a méasodik hurok 4ram és az induktivitas impedanciajaval kifejezve a Vp(s):

3 _ 3 V2
s24+8s+18 \/§(s+4)2+(\/§)2

Utols6 lépés pedig az inverz Laplace transzforméaciéval visszatérni az idé tartoméanyba:

vo(t) = —3~e"4t sinv2t \/. t>0 o

‘/O(S) = 812 =

) :
3 ot T £z
e 5 { €\,
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Segitség: Operatoros impedancidk a kezdeti értékekkel (fesziiltség- majd dramforras)

Id6tartomany
Ellenillas

vR(t) = Rig(t)

Induktivitds

. diy (Y
v (t) =L— ;-é)

i (04) =ig(0)

&
volt) =g [ ictridr

+ve(0)
vo(0+) =ve(0)

Ellendllds

P 1 )
ip(t) = *ﬁvﬂ(t)

Induktivitss t
in(t) - [} ; vg(r)dr

+i(0)
i1 (04) =ir(0)

Kapacitds

tc(t) =€ fu—‘?g—}«

<t

s-tartomany

Vale) = RIp(s)

Vi(s) =eL Iy (s)
~Lig(0)

Ve(s) =§1&“ Ic(s)

ve(0)
+IE0

Ig(s) = %V_‘R{s»};

Ir(s) =;% Vi(s)

ip(0)
8:

+

Ig(s) =8C Vp(s)



Laplace transzformaciora vonatkozé tételek és mellettiik a leg-
fontosabb idéfiiggvények Laplace transzformaltjai (t>0-ra)

Property f@ F(s) f@) F(s)
Linearity a i) +mfit)  aFi(s) +aFa(s) 51 1
. 1 K] 1
Scaling fat) =k (;) u(t) =
Time shift fGt—au(@—a) e *F(s) . 1
Frequency shift e~ f(t) F(s+a) ¢ s+a
Time ar SF(s) — £(0) ‘ 1
differentiation 2
=) SF@) = 3f(07) = £07) =
dr? * prrey
&£f _
7 S*F(s) — s2f(07) —sf'(07) te-et -
. -f"(07) (s +a)?
21 FEE) =P fQ) =S O)  paa nt__
== fOD007) (s +ayt
. . ' 1 . o
Time integration ‘/; f@)at T F(s) smot e
d s
= ¢ —_—
Fre:?enme eatiation el Pl e s+ o
00 inéd
Frequency f® F(s)ds sin(wt + 6) i-s-m—,i-:—;c—o-sﬁ
integration . * i
iodict Fi(s) sc080 — wsing
Time pesiodicity  f() = f¢+aT) T— 7 cos(ax +6) e
Initial value F@©* ‘_hgxo sF(s) e sinwt = ‘;’2 e
Fiml value f(w) }i-l’%SF(S) * _'a+ a
Convolution ~ £i() % /u(®) F®)F6) = oo Croira



2. feladat:

Vigyazz: e az u(t) = 1(¢) egységugras fiiggvénynek kétféle
definici6ja van
e az egyoldalas Laplace transzformécié értelmezése
koril nagy a kavarodéas

Megoldas: e Oppenheim értelmezését és definicioit kovetjiik
e aktualizalt anyagok a targy honlapjarol letol-
tenddk és értelmezenddk

Példa célja: e egyszer( példa kapcsan a kiilonb6z6 modszerek

— hasznélhatésaganak és
— korlatainak

bemutatésa

A megoldandé6 példa:

R
JRE ARy T

— t=20 —

Vo T vo(t) T wo(t) =7 ha ve(0) = Voo
‘ C




1.) Megoldas az idétartomanyban

Megoldas fizikai kép alapjin. Egy idéallandos (elsérendi) aramkor.

vo (1)
|
y/— hiba kb. 5%
Vg _____________ -
Ve (0) ™~
: : ——
0 7= RC 2T 3T



2.) Fourier transzformécio

Nem hasznalhat6, mivel a C' kondenzéator nem energiamentes a ¢t = 0 id6pil-
lanatban.

3.) Laplace transzformacio

Vedd észre: -
F(s) :/ f(t)e *tdt
0+

A Laplace minden jelet, a kezdeti értéket is, belépé jelnek tekint, tehat az
eredmény csak a t > 0 tartoméanyra igaz.

Az dramkor Laplace transzformalt ekvivalense ¢ > O-ra:

29 C) 1 L TC’VCO Vo (s)

ve (0+) = ve(0) = Vo

R | [
VEDd Erkk | VEM EELL Eqlon  TRAM (BT #r A)[c,g/uoirua ALLAPSTST (//m&dm/
Fesziiltségoszto tételét alkalmazva az operatoros impedanciak tartoméanyaban
és kihasznalva a szuperpozicié tételét:

1
e (M e Ve RC
Vols) = R_*_is +(RHSC)CVCO_s(1+8RC)+1+sRC @0
sC
1 1 / 1 o
= |- — 71 |Vt Ve
8+—R‘5 8+%

PEET ahol az egyszerd inverz transzformacié miatt az elsé tagot résztortekre bon-

TBEC Edf: tottuk. Visszatérve az idétartoményba
_ﬁ._,'- E = 4 = ﬁ"LJ‘ﬁRC'f-‘PL

cCAteRC) € MRS 9

o oa=A
o = gREFEL = FEE +2 = Lk=—FC



”
w(t) = LM V() =L 2 Ty T
> +55 St+t54

*TRC RC

= Vcoe_% + <1 — 6_%> Vs ahol t>0

Vedd észre, v,(t) csak t > 0 esetén van értelmezve.
Abrazoljuk v,(t)-t:

vo(t)

Vedd észre, hogy a t < 0 tartomanyra semmit sem tudunk mondani az egy-
oldalas Laplace transzformacié alapjéan!

Ellenorzés:

vo(0+) = lim{wo(¢)} = lim {sVo(s)}
B sV, N sRC
~ |s(1+sRC) 1+ sRC

Vco] — 04 W =Veo

w(t = 00) = Jim {vs(t)} = lim{sVo(s)}

B sV, i sRC
~ |s(1+sRC) 1+ sRC

Vco]

s—0

Hospror  Rgppley 22 £0 5 perTie

‘ ).
—P(X) = —__F;(i 10




3. feladat:

Az alabbi dramkorben a kapcsolot ¢ = 0 idpillanatban nyitjuk. A megadott
mérdirdny mellett hatarozza meg a kapcsolon mért v (t) fesziiltséget at > 0
idétartomanyra. A megoldéast igazolja a fizikai kép alapjan a —oo < t < 400
id6tartoményra a ve(t) és vg(t) fesziiltségek dbrazolasaval.

10 0% 20
W AW it
+ + VK (t) +
10v (D ouF T vet)  vr(t) =20 SuH §

A kapcsolé mar nagyon régota zart allapotban volt. Ekkor a kezdeti feltételek
meghatérozaséat az allandosult DC aramkordkre vonatkozo behelyettesitések
alapjan (C szakadas, L r6vidzar):

2|2 . 5V
——— =5V 0) =
1+2[[2 i(0) 2n
A K kapcsol6 nyitésa utan két fliggetlen, egyidéallandés dramkort kapunk,

ahol

—25A

’Uc(O) =10V

v (t) = ve(t) — vr(t) = Vi (s) = Ve(s) — Vr(s)
A két egyidallandos aramkor a kezdeti feltételekkel:

1Q 20 I7,(s)
1?; == Vels) J:L vl ¢ \N\N\ 25
C
5 Q) . GD+§ }Vc(s) VRr(s) = 20 sL &, & f

11




amelybdl a fesziiltségoszto tétellel:

1
5 - 5 10 5 sC 1 1 5-10°
= — —_ —_— = ——-—:5 — e
Vo(s) 5+VC(8) s+(s 3)1_'__1~ (s+ss+5-105
S sC
LD
<

ahol a bal oldali dramkor id6allandéja: 7, = RC = 2 us

Aramoszto tétellel:

25 sL
Va(s) = — 22 5L o5 1

s sL+4 = “s+5-10°

L
A jobb oldali aramkor idééallanddja: 7; = 1= 2us=m

A kapcsolén meért fesziiltség a komplex frekvenciatartoményban:

5 5 5.10° 1 .

Va(s) = 2 4+ 2 5 £,

Vie(s) = Ve(s) = Vi(s) stss35.108 T2515.108 ©
5 50 0%) 10

= — + = V

s s(sF5-10%) s

vg(t) = L7HVg(s)} =10u(®) V, t>0

Tehat a kapcsolon mért v (t) fesziiltség a t > 0 id6tartomanyban egy allando
fesziiltség.

Viszont a ve(t) és vg(t) nem allanddak.

12



Az eredmény igazolasa az egyidGallandds rendszerek fizikai képe alapjan:

’Uo(t)
|
t < 0: K zart t > 0: K nyitott
————————————— - 10V
ve (1)
r o ! :
+5V --F---=-- - - - -
vi(t) = vo(t) — vr(t):
S S —
0 / : : :
7 wR(t) !
: £30 3
( : 5 "
VEDD £IRE ( Laplace tartomany-beli megoldas
@) = i (.é) //A t40. dsak itt értelmezett!
< T = Tj , 37 = 37;

13



4. feladat:

Eltolas az id6tartoméanyban tétel alkalmazésa.

4.(a) Jelalak konstruélasa

Az id6tartomanyban hozza létre az alabbi 4bran bemutatott jelalakot, majd
hatarozza meg annak Laplace transzformaltjat.

v(t)
A

A

v(t) = [ut) —u(t-T)] Ae™® t>0

ablakozé‘gﬁggvény:
|
: \ ot
Lyl e f
- 4
-
T = =
g LT LT
V(s) = L{v(t)} = L{u(t)Ae™™ —u(t — T)Ae ™} + € e
O P
== A . e_aTﬁ{U(t _ T)Ae—a(t—T)}
S+« 0 B /{
Az eltolasi tétellel: e =
A —oT
V(s)= 2 A7 ot

= e
s+ S+ \\ o T
=



4.(b) Eltolasi tétel alkalmazasa inverz Laplace transzformaéci6 esetén

Hatarozza meg az alabbi fiiggvény inverz Laplace transzforméaltjat:

B = e—-sT

Hig) = s+1

Résztortekre bontva:

H(s)

= = =1- = e
s+1 s+1 s+1 s+1

Az inverz Laplace transzforméciot tagonként elvégezve kapjuk:

h(t) = L7{H(s)} = 6(t) — u(t)e™ — u(t — T)e~*)

h(t)

15
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5. feladat:

Aszimptotikus viselkedés meghatarozasa az id6 és a komplex frekvenciatar-
tomanyban.

b —

+ B e
C =— wg(d)

v

A nagyon régéta nyitott K kapcsolot zarjuk a t = 0 s idGpillanatban.

e Laplace transzformacioval hatarozzuk meg a ve(t) értékét a ¢t > 0 id6-
tartomanyra

e Az aszimptotikus viselkedésre kidolgozott tételekkel ellendrizziik le a
megoldéast

Kezdeti feltétel: a C kondenzator az R ellenallason keresztiil biztosan kisiil,
azaz vc(0) = 0.

A t > 0 tartoméanyra érvényes helyettesité kép a komplex frekvenciatar-

toméanyban:
b VEOD EPHLE,
) VVVYV 4 MosT 6 FEZ -
=+ TETEC
174 R 11y nETT FEA
= () sC c(s)

§
S +£_ 00
£

Fesziiltségoszto tétellel:

R|| 1 2
Vels) = SCI Y_:1+S;C+1K: RC2 i‘i
S S S
PU’/’ . . 16
re  frebc
R A
/ —_ .

ig(.(w/zc)—kﬁ 2+0PC



Az inverz Laplace transzformacidéhoz résztortekre bontva:

2
A2 I RC2~|xs<s+i)
s+— 7 (+==)¢ =S
RC RC
2 2
el PEON
As—i—Bs—i—RC RO
4
e =1
ot As+Bs=0=>A=-1

Inverz Laplace transzformacioval:
-1 _2 4 V
velt) = LHVo(s)} = [u(t)—e RC]? t>0

A megoldast abrazolva az id6tartomanyban:

17



Aszimptotikus viselkedés: Pn%{vc(t)} = li_)m {sVe(s)}
— 5—0C

Fizikai képbdl (kezdeti feltétel): %ir%{vc(t)} =0
.__)

Komplex frekvenciatartomanyban (Laplace transzformalt):

&

o : = Ii s__ 5 L
e LG | P
RC

: 1 1\ V
~in{(i-1) )=

Fizikai képbdl: tll)Ig {ve(t)} = EE)I(I){SVC(S)}

Fizikai képbdl (4llandosult allapota DC):  lim{vc(t)} =

t—00

14
2

Komplex frekvenciatartomanyban (Laplace transzformalt):

()

) ) s S |4

+ —boo Vel =i 15T e
RC

1 2 2

£330

/HoJ‘/’/Tr;’L F2BLA T A(_Fﬂ(,HOi?Zut/ MIVLL

RIUDEET FreThEr A C

0o . L ALAET  (APTHRES
w &%

| 4
Eoreced) LN HoCPITHL  TRABACT: : fﬁi = ¢4

xéj-;(u 70/ — o' )

18
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6. feladat:

Stabilitasvizsgalat a komplex frekvenciatartomanyban.

1
Az alabbi négypolus (NP) atviteli fiiggvénye H(s) = o 2534—]— 2B

+O— _o+
’Ul(t) . H(S) . vg(t)

Hatarozza meg az a és b konstansok értékét gy, hogy a négypoélus aszimp-
totikusan stabilis legyen.

A komplex frekvenciatartomanyban:

s+1
Vi
s2 4+ 2as + a2 + b? 1(s)

Atrendezve azért, hogy megkapjuk a karakterisztikus egyenletet:

Va(s) = H(s)V1(s) =

£32 + 2as + a® + b22 Va(s) = (s + 1)Va(s)

karakterisztikus egyenlet

A négypolus aszimptotikusan stabilis, ha a karakterisztikus egyenlet vala-
mennyi gyoke a bal félsikon van, mert ekkor a tranziens megoldas exponen-
cidlisan lecseng:

?+2as+a’2+02=0

—2a + V4a? — 4a2 — 4b2
S12 = 2 \/a2 ¢ = —a+jb

wee & 70

Az aszimptotikus stabilitas feltételei: e a > 0
e b tetszbleges értéki

s
m
= & -
19 — |
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