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4. ANALiZIS A FREKVENCIATARTOMANYBAN:
A FOURIER SOR ES A FOURIER TRANSZFORMACIO

Ervényesség és alkalmazas:

e Linearis (szuperpozicié érvényes), iddinvarians, koncentralt paraméterii aramkorok, rendsze-
rek és halézatok esetén alkalmazhaté

e Mivel a kezdeti feltételek nem vehetok figyelembe, csak allanddsult dllapoti halézatok és
rendszerek vizsgdlatara alkalmas

e A gerjesztéseket szinuszos jelek linedris kombinacidjaként/integraljaként allitjuk el

e Frekvenciatartomanybeli vizsgdlatra alkalmas, leginkabb a hiraddstechnikaban és jelfeldol-

gozasban alkalmazzuk
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Mit tettiink az egyszerii megoldhatésag (algebrai egyenletek) érdekében?

e Korlatoztuk a gerjesztéseket az kovetkezd fuggvényosztalyokra: 1. DC gerjesztések
2. AC gerjesztések
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Vedd észre, a komplex exponencidlisok a linearis, allandé egyutthatds, kozonséges differencial
egyenletek (LTI rendszerek) sajatfiggvényei

d d"
Ae®t = (AeSt) — sAe® o <A68t> = s"Ae®

A Kirchhoff egyenletek alapjan felirt rendszerjellemz6 differencial egyenlet:

dn dn—l m

d d"x
+ an y+---+a1—y+aoy=b—

a1 dt ™ qgm

+ -+ box

An

dtn
ahol z(t) a gerjesztés és y(t) a valaszjel
Ha a gerjesztésket korldtozzuk a komplex exponencidlisok fliggvényosztalydra, akkor (i) mind

a tranziens, (ii) mind az dllanddsult allapot felirhaté komplex exponencidlisokkal, amelyek a
differencial egyenletek sajatfuiggvényei

A szinuszos gerjesztések szuperpoziciéval allithaték elo:

cos(wt) = % (e‘jwt + e_jwt) = % [ejwt -+ (ejwt) *]
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Analog rendszerek analizisének mérnoki modszere

ARAMKORI OLDAL GERJESZTESEK OLDALA

Matematikai modell: Differencial egyenlet

2. Impedancia méddszer bevezetése
e Diff. egy. helyett algebrai egyenlet
e Atviteli fiiggvények
3. Impedancia médszer csak akkor hasznalhaté,

ha korlatozzuk a gerjesztéseket a komplex
exponencidlisok osztdlydra

[y

Tetszoleges gerjesztés
2. Linearis rendszer => szuperpozicio

3. Szinuszos bazis fuggvények:
e Fourier sor
e Fourier transzformacidé

KOLUMBAN Géza — Informéaciés Technoldgiai és Bionikai Kar aramkorok_04fourier22.pdf: 4. oldal



Pazmany Péter Katolikus Egyetem Aramkorok elmélete és szdmitasa

Szinuszos gerjesztés esete (Rovid ismétlés):

Allandésult allapotd, LTI halézatok AC analizise (a kovetendod eljards pontokba szedve):

1. Kilonbozo6 frekvencids gerjesztések esetén szuperpozicié az idétartomanyban
(Egyszerre csak egy gerjesztd frekvencidhoz tartozd generdtorok hatdsat vizsgaljuk)

2. Az azonos frekvenciaju gerjesztésekhez hozzarendeljuk valamennyi jel komplex amplitidéjat

3. A kapcsolasi rajz alapjan felirjuk a valamennyi frekvencidra érvényes, és a ki- és bemenetek
kozti kapcsolatot megadd impedanciat, admittancidt vagy frekvenciavalasz fuggvényt

4. Komplex mennyiségek szorzataként eldallitjuk a vdlasz komplex amplitidéjat

5. Inverz transzformdciéval visszatérink az idotartomanyba, és ha kell a valaszt az egyes
gerjesztd frekvencidk linedris kombindcidjaként allitjuk elo

Allandésult allapotd AC analizis feltételei:

e Linedris haldzat

o Gerjesztofuggvényeket a végtelen hosszi szinuszos fuggvényekre korlatozzuk
e Allandésult dllapoti == tranzienst nem vizsgal!!!

A médszer alkalmazhaté minden olyan jelre, amely eldallithaté végtelen hosszi szinuszos jelek
linedris kombinacidjaként

Vannak ilyen jelek? Igen, a PERIODIKUS JELEK
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4.1. Periddikus jelek Fourier sora

4.1(a) A PERIODIKUS JEL DEFINICIOJA

Az x(t) analdg jelet periddikusnak nevezziik, ha létezik T° > O amelyre
x(t+T) =x(t) Vt—re
A T alapperiédus az a legkisebb pozitiv T, amelyre a fenti egyenlet teljesdl

Az alapfrekvencia definicidja

fo
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4.1(b) PERIODIKUS JELEK FOURIER SOROS REPREZENTACIOJA

e Valamennyi periddikus jel reprezentdlhatd egy végtelen tagszdmu Fourier sorral

o A kellden kis teljesitményili tagokat elhanyagoljuk és véges hossziusdgu Fourier sorokkal
szdmolunk

e A Fourier soros analizis sordn mindig az aldbbi periddikus jelet vizsgaljuk:

x(t + Ty) = x(t)

A Fourier sor trigonometrikus alakja

2
+ Z [a, cos(kwot) + by sin(kwot)] ahol wg = il

1 1o

074

x(t) = 5y

(e @]
k:
A Fourier egyutthatdk értéke

2 2
ar = —/ x(t) cos(kwot) dt és by = —/ x(t) sin(kwot) dt
Ty J, Ty J,
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Fourier sor mérnoki (harmonic form) alakja

z(t) = Co + »  Crcos(kwot — 6;)

k=1
A Fourier egyutthatdk értéke a
2 , 2 ,
ar = — x(t) cos(kwot) dt és by = — x(t) sin(kwot) dt
To J To J

kifejezésekbol, az aldbbi osszefuggésekkel szamithatd

a 4 b
CO:—O Cr = y/ai + b3 és 0, = tan 12k
2 ag

Vedd észre: o C'; és Oy a k-ik harmonikus komponens amplitiddjat és fazisat adja meg

o Komplex amplitidé: V = Vsrexp(j) — Vi = %exp(j@k)

e A mérnoki alak kozvetlenul kombindlhaté az Aallanddsult allapotu AC
halézatok analizisére kidolgozott megoldassal
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Periodikus gerjesztésekre adott valasz meghatarozasa a mérnoki alak alapjan:

1. A periddikus meghajté jelet mérnoki alakban adott Fourier sorral reprezentdljuk az
idotartomanyban

z(t) = Co + » _ Crcos(kwot — 6;)
k=1

2. A kapcsolasi rajz alapjan felirjuk a valamennyi frekvencidra érvényes, a ki- és bemenetek
kozti kapcsolatot megadd impedanciat, admittancidt vagy frekvenciavalasz fuggvényt
3. Az egyes harménikus frekvencidkon meghatarozzuk a halézat atvitelének abszolit értékét és
fazisat
H (jkwo) = [H (jkwo)|£H (jkwo)

4. Felirjuk a valaszjelet az idotartomanyban

y(t) = H(0) Co+ > |H(jkwo)| Cj cos [kwot\—Hk n LH(jkwo)J]
kj:l NV NV

Vedd észre: Egyszeriisités végett nem tuntettuk fel a komplex amplitidok haszndlatat
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4.1(b) PERIODIKUS JELEK FOURIER SOROS ELOALLITASA

Fourier soros reprezentaciok animacioja

http://www.physics.miami.edu/~nearing/mathmethods/animations.htm|

L periédust, t* tipust jel

~ 12

t
L 2L
2L periddusu, négyszoghullam
1
t
—
L 2L
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4.2. Tetszoleges jelek: A Fourier transzformacio
Impedancia koncepcié lényege: valasz kompl. ampl. = frekvenciavalasz fgv. X gerjesztés kompl. ampl.

e Kérdés: Kiterjeszthetd a Fourier sorra alapozott vizsgalat a tetszéleges jelekre is?
e Valasz: Igen, a Fourier transzformdciéval az analizis a frekvencia tartomanyba teheto at

Tetszoleges LTI hadlozat kimenete

NP Vo = H(jw)V1
Vi (jw) Va(jw) = H(jw)Vi (jw)
h(t) = F~ " {H(jw)}
O D — ——  wv2(t) = h(t) *vi(t)

ahol: e h(t) az LTI halézat 6(t) Dirac-impulzusra adott viélaszjele, amit
sulyfuggvénynek vagy impulzusvalasz-fliggvénynek neveziink
e h(t) hilézatjellemzé fliggvény, azaz ha h(t) ismert, akkor a vdlaszjel kon-
volucidval tetszdleges gerjesztés mellett meghatarozhaté
o Vi(jw) = Vi(w), Va(jw) = Va(w) és H(jw) = H(w) a be-, kimend jelek
és az impulzusvalasz-fuggvény Fourier transzformaltjai

A Fourier transzformacié legfobb elonye:
Két valds idofuggvény konvolicidjat komplex fliggvények szorzasaba viszi at
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4.2(a) A Fourier transzformacié definicidja

Az x(t) id6fuggvény (akdr gerjesztés vagy impulzusvalasz-fiiggvény) Fourier transzformaltja,
azaz attérés a frekvenciatartomanyba

X(Jw) = X(w) =F{z(t)} = /OO z(t)e 7 dt amplitudo vagy L

oo Hz Hz

Az inverz Fourier transzformacio, azaz visszatérés az idotartomanyba

1 o |
2(t) = F L {X (jw)} = Z/ X (jw)e™ dw  [amplituds vagy —|

ahol e j-t csak az dramkoranalizissel foglalkozd kollégak tiintetik fel
e Dimenzidkat az esetek dont6 tobbségében nem tuntetjuk fel
e X (jw) a spektrum
o | X (jw)| az amplit(idd spektrum
o /X (jw) a fazis spektrum

KOLUMBAN Géza — Informéaciés Technoldgiai és Bionikai Kar aramkorok_04fourier22.pdf: 12. oldal



Pdzmdny Péter Katolikus Egyetem Aramkordk elmélete és szamitasa

4.2(b) A dualitas tétele ill. példa a Fourier transzformaltakra

|dGtartomany Frekvenciatartomdany
X1 (OJ)
x4 (t)
2T,
1 _n 3
-l—g—h» T1 T1
%f\ N\ —

X, (t) X, (w)
W/n
1
_m L P . S
W w
t -W w w
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4.2(c) A frekvenciavalasz- és impulzusvalasz-fiiggvények kapcsolata

e Emlékezz: Az AC impedancidkkal a kapcsoldsi rajzbdl kozvetleniil felirtuk a H (jw)
frekvenciavalasz-fuggvényt

+ +
U1 NP vy = h % U1
Vi(jw) H(jw) = F{h(t)} Va(jw) = H(jw)V1(jw)

Egy NP h(t) impulzusvalasz-fiiggvénye
e nem mds, mint a §(t) Dirac-impulzusra adott h(t) valasza
e alapjan konvoluciéval kiszamithatjuk egy tetszdleges x(t) meghajtasra adott valaszjelet

0

y(t) :/ s(r)h(t — 1) dr
— 0

A Fourier transzformacid a konvollcidt szorzasba viszi at, azaz

oo

Y (jw) = F {y(t)} = F { [ am - dT} — H(jw)x X (ju)

— 0

ahol H(jw) az AC analizisbdl ismert frekvenciavalasz-fiiggvény
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A frekvenciavalasz-, impulzusvalasz-fiigvények és a Dirac-impulzus tulajdonsagai

e A h(t) impulzusvilasz- és a H(jw) = JF{h(t)} frekvenciavilaszfiiggvények
halézatjellemz6 fliggvények

® Ismeretukben az LTI rendszer tetszéleges bemenetre adott valasza meghatarozhaté

e A h(t) impulzusvalaszfliiggvény (masik neve silyfliggvény) nem mds, mint a §(¢) Dirac-
impulzusra adott vélasz

e Ahol a §(t) fliggvény matematikailag egy szinguldris disztribucié

A (t) Dirac-impulzus mérnoki realizacidja

A AXT
+ Ahol 7 — 0 50
T azonban A Xx 7 =1
= = 1
0 0
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LTI NP valaszjelének meghatarozasa konvolucidval

Szuperpozicié alkalmazdsa az idotartomanyban

z(t)

x(t) =

LT [ ®
y(t)

h(t) | —e

k=00

> w(kT)s(t — kT)T

k=—o0

x(1)o(t — 7)dt

A

o(1)
0 z’

t T d(r — 1)

(0 r
T,I\(gc(—c)dr)a(r—-c)
,0 I S N

~Y
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4.2(d) A valaszjel meghatarozasa a Fourier transzformacio segitségével

Alapelv: A szamitasokat a frekvenciatartomanyban, azaz egy transzformalt tartomanyban

végezzik el azért, hogy ne kelljen differencidl egyenleteket és konvoliciét megoldani
az idotartomanyban.
Fourier transzformacié a konvoluciét szorzasba viszi at!

A megoldas lépései:

1.

Az id6tartomanyban megadott x(t) gerjesztéshez hozzarendeljik annak X (jw) Fourier
transzformaltjat, azaz spektrumat

A kapcsoldsi rajz alapjan az AC impedancidkkal felirjuk a NP H(jw) frekvenciavédlasz
fuggvényét

Y (jw) = H(jw)X (jw) alakban eléallitjuk a valaszjel Fourier transzformaltjat, azaz
spektrumat

A vilaszjel Y (jw) spektrumdabdl inverz Fourier transzformacidval eléallitjuk a y(t)
vdlaszjelet az idétartomanyban

Vedd észre: A transzformacié célja ugyanaz mint kordbban, a differencidl egyenletek meg-

oldasanak elkerulése
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4.2(e) Legfontosabb idofiiggvények Fourier transzformaltjai

|détartomany Frekvenciatartomany
x(2) X(w)
8(z) 1
6(t e to) e_jwto
1 278(w)
elwot 278(0 — wy)
cos wt m[8(w — wy) + 8(w + w)]
sin wgt —jr[8(w — wy) — 8(w + w()]
1
u(t) m8(w)+ —
jo
1
u(—1t) 7o w) — —
jo
‘u(t),a>0 :
—d -
e “u(t),a io
‘u(t),a >0 !
te “u(t),a > —————
(jo +a)’
il 2a
o iR P
1 —alw|
a’+1t2 i
e a>0 \/ze—“‘z/““
) a
1 It| < a sin wa
t)= 2
20 {O [t|>a wa

Fontos tulajdonsagok

e Szuperpoziciét kihaszndltuk = csak
linedris rendszerekre alkalmazhaté

e Unicitds:  Egyértelmlii megfelelés az
idofuggvény és annak Fourier transz-
formaltja kozt

e Linearis integral transzformacié = Line-
aritas megorzodik

Egy példa:

F{5(t)} = /oo S(t)e I¥lat = eI o= 1

— 0
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4.2(f) Fourier transzformdciéra vonatkozé tételek

Tulajdonsag Id6tartomany Frekvenciatartomany
Property Signal Fourier transform
x(t) X(w)
x,(0) X(w)
Linearity ax(t) +a,x,(t) a; X{(w) + a, X,(w)
Time shifting x(t —tg) e @ X(w)
Frequency shifting e’@o'x(¢t) X(w — )
1 )
Time scaling x(at) —X ( — )
lal \a
Time reversal x(—1t) X(—w)
Duality X(@) 27x(—w)
dx(t) .
Time differentiation 0 joX(w)
dX(w)
Frequency differentiation (—jt)x(t) 7
w
1
Integration ft x(7)dr mX(0)6(w) + j_X(w)
—oo w
Convolution x,(8)* x,(¢) X(w)X,(w)
1
Multiplication x(1)x,(1) TX (0)* Xy(w)
o
Real signal x(8)=x,(t) +x(¢) X(w) =A(w) + jB(w)
X(—w)=X*w)

Egy példa:

Derivadlt fuggvény Fourier transz-
formaltja:

da(t) F
— w X
o jwX (w)
Bizonyitas:
dx d -1
— =—F X
Friger {X(w)}

d[1 [ ;

= {—/ X(w)ejwt dw
dt |27 J_co
1 [° d

= / X(w)—eJWt dw
21 J _ o dt

1 > jwt
:—/ jwX (w) " dw
2T J oo S——
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4.2(g) A torzitasmentes atvitel feltétele

+ +
x NP y=hxzx
X(jw) H(jw) = F{h(t)} Y (jw) = H(jw) X (jw)

Kimeneti jelalak egyezzen meg a bemenetivel, azonban egy K > 0 konstanssal valé szorzas
(alakhii erdsités) és egy t4 > O frekvenciafiiggetlen késleltetés megengedett

y(t) = Kx(t — tg)

A frekvenciavdlasz-fuggvény értéket a Fourier transzformacidval kapjuk meg

Y(w)=F{yt)} = Ke 7" X (w) = H(w)X (w)

Torzitas mentes atvitelt biztosité e amplitidé karakterisztika |H(w)| = K és
e fazis karakterisztika Opy(w) = —wty
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4.2(h) ldealis sziirokarakterisztikak definicigja

A (frekvenciaszelektiv) sziiroknek mindossze négy tipusa van

Az idealis sziirokarakterisztikak amplitiudévalasz-fliggvénye:
(a): idedlis alulatereszt6 sziird, (b): idedlis fellilateresztd sziird, (c): idedlis savateresztd sziird
(sdvsziird) és (d): idedlis savzard sziiré (lyuksziird)

|H(w)I IH(w)|
1
e - 1 —————————
© 0 . ® -, 0 o) T)
(@) (b)
|H(w)! H(w)!
1
-1
-w, -, 0 , w, ® -, o, 0 o, w, )
(©) (d)
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4.2(i) Savkorlatozott jelek

Egy x(t) jelet savkorlatozott jelnek neveziink, ha

| X(w)| =0, ha |w—wec| > B
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FIGYELEM!!!

e Az x(t) jel spektruma mindig kétoldalas (pozitiv és negativ frekvencids) komponensek,
mert ez a feltétele annak, hogy az idotartomanyban valos jelet kapjunk
Az idétartomanybeli valds jelekre mindig igaz, hogy

X(—w) = X" (w)

e A Fourier transzformacid csak allanddsult allapott rendszerekre alkalmazhaté
e Tranziens analizist a Laplace transzformdciéval kell elvégezni
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