Matematikai Analizis III.
Gyakorl6 feladatok

2016. december

Variaciéoszamitas

V1. D c IR? adott sima tartomany, ezen tekintiink ¢ : D — IR kétszer differencialhaté
fliiggvényeket rogzitett peremfeltétel mellett. Mi lesz a stacionérius pontja az alabbi
funkcionalnak:

1(6) = [[ 1mad otx.3) PaGe.y).

V2. D C IR? adott sima tartomany, ezen tekintiink ¢ : D — IR kétszer differencialhato
fiiggvényeket rogzitett peremfeltétel mellett. Mi lesz a stacionarius pontja az alabbi
funkcionalnak:

1,(6) = / /D () + 6 (2,9)) d(z, y).

Differencialgeometria, sokasagok

S1. Legyen M C IR* az origon és az (1,2,3) ponton atmend egyenes.
(a) Igazoljuk, hogy ez egy egydimenzids sokasag. Adjuk meg explicit és implicit pa-
raméterezését is.

(b) Adott M-ben egy pont, p = (—1,—2,—-3). Adja meg a T, érintétér és az N,
normaéltér bazisvektorait.

S2. Legyen adott
S?={(z,y,2) : P* +y’+ 27 =1}

(a) Igazoljuk, hogy ez egy kétdimenzios sokasag. Adjuk meg explicit és implicit para-
méterezését is.

(b) Adott M-ben egy pont, p = (1,0,0). Adja meg a T}, érintGtér és az N, normaltér
bazisvektorait.

S3. Legyen M C IR® térbeli halmaz az (z,y) sikban fekvs egységkor.



(a) Igazoljuk, hogy ez egy-dimenzios sokasag. Adjuk meg explicit és implicit paramé-
terezését is.

(b) Adott M-ben egy pont, p = ( ). Adja meg a T, érint6tér és az N,
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normaltér bazisvektorait.

S4. Tgazolja, hogy a valés projektiv sik (IR?/ ~) egy-dimenziés sokasig.

Differenciadlgeometria, formak

F1. Adott ket 1-forma IR%-ben. w, e A'(IR?), melyeket igy jeloliink:
w = vy dx 4+ vy dy, T =widr + wy dy, V1, U, w1, weelR.
Ezek kiils6 szorzata egy 2-forma: w A7 = cdx A dy.

(a) Mennyi ¢?

(b) Mi kize van c-nek a v = (vy,v2) és w = (wq, wy) vektorokhoz?

F2. Legyenek adottak R3-ban az
a=yzdr+xzdy + xydz, f = zsin(zy) dr A dy

differencialformak. Szamoljuk ki az o A 5, da, d§ formakat!

F'3. Igazolja a Poincarré lemmat arra a specialis esetre, amikor

w= f(z,y, 2).

F4. Az w differencial 1-forma egzakt, ha dw = 0. Igazolja, hogy az aldbbi forma egzakt:
w=zdr — zdy + (x — y)dz.

Milyen 7-ra teljesiil, hogy w = d77?

F5. Tekintsiik az alabbi formakat R3-ban:
w = y?dx + cos(z + 2)dz 7= (v —2)dx Ady

Hatarozza meg:
dw =7 dr =7 TAw="



F6. Tekintsiik az alabbi formakat R3-ban:

w = 2’dr+2xydy + (v + 2)dz
T = (r+y+22)deAdy

Hatarozza meg: dw =7 dr =7 TAw="?

F7. Adott ket 1-forma IR%-ben. w és 7e A'(IR?), melyeket igy jeloliink:
w = vy dx 4+ vy dy, T =wiydr + wy dy, v1, Vg, w1, weelR.
Ezek kiils6 szorzata egy 2-forma: w A7 = cdx A dy.

(a) Mennyi ¢?

(b) Mi koze van c-nek a v = (vy,vy) és w = (wq, wy) vektorokhoz?

Differencidlgeometria, integralas sokasagokon

I1. Legyen IR"-ben egy differencial 1-forma

Legyen M C IR" 1 dimenzios sokasig. Szamoljuk ki a sokasidgon vett integralt:

/ w =7
M

2. Legyen IR*-ban egy differencial 2-forma w = f(z,y, 2) dz A dy. Legyen M C R® az
egységgomb felszinének az a fele, melyben a harmadik koordinata pozitiv:

M={(z,y,2) : 2¥*+y*+2*=1, 2> 0}.

Szamoljuk ki a sokasagon vett integralt:
/ w =7
M

[3. Fogalmazzuk meg az absztrakt Stokes tételt, ha n = 2 és k£ = 2. Melyik klasszikus
tételt kapjuk?



Parcialis differencidlegyenletek, transzport egyenlet

T1.

T2.

T3.

T4.

Oldjuk meg az alabbi els6rendt transzport-egyenletet
uy 4+ ul, =0, (t >0, xzeR), u(z,0) = e”.

Oldjuk meg az alabbi els6rendi transzport-egyenletet
uy 4+ ul =x —t, (t >0, xzeR), u(x,0) = e”.

Oldjuk meg az alabbi els6rendti transzport-egyenletet
up + 2u!, = 2% + 4t (t >0, zeR), u(z,0) = 0.

Oldjuk meg az elsérendii transzport-egyenletet!
uy + 2u, = x cos(t), (t >0, zeR), u(z,0) = e*.

Parcialis differencidlegyenletek, Laplace egyenlet

L1.

L2.

L3.

Hatarozzuk meg a Laplace egyenlet megoldésat:
" " o
Uy, (2,y) + uy, (z,y) =0, 0<zr<l, 0<y<l

az alabbi peremfeltételekkel:

u(0,y) =0
u(l,y) =0
u(zx, 1) = sin(27x)
u(z,0) =1

Legyen Q = {(x,y) x,y > 0}, — tehat egy siknegyed. Hatarozzuk meg a Laplace
egvenlet megoldasat a kovetkezd peremfeltételek mellett:

u(x,0) = 0, x>0

u(0,y) = sin(y), y>0
lim u(z,y) = 0, Yy > 0.
T—00



L4. Legyen Q = {(z,y) : 0 < z < m,y > 0}. Hatarozzuk meg a Laplace egyenlet
megoldasat a kovetkezd peremfeltételek mellett:

u(0,y) = 0, Yy >0

u(m,y) = 0, Yy >0

u(z,0) = sin(2x), O<z<m
ylgg)u(m,y) =0 0<z<m

L5. Legyen Q = {(z,y) : x > 0,0 < y < w}. Hatarozzuk meg a Laplace egyenlet
megoldasat a kovetkezd peremfeltételek mellett:

w,(x,0) = 0, Vo >0
w,(z,m) = 0, Vo >0
u(0,y) = cos(2y), O<z<m
lim u(z,y) = 0 0<y<m
T—00



