1. Vektoranalizis (anal3)

Szorgalmi hazi feladatok + Matlab

verzid: 2017.10.05. — 13:33:28

Contents

1 Alapfeladatok (numerikus fiiggvénytan) 2
2 Numerikus integralok 2
3 Skalarpotencialos vektormezok a fizikiban 4
4 Vektormezdk abrazolasi modjai 5
5 Coulomb torvény, elektromos tér 6
6 Biot-Savart torvény, magneses tér 7

Jelolések, alapfogalmak

1. Vektor értékd mennyiségek:

helyzetvektor (poziciévektor):
2D:r=(y), 3D: r = (g), dimenzitfiiggetlen jelolés: x = (zl )

Tn
vektor értéki fiiggvények (vektormezdk):
tipikusan eréterek, fizikai mennyiségek: F(z,y),
a kis betts jelolést is intenziven hasznaljuk: f(z1,zs,...,2,)
roviditett jeloles: F(r), f(x)

paraméteres gorbék: ~(t) (gamma), o(t) (rho)
paraméteres feliiletek: s(u,v), S(u,v)

vektor értéki differencialformak
vonal menti differencial: dI, dr
feliilet menti differencial: dS, dA

Irasban a vektor értékd mennyiségeket tobbnyire nem jel6lom, ha mégis, akkor a kovetkezd jeloleést
hasznalom: 7, F(x,y), dS, ...

vektor irdnya alatt egy vektor tartéegyenesének meredekségét értem.

Ennek értelmében 7y = (1) és 7o = (Z}) vektorok iranya megegyezik.

vektor iranyitasa megadja, hogy az adott vektor a tartéegyenes mentén melyik irdnyba mutat.

Ennek értelmében 71 = (}) és 7o = (2] ) vektorok irdnyitésa ellentétes.

2. skalarmezd gradiense:

Vf(x) =grad f(x) = 825:) (1)
3. vektormezs Jacobi matrixa:
Df(x) = @) (2)

Ox
4. polarkoordinatak: (r,) vagy (r,6)

5. gombi polarkoordinatak: (r,9,¢) vagy (r,0, @)



1 Alapfeladatok (numerikus fiiggvénytan)

s N
1. feladat (Szigorian monoton fiiggvény inverzének kiszdmitasa). Adott egy f : R — R szigortan
monotén novekvs fiiggvény, melynek nem ismert az analitikus alakja, csak diszkrét pontokban ismerjiik

az értékét. Ezt a kovetkezs képpen jelolom:

f{(mi, ) | flms) =wi, i=1,N} (3)

Hogyan tudnédk hasonléképpen megadni az f fliggvény inverzét.

2. feladat (Interpolécio). interpl
Adott f: {(zi, ) | f(zi) =wi, i =1,N}, tovabb4 adottak 2’ € [z1,2Nn]. Szémitsuk ki (kozelits értek)
y;. = f(:z:;)—t, ahol j =1, M.

3. feladat (FiliggvényoOsszetétel numerikusan). Hogyan értelmeznénk numerikus reprezentacioju fiig-
gvények Osszetételét?

2 Numerikus integralok

p
4. feladat. Numerikus integralas normaéltartoményon integral2

Szamitsuk ki numerikusan az [ p [ (7, y) d(z,y) feliiletintegrélt, ahol f(x,y) egy tetszdleges skalar értékii
fiiggvény pl. f(z,y) = 2%y + e_(””2+3””y+4y2), D pedig egy tetsz6leges norméaltartoméany, pl.

kezdetben: D = [—1,2] x [—2, 4] (4)
majd: D = {(2,y) | = € [a,b],y € [h(2), ha(2)]} (5)

- J
5. feladat. Numerikus integrélas egy ‘“furcsa” tartoméanyon integral2

Szamitsuk ki numerikusan az [ [, f(z,y)d(z,y) feliiletintegralt, ahol f(x,y) egy tetszéleges fiiggvény pl.

4
D pedig az itt lathaté tartoméany, mely polarkoordinatakban normaltar-
tomanyként is megadhato: ol
D ={(r,9) | r €0,2x],9 € [0,r()]} (6)
Az r(9) fuggvény analitikus alakjat nem ismerjiik, ezért ezt numerikusan 0 A
diszkrét pontokban megadjuk a kovetkez6 modon: i
{(ri,9;) | i=T,n} (egyszeriibb eset) (7)
{(zi,:) | i=T,n} (bonyolultabb eset) 8 %
e
A vekanal_amoba.mat dllomény négy egyforma hossziisagu tombot tartalmaz: x, y, r, theta.
. J
" 6. feladat. Polarkoordintékra valo attérés polar

Azt tudjuk, hogy a polérkoordinaték ismeretében a Descartes coordindtak kénnyen szamolhatok:

{:l: = rcost 9)

y =rsind
azonban az inverz leképzés esetén bajban vagyunk

T 2

¥ = arctan (ﬂ
T

) (10)
ugyanis arctan (£) nem értelmezett a (0,y) pontok esetén, tovébba, (—1,—1) és (1, 1) pontokra ugyanazt
a szoget adja. Adjunk meg ¥(z, y)-ra egyetlen képletben egy olyan fiiggvényt, mely minden ¥ € [0, 27)-re
miikodik. A 5. feladatban megadott tartomény hatarvonala diszkrét pontokban Descartes koordinatdkban
és polarkoordinatakban is meg van adva. A képlet alapjan probaljuk meg rekonstruélni egyiket a masikbol,
azaz (r,0) — (z,y) majd (z,y) — (r,0). Polarkoordinatas dbrazolashoz hasznalhatjuk a polar (theta,r)

beépitett fliggvényt.
& J

verzié: 2017.10.05. — 13:33:28 2 Szorgalmi hazi feladatok + Matlab


http://users.itk.ppke.hu/~polpe/files/targyak/anal3/mat/vekanal_amoba.mat

~

" 7. feladat. Vonalintegral integral

Matlabban szamitsuk ki numerikusan mekkora munkét gyakorol egy F' erétér egy anyagi pontra, mikozben
az anyagi pont a I altal leirt grbe mentén halad. Magyaran szélva, integrald az F' vektormezdt I' gérbe
mentén. F és I' tetszblegesen megvalaszthatd, tAmpontként szolgdlhat az 1. gyakorlat 5-7. feladata.
Ugyanazokat a fliggvényeket is lehet hasznélni.

Tampont:
1. Definidljunk egy z és y-t6l fiiggd F, majd egy ¢-t6l fliggd gamma szimbolikus fiiggvényt.
2. 7(t) derivéltjanak kiszamitasdhoz hasznaljuk a diff parancsot.
3. A subs parancs segitségével helyettesitsiik be [x;y] helyébe a gamma-t, hogy megkapjuk F(v(t))-t

4. A szimbolikus t valtozotol fiiggd integrandust alakitsuk anonim fiiggvénnyé a matlabFunction
segitségével. Nevezziik el (pl.) Integrand_fh-nek

5. Végiil hivjuk meg az integral parancsot numerikus integralas végett:
I = integral(Integrand_fh,t0,t1)

8. feladat. Feliiletintegrél integral? |

Matlabban szamitsuk ki numerikusan mekkora a hozama egy F(r) vektormezs altal leirt dramlasnak egy
S(u,v) paraméteresen megadott feliileten keresztiil. Vagyis:

F(r)dS = | F(r)ndS =? (11)
R
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3 Skalarpontencialos vektormezdk a fizikAban

Erdekes, hogy a fizikiban a potencialfiiggvényt negativ elgjellel illetik meg, azaz egy F(r) vektormezének
V(r) a potencialfiiggvénye, ha F(r) = —VV(r), ahol r = (z) a vizsgaland6 pont pozicidvektora vagy
helyzetvektora.

Gravitaciés mezd és potencial

A gravitacios mezd a Fold felszine mentén lokalisan egy homogén mezdéként viselkedik:

Gr)=(0), (12)

ahol g a gravitacios gyorsulds. A gravitacios mez§ potencidlfiiggvénye: Vi(r) = gz. Egy m tomegd test
potencialis energiaja, illetve a ra hatd gravitaciés erdé r pontban a kdvetkezsk:

F,(r) =mG(r) e R® V(1) = mVg(r) € R (13)

Elektromos mezd és potencial

Az elektromos mez8 erdssége a vizsgalando6 r pontban az origdban elhelyezett @ ponttoltés koriil:

1 Q Q (2, 2, 23 x
E(r) = . - 2 . ahol :( ) 14
(") = Gz P dmeg (& TY T ) T aholr={y (1)
Ezen elektromos mezd potencialfiiggvénye
I Q
V = —
E(r) dmeo HTH (15)

Ekkor az elektromos tér egy g toltésre hato ereje: Fy(r) = gE(r) (Coulomb térvénye). Tovabba egy ¢ toltés
potencialis energidja ezen erdtérben: Vy(r) = ¢Vg(r).

9. feladat. Igazold, hogy E(r) valoban skalarpotencialos, vagyis V x E(r) = 0.

Potencialfiiggvény kiszamitasanak modja

Legyen
yz
F(r)= [ zy |, skalarpotencidlos mivel V x F(r)=0. (16)
Yy
Ennek V(r) potenciélfiiggvénye r pontban a kdvetkezs vonalintegrallal szamithato:
Vir) =+ /(F(r),dl>, ahol T = {7(15) eR? | te[0,1], V(v(0) =0 és y(1) = 7‘} (17)
T

+ : matematikus potencial: F(r) = +VV(r)
— : fizikus potencidl: F(r) = —VV (r)

Vagyis integraljuk a vektormez6t egy nulla potenciila ponttol az r pontig egy tetszsleges uton (mivel poten-
cidlos). A nulla potenciala pont tetszélegesen megvalaszthatd. Ponttoltés elektromos mezGje esetén szokas
szerint egy végtelen tavol 1évd pontra mondjuk, hogy nulla potencidlua. Homogén (lokilis) gravitacios mezs
esetén szokés szerint egy, a Fold felszinén 1évé pontot valasztunk nulla potencidla pontnak. Ezen feladat
esetén legyen az origdban nulla a potencial, vagyis V(0) = 0, ekkor

(18)

tx T
Yty =t-r=|ty| = )=y (19)
tz z
A potenciél fiiggvény tehat igy szamithato (matematikus potencial):
1 1

V) = [(F).d) = [(Fao) 00 = [z o ) (3) @ (20)
r 0 0
1
= a:yz/?) St2dt = ayz - t3‘t1 ) = T2 Valoban F(r) = VV(r). (21)
0
( Potencialszamitas. Matlab: potential

]

10. feladat. Ezen modszerrel szamoljuk ki G(r) lokalis gravitacios mezd (12) fizikus potencialjat.

11. feladat. Ezen modszerrel szamoljuk ki egy @ ponttoltés E(r) elektromos mezd (14) fizikus potencialjat.
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4 Vektormezdk dbrazolasi moédjai
Egy F : R? — R? tipusu fiiggvény (vektormezs) abrazolasi modjai:

Vektoros abrazolas (Matlab: quiver) A fliggvény (vektor tipusa) értékét diszkrét pontokban vektorként
abrazoljuk. A kiértékelési pont adja meg a vektor kiindulasi pontjat, a fliggvény || F'(z,y)|, norméaja
pedig a vektor hosszat adja meg.

Meredekségek (slope field) Ez az dbréazolasi mod elhanyagolja a vektor értékid fiiggvény pontos iranyét
csak a vektor tartéegyenesét abrazolja. A kiértékelési pont a szakasz kdzéppontjdt adja meg. Az abran
a kellemesebb latvany érdekében a szakaszok hosszat lenormaltam.

Integralg6rbék (integral curves) Azon palyak, melyet pl. egy aramlo folyo vizének felszinére helyezett
gumilambda irna le. Ez esetben jelolje F(x,y) a folyo felilletén mért aramlasi sebességet adott (z,y)
pontban. Az integralgdrbék tehat a 4(t) = F(v(t)) kozonséges differencidlegyenlet megoldasai kiilon-
b6z6 v(0) = (20, yo) kezdeti feltételek mellett, azaz

_ (Fi(z,y) i1 (t) = Fi(x(t),y(t))
ha F(z,y) = (FZ(m,y)) , akkor {yl(t) — Bya(t) (1)

Ezen abrazolasi mod rendkiviil hasznos dinamikus rendszerek (kozonséges differencidlegyenlet rendsz-
erek) vizsgalatara.

(22)

Vektormezo (vector field) 3 Meredekseg (slope field) I%tegralgorbek (integral curves)
AP AN A S A s /
R A A P VI R AR /
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1. allitas (integralgérbék invarianciaja).egyen F : R™ — R™ vektormezs és f : R™ — R szigoruan pozitiv
értéki skalarmezd. Illetve legyen G(x) = F(x)f(x). Ekkor ha I' = {~(t) | t € [a, b]} integralgorbéje F(x)-
nak, akkor G(x)-nak is integralgorbéje (és forditva). Koltdi kérdés: ez miért hasznos nekink?
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Tengelyek: x (vizszintes), y (fiiggsleges). Tengelyek: x (vizszintes), y (fiiggsleges).
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Figure 1: Multipo6lus elektromos erévonalai és a hat- Figure 2: Multipo6lus elektromos erévonalai és ekvipo-
térben az erStér meredeksége. tencialis gorbéi.

5 Coulomb torvény, elektromos tér

~

p
12. feladat. Egy tetszGleges erétér integralgorbéi (erévonalai) ode45, quiver

Szamitsuk ki egy két azonos @) nagysagu de ellentétes elGjels elektro- 4
mos t6ltés (elektromos dipélus) elektromos erdterét, abrazoljuk azt a
fentiekben leirt modszerek segitségével. Az elektromos mezét Coulomb
torvénye alapjén tudjuk megadni:

2= (F - o) = ()G o

ahol 7y, 7o a két toltés pozicidja, r pedig az a pont amelyben meg —2
szeretném megadni az elektromos mez6 irdnyét és erGsségét. Az inte-
gralgorbék szamitasakor érdemes a pozitiv toltés koriil felvenni a kezdeti
feltételeket, majd megoldani az 4(t) = E(~v(t)) differencislegyenletet. —4

. J

-

13. feladat (Az el6z6 feladathoz kapcsoloddan). Szamitsuk ki az integralgorbéit egy elektromos multi-
polus elektromoz mezejének. A ponttoltések szama (IN), (elGjeles) erdssége (Q);) és pozicidja (r;) lehet
tetszoleges.

N
E('T') _ 47360 Z; Q’l('r — 'ri) (24)

e =i

Abrazolas soran figyelembe vehetdk a kovetkezs szempontok (lasd Figure 1)
1. negativ toltéseket kék, pozitivakat piros korrel jeloljik
2. a toltéseket jelols kor nagysaga legyen aranyos a toltés nagysagaval

3. a pozitiv toltésekbdl induls er6vonalak szdma legyen aranyos a toltés nagysagaval

| J/

~

p
14. feladat. Ekvipotencialis gorbék Symbolic Toolbox: syms, potential, matlabFunction; contour

Abrazoljuk egy elektromos mez6 ekvipotencialis gorbéit. Ezen gérbék mentén az elektromos skalarpoten-
cial értéke nem valtozik. Adjuk meg a (23) és a (24) elektromos mezsk U (r) skalarpotencialjat, amelyre
VU(r) = —E(r), majd abrazoljuk U(r) fiiggvény szintvonalait, ezek fogjak megadni E(r) ekvipotencialis
gorbéit (lasd Figure 2).

|\ J
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6 Biot-Savart torvény, magneses tér

A Biot-Savart torvény [1, 21. oldal] értelmében, ha egy zart
dramkorben I aram folyik, akkor a tér egy tetszéleges pontjdban a
magneses térerdsség:

7@]{&%(7‘1—7“) ol A0 (11— y(1)

B(r1) = : Ldt (25)
am S = dm S =@
ahol
o I' = {y(t) eR? | t € a,b]} egy zért vagy végtelen hosszt gorbe, v,/%/ 1

a vezeték amiben az dram folyik
e dr = 4(t)dt elemi vezetékdarab, a vektor irdnya a vezetékre érin-
t6leges, irdnyitasa pedig megegyezik az aram folyasanak iranyéval
e 7 = ~(t) az elemi vezetékdarab pontja
e 7y a kérdéses pont

Figure 3:

e 71 —7 az elemi vezetékdarabtoél a kérdéses pont felé mutaté vektor
e |71 — 7| az elemi vezetékdarab és a kérdéses pont kozotti tavolsag
e 1 az integral kiértékelése soran konstansnak tekintendé.

Végtelen hossza z iranyban haladé egyenes vezetékben folyé aram magneses mezeje.

= o= ()18} 30= (). = (§) 2

At x (r =) = (§) x (1) = (&) lIra =@l = /12 + o3 + 2 (27)
Mivel elég csinya kifejezéseket kaptunk, érdemes x1 és yp-et atirni polarkoordinatakra:

x1 = 01 cos(p1)

{yl = 01 sin(e1)

Ezek utan a (25) integral a kovetkezGképpen alakul:

—o1sin(p1)

S 4(t) % (r1 — () = ( e ) Iy =) =/ + &2 (28)

I 7 odt — sin(p1)
Bl = By < [ o (e -
s . 2+ Q% 0
A bels6 integral kiszamitasa: Ezért
0o 0o I — sin(¢1)
Qldt _ i ) t _ i B(Qla@l) = 4/;0171_( cosgpl) ) (30)
/12 + 0%3 01 \/m _ 01
15. feladat (Egységkorben foly6o aram méagneses mezeje). szamoljuk ki analitikusan

A T gorbe altal leirt zart huzalban I erdsségd aram folyik. Szamoljuk ki a keltett magneses mez6 értékét
a z tengely mentén, ha

s(t) .
r— {r(t) - <§fn(t)> ‘ te [0,27r)}, vagyis B(z1) =7, B(z1) = || B(21)]| =? (31)
0
" 16. feladat. Tekercsben foly6 aram magneses mezeje Matlabban abrazoljuk )

Adott egy tekercs, melyet T gorbe ir le. A tekercsben I erdsségti aram folyik. Szamoljuk ki (analitikusan
vagy numerikusan) a keltett magneses mez6 értékét elGszor a z tengely, majd a I'; gorbe mentén, ha

cos(t
I'= {’Y(t) = (sin8> ’ teR, a>0 paraméter} (32)
at
I' = {71(21) = ( 8 ) ‘ z1 €R, b>0 paraméter} (33)
z1

Kiil6nb6z6 a és b értékek mellett dbrazoljuk Matlabban a magneses mez6 értékét z tengely mentén, vagyis
a B(z1) := ||B(z1)|| fiiggvényt z; szerint.

& J
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