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1 Integralgérbék (integral curves)

Jelolje F : R?2 — R? a folyo feliiletén mért aramlasi sebességet adott (x,y) pontban. Az integralgérbék
a Y(t) = F(~v(t)) kozonséges differencidlegyenlet megoldasai kiilonboz6 ~(0) = (zo,yo) kezdeti feltételek
mellett, azaz

i1 (1) = Fy(2(t), y(t
b Pla = (B0 atgor {210 = FAE0010) "
Fy(z,y) 1 (t) = Fa(x(t),y(t))
Vektormezo (vector field) 3 Meredekseg (slope field) I%tegralgorbek (integral curves)
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1. allitas (integralgorbék invarianciaja).egyen F : R® — R™ vektormezs és f : R™ — R szigortan pozitiv
értéki skalarmezs. Illetve legyen G(x) = F(x)f(z). Ekkor ha I' = {v(t) | t € [a,b]} integralgorbéje
F(z)-nak, akkor G(x)-nak is integralgorbéje (és forditva). Koltdi kérdés: ez miért hasznos nekink?
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1. feladat. Bizonyitsuk be az allitast!

2. feladat (Gorbe kanonikus paraméterezése).

3. feladat (Ekvidiszténs pontok egy gorbén).
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2 Koordinatafiiggetlen derivaltak (csak a legbatrabbaknak)

2.1 Alapfogalmak

Descartes koordinata rendszerben barmilyen v (koordinatafiiggetlen) vektor felirhat6 @ és j linearis kom-
binaci6jaként:
n
v=uvli+v%j, ezt jelltik mi eddig agy, hogy v = <Zz) (2)
«

Fogalmalk, jelolések:

e R: a tér egy adott ponja, NEM FUGG a koordinata renszer megvélasztasatol.
e v = v(R) vektormezs: a tér minden pontjahoz hozzarendel egy adott hossztsaga és adott irdnyt

vektort, ez NEM FUGG a koordinata rendszer megvalasztéasatol.

1
o v = (52) tenzormezd: a tér minden pontjahoz hozzarendel egy koordinata méatrixot (ami egy tenzor?),

fiigg a koordinata rendszer megvalasztasatol, méghozza “tenzorosan fiigg™ v = v'.J? (lasd kés6bb).

e i, j a Descartes coordindta rendszer béazisvektorai. Mas jelolések: ey, e, vagy &, § (fizikusok).
Altalanossagban egy barmilyen Z° koordinata rendszer kovaridns? bézisvektorai: Z;.

Tenzor index jel6lés. Einstein vezette be a matrix-vektor, matrix-matrix és altalaban a tenzor-tenzor
szorzatok szummas felirdsanak roviditésére. PL. legyen

A A Agg Bl Bl
A=Ay Axp Ax]|, B= (Bé B%) s uv=[20*], u=(u' W u?) (3)
Az1 Az Asg Lo v3
Ekkor
Aot + Apv? + Agg0® vlul w2 vle?
Av = | Aot 4+ Agov? 4+ Agsv? |, vu= | v2ul v*u?  v2dd (4)
Agivt + Ag00? + Assv® v3ul vdu? vdud

Ekkor Av vektor i-edik eleme, vagy vu métrix ij-edik eleme:

3
(Av), = ZAijvj o Aot (vu) = v'd = ulv’ (5)
i=1
Egy matrix nyomat is ki lehet fejezni ilyen modon:
2 3
tr(B) = Z B! = B!, viszont tr(A) = Z Ay # Ay (értelmetlen, mert mindkeét 7 alsé index)
i=1 i=1

Jelolje [] egy tenzor index jeloléssel magadott objektum métrix reprezentaciojat, pl.

[Zi5] = (é 7?2) : (6)

Azonban 6vatosnak kell lenniink, ugyanis az indexelt objektumok matrix reprezentécioja nem egyértelmdi.
Egy kovarians v; egy indexd objektumot t&bbnyire sorvektorként, egy kontravarians v* egy indext ob-
jektumot pedig oszlopvektorként értelmeziink, de ez nem szabdly. Pl. Z;;-t a kovetkez6 képpen és
értelmezhetjiik:

Zil=(1 0|0 7?) (7)

vagyis, mint egy hiper-sorvektor, de nem ez a megszokott.

Szabalyok

1. also (kovarians) indexek: v’ és fels§ (kontravariéns) indexek: A;; fontos jelentdsséggel birnak.

2. két azonos index szummaézast jelent a megadott dimenzidk szerint, de csak akkor értelmes a kifejezés,
ha az egyik index alsé a masik fels§. Egy index legfeljebb csak kétszer szerepelhet egy kifiejezésben.

n
TH™ = UMV = UMVI™  (ennek van értelme) ®)

i=1

Ui;V; vagy Ui VIW; (értelmetlen)

jelen esetben egy 1 dimenzi6jt tenzort (1-tenzort)

2kovarians - also index ; (sorvektornak feleltethetd meg), kontravarians - fels§ index * (oszlopvektornak feleltethet meg), bar
a tenzoralgebraban nincs olyan, hogy sorvektor vagy oszlopvektor, ezt csak akkor hozzuk be, ha linearis algebrai titon probaljuk
elképzelni a tenzoralgebrai valtozokat, szorzatokat
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3. Ha egy felsd index a nevezében van, akkor az alsé index lesz az eredményben:

1%
_ 9
Ti= o (9)

4. lasd még: [1, 4.5 fejezet]

Megj. nem minden indexelt objektumot hivunk tenzornak, csak azokat amelyek “tenzorosan fiiggnek” a
koordinata rendszer megvalasztasatol, vagyis

1. egy T* objektumot akkor tenzor, ha ennek értéke Z’ koordinaték mellett 7% = T%J¢ [1, 6.3.1]
2. egy T,ij objektum “haromszorosan” tenzor, ha ennek érték az 4j koordinatakban T,i:j = T,ij Jii,Jjj ,J,’j,
[1, 6.4 Tensors of Higher Order]
2.2 Attérés Descartes koordinatakroél polarkoordinatikra (2D)

Kiindulasi koordinatak: Z* = x,y. (i fels6 index, nem hatvanykiteve)
Célkoordinatak: Z* = r, 0. Leképzés:

7t = Zi(Zl/ ZQ’) © o zizy @ = reos(0) (10)
’ y = rsin(f)
A leképzés Jacobi méatrixa:
VANNCYA oxr Ox
A : 9zv  0z¥ ar 90 —rsi
Ji=22 g= i) = _ o _ (CPS(z) Tsm(;’)) (11)
0z 072 972 dy oy sin(fd)  rcos(6)
ozy  0z¥ or 00
syms x y r theta real
z=0=x;y]l;
Zp = [ r ; theta ];
Mapping = [

r*cos (theta)
r+xsin (theta)

17

Jip = jacobian (Mapping, 2Zp);

Hatarozzuk meg az inverz leképzést. Emeljiik négyzetre mindkét egyenletet (10), majd adjuk Sket Ossze.
Mivel r csak poziti lehet, kapjuk:

z? =12 cos?(0) 5 o o . o ) —
s o .o = 22 +19? =r?6in(0) + cos?(0)) = r= 22 +y? (12)
Yy~ =r-sin“(0)
Ha x # 0, akkor a masodik egyenletet az elsGvel osztva kapjuk:
y_ tan(d) = 6 = arctan (g) (13)
x x
Tehét az inverz leképzés:
r = \/72 + y2

f = arctan (%)

’

7' =7 (7",7%) & 77(z) -

assume (in(r, 'real') & r > 0 & x > 0 & y > 0)
Zp_sol = solve (Mapping - Z, Zp)

Mappingp (r,theta) = simplify ([
Zp_sol.r (1)
Zp_sol.theta (1)

1)

Matlab altal adott vélasz:
r=+z2+y?
_ /2 2 15
0=-2 arctan(w}> (15)

Y

4. feladat. Helyes-e a vilasz? Miért ezt kaptuk, hogyan szamolt a Matlab? Prébaljuk meg reprodukalni
(papiron ceruzéaval).
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Szamitsuk ki a Jacobi méatrixat az inverz leképzésnek. Hasznaljuk az altalunk szamolt leképzést (14).

YAV A or

y 0z : 0Zv 072 oz
JZZ = 67.7 J = [JZ/} = = i
0z 077 07% %

a9zl 972 ox

or v y

Iy | | Var+y? a2+ y? (16)
ool | v T

672./ x2_|_y2 $2+y2

5. feladat. Igazoljuk, hogy J;)J;f/ = &% (ie. J} és J? métrixszorzata egységmatrixot ad), vagyis Ji'

matrixinverze Jii,—nak.
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h=1 h =0.5 h=0.1
90 90 90

60 60 60

30 30 30

330 330 330
Figure 1: Barna vektor: Z,, lila vector: Zj.

2.3 Polarkoordinatak bazisvektorai

Legyen R = R(r,0) egy pont a térben. R koordinatafiiggetlen pont a térben, az R(r,0) jelolés csak azt
modja meg, hogy r és 6 koordinatak szerint dekomponalom.

Hatarozzuk meg, hogyan valtozik R pont helyzete, ha egyik koordinata szerint egységnyire elmozditom:
R(r+h,0) — R(r,0)  OR(r,0)

jel

Z1=Z,=lim , 1Zr =1

h—0 h or (17)
Z,2 7, = lim R(r,6+h) — B(r,9) = OR(r, 0), |Zoll =r, lasd Figure. 1.

h—0 h 00

6. feladat. Igazold, hogy || Z;|| valoban a fentiekben megadott értékek.

A kiilsnb6z6 koordinatdk mentén torténd egységnyi elmozdulasvektorok fogjak megadni a Z? koordinata-
rendszer Z; bazisvektorait:

OR(Z)
YA (18)
Megjegyzés. A fizikdban ezen béazisvektorokat normalizdljdk és igy jelolik:
Z, . Z . . N
P = , 0= Descartes kr.: & =i = Z,, y=j=2, 2=k=2Z, (3D) (19)
1Z.|] 1Z]|
2.4 Metrika tenzor
Megszokhattuk, hogy Descartes koordinata rendszerben a skalarszorzat a kdvetkezGképpen miikodik:
(w,v) = (u'i +u?j,v'i + 0?5 = ulo! + u?o? (20)

mivel (¢,2) = (4,7) = 1, (¢,3) = (4,%) = 0. Tény, hogy polarkoordinatak esetén is Z, L Zj, azonban a
bazisvektorok nem normaltak, ezért
7 Z vl
1 2 1 2 12 11 12
w,v)=(u Z1+u"Zy,vZi1+vZy)=(u u
(uv) = (w2 ? ! 2) = ) (Zzl 222) (112) (21)
tenzor index jeloléssel: = W'Zi,WZ;) =uI(Z;, Z;) = uni Z;;

ahol Z;; = Zj, = (Z;,Z;) a metrix tenzor. Linearis algebrabdl szemlélve egy n dimenziés vektortérben
Z;j egy szimetrikus pozitiv definit n X n-es matrix. Z;; inverzét Z-vel jeldljiik, ez a kontravarians metrika
tenzor: Z;;Z7% = §F (“egységtenzor”).

Polérkoordinatak esetén:
1 0 ii 1 0
[zij]:<0 r2>, [zq:<0 1) (22)

Megjegyzés. A metrika tenzor megadja, hogy adott pontbdl adott irdnyba milyen mértékben torzul a
hossztisdgmérés. A fizikdban Z;;-t fleg g;;-vel jelolik.
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2.5 Christoffel szimbo6lum [1, 5.12 fejezet]

Maés néven konnezids koefficiensek [2, 4.4 fejezet]: Ffj, melyet, a kdvetkezs képlettel szamolhatunk

1 0Zpmi  0Zm;  0Zij 1 < OZpi  0Zm;  0Zij
k _ * 7km mi mj i\ _ 2 km mi mj ij
Ty =37 (aZj Yz 8Zm> 2 mz::lz <8Zj "oz aZm) (23)

Ezt egy haromdimenzios hipermatrixként lehet felfogni, hogy pontosan mit jelent a fent emlitett referen-
cidkban pontosan le van irva. Ennek automatikus kiszamitasa sem egyszeri, ezért ennek Matlab kodjat
megadom:

syms r t real % koordinatak r: tavolsag origotol

zi = [ r; tl; % t, azaz theta: x tengellyel bezart szog
Z_ij =1 .. 1; % kovarians metrika tenzor (also index)

Zij = [ .. 1; % kontravarians metrika tenzor (felso index)

% Gamma (i, j, k) kiszamitasa

Gamma = sym(zeros(n,n,n));
for i = 1:n
for j = 1:n
for k = 1:n
for m = 1:n % osszegzes m szerint
Gamma (i, j, k) = Gamma (i, j, k) + 0.5 % Zij(k,m) * ( ...
diff(z_ij(m,1), zi(3j)) + diff(z_ij(m,3), zi(i)) - diff(z_ij(i,3), zi(m))
)i
end
end
end
end
Gamma

Gamma(:,:,1) =

[ 0, 0]
[0, -r] 0 0 0o 1
e [PLT 27 _ T
Gamma(:,:,2) = vagyls: [Fij] - (0 —7") ) [FZJ} = <1 0> (24)
[ 0, 1/r] '
[ 1/r, 0]
7. feladat (Christoffel szimbolum kiszamitésa). Matlab: reshape, permute

A fenti Matlab kod egy négyszer egymasba agyazott for ciklusokkal szdmolja ki Ffj—t. Ez Matlabban
rendkiviil idGigényes. Szamoljuk ki I‘fj—t csak a beépitett hatékony vektormiveletekkel.

2.6 Kovarians derivalt operator V;

2.6.1 Skalarmezé kovarians derivaltja és gradiense

2. definicié (Skalarmez6 kovarians derivaltja, gradiense). Skalarmezére alkalmazva a kovaridns derivalt
operatort igy definialjuk [1, Eq. (8.18)]:
oF
Es ez nem mas, mint a skalarmezd gradiensének kowaridns komponensei [1, Eq. (6.49)], azaz
) oF . . L OF
— V. J — I — gy, % ,

grad F = V,[F| Z _aZjZ =ZYV,;[F|Z;=2Z 8ZjZl (26)

Tehat ZYV,F a gradiens kontravarians (megszokott) komponensei.

Az (26)-ben latott egyenlGségsorozat nem kovetkezik egyértelmtien, az egyenlGség a V; operator metrilinikus
tulajdonsagabol adodik [1, 8.6.7. fejezet], ami azt jelenti, hogy

ViZij =0, V,.Z9 =0, V;Z; =0, V;Z' =0 (27)
Gorbiilt sokasdgokon értelmezett koordindtarendszerben ez nem teljesiil, azonban most a klasszikus R™-ben

vagyunk, csak az R™-ben felvett koordinatarendszer az ami nem a megszokott, ugyanis pontonént valtozo
bazisvektoru, gorbe vonala koordinatakkal dolgozunk. A (27)-nek kovetkeztében:

grad F =V;[F| Z'+ FV;[2'] =V;[F 2] =V;[F(Z7 Z;)] =V, [Z9(F Z))]

= ZUV[FZ)+V,; |29 FZ; = ZUV;[FZ;) = ZVV,[F|Z; + FV,|Z;| = ZV,|F)Z; (28)
=0 =0

hogy aktuélisan mire alkalmazzuk a kovarians derivalast.
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2.6.2 Ternzormezd kovarians derivaltja
Legyen V(x,y) egy vektormezd, melynek kontravarians komponensei a Z° = x,y Descartes koordinatarend-
szerben legyen Vi(z,y), 7 = o, polarkoordinatékban pedig legyen Vi,(g, 9), azaz

V(o) =Vi@,9)Zi =V (2,9)Z: + Vw,9)Zy = V' (0.9) 2, +V (0,9)Z0 = V' (0.9)Ziy = V (0,9)
Egy konkrét példa:

T Y
V=—-ra—Z,+ —=7
/22 + 42 /22 442 7

Descartes koordinita rendszerben egy V' vektormezd megvaltozasat a V* koordinatainak derivaltjaival adtuk
meg (Jacobi matrix):

_ avt  av!
Dv* (QZ, y) = 8‘2}’2 O%JQ (30)
ox dy

=1-Z,4+0-2Zy (29)

Mi a helyzet az altalanos koordinatak rendszerekkel? Eszrevehets, hogy V' vektormezé polarkoordinatak
szerinti kontravarians V' koordinata komponensei konstans értékiiek (a Jacobi méatrix nulla), pedig tudjuk,
hogy V' értéke pontonként valtozik. Azonban ez a valtozas nem tiikr6z6dik a polarkoordinatékban, mert a
Zy = Z,,Zy bazisvektorok értéke is pontonként valtozik. Ezt a valtozast valahogy bele kell integralni a
V,; V' kovarians derivéltba.

3. definicié (Tenzormezs kovarians derivaltja). Egy V¥(Z) tenzormezd kovarians derivéltja tehét a
mogottes invarians V' = V¥(Z)Z,; vektormezs megvaltozésat hivatott megadni az egyes Z° koordinaték
szerint. A V(Z) tenzormezd kovarians derivaltjat a kovetkezd formula definidlja [1, Eq. (8.11)]:

ViViZ) = 55 +T5mV™(2),  ahol Vi(Z) =Vi(Z',., 27). (31)
Ugyanennek a V = V¥(Z)Z; = V;(Z)Z" vektormezének a megvaltozajat a V;(Z) kovarians komponensek
kovarians derivaltjaval is megadhatjuk [1, Eq. (8.14)] (egyik a méasikbol levezethetd):

Vi
ViVi(Z) = 5 ~THV(2). (32)

|\ J

A kovarians derivalt pontos fizikai értelmét a [1, 8. fejezet] és [2, 4.5. fejezet] pontosan megmagyarazza. En-
nek segitségével megadhatjuk egy tenzormezs divergenciajat illetve egy skalarmezs Laplacian-jat tetszéleges
koordinata rendszerben.

Descartes koordinata rendszerben T'f; = 0, ezért itt V;V* megegyezik a DV*(x,y) Jacobi métrixal. PI.

R x
V(o) = VY 0) 2o+ V) 2y = 002 + (0 4 32 vagss Vi) = 77 3
Mivel I‘fj = 0, a kovarians derivalt a kovetkezd lesz:
. Vi av: ov? " .
ViVie,y) = 575 = (;Vz o | = (ny 2y> =DV*(z,y) (34)
ox oy

2.6.3 Vektormezd divergenciaja

Eddigi tudasunk szerint a divergencia nem mas mint a Jacobi matrix nyoma, azaz:

1 2
div(V (z,y)) = tr<DVi(x7y)) = ava(;’y) + ava(;’y)
Altalanossigban is igy van (egy kis korrekcioval):
4. definicié (Egy vektor-/tenzormezé divergenciaja). Egy tenzormezd divergencidjat a kovetkezdképpen
definialjuk [1, Eq. (8.2)]:

) . oVE )
div(V (z,y)) = tr(VjV’) = ViV' = S 4 T,V (36)
A tenzorkontrakcionak [1, 6.3.2. fejezet] koszonhetGen a divergencia invaridns, azaz a koordindtdk
megudlasztdsdtol fiiggetlen, ezért nyugodt lélekkel azt is mondhatjuk, hogy V;V? a mogdttes invaridns

V = V'Z; vektormezs divergencidjat adja meg.

|\ J

Mindez Matlabban

Legyen

| y

724_7

Most csak a polarkoordinatakat tekintjiik: V¥ (g,9) = (3).

Z,=1-Z,+0-Zy (37)
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vi=11;01;
% Kontravarians derivalt szamitasa:
Nabla_jvi = jacobian(Vi, Z);
for 3 = 1:n
for i = 1:n
for m = 1:n
Nabla_3jvi(i, j) = Nabla_jvi(i,j) + Gamma(j,m,i) Vi (m);
end
end
end
% Divergencia szamitasa:
div_Vi = trace(Nabla_jVi)

Nabla_jVi =

[0, o]

[0, 1/r] . p 0 0 ) p 1

div Vi = vagyis: [vjv (9,19)] - <o 1), div(V) = ViV (e,0) = - (38)

1/r "

Descartes koordinata rendszerben a kévetkez6t kapnank:

X

24 4,2 2 $2 y2 1 1
div(V (z,y)) = div [ V7 | = - o 5 = = - (39)
Tz+y2 /.132 + y2 \/xQ + y2 \/xQ + y2 R /.TQ + y2 r
Egy &ltalanos V*(r,6) tenzormezé kontravaridns derivaltja és divergencidja:
syms r t real
Vi = [ sym('Vl(r,t)") ; sym('V2(r,t)"') 1;
assume (in (Vi, 'real'))
Nabla_jvi = jacobian(Vi, Z);
for j = 1:n
for i = 1:n
for m = 1:n
Nabla_3jvi(i, j) = Nabla_jvi(i,j) + Gamma(j,m,i) Vi (m);
end
end
end
div_Vi = trace(Nabla_jVi)
Nabla_jVi =
[ diff (Vi(r, t), r), diff(Vi(r, t), t) - rxV2(r, t)]
[ diff(V2(xr, t), r) + V2(r, t)/r, diff(V2(r, t), t) + Vi(r, t)/rl
div_Vi =
diff(Vi(r, t), r) + diff(V2(r, t), t) + Vi(r, t)/r
vagyis
OVi(r,t oVi(r,t
(T, ) (T ) —-T‘/Q(T,t)
i or ot
v3v'] = OV2rt)  V2(rt) OVi(rt) Vini) |
bl + bl bl + bl (40)
or r ot r
: . OVY(rt)  OVE(rt)  Vi(rt
div(V) = tr(V; V') = V,V' = a(r’ )4 8([’ ) Yot
r r

2.7 Egy skalarmezd masodik kontravaridns derivaltja

Az eddig ismertetett derivaltak segitségével modunkban all egy F skalarmezd masodik kontravarians de-
rivaltjat is megadni. F elsé derivaltja V,;F, mely egy kovaridns tenzormezd, ennek is vehetjiik a kovarians

derivaljat.
5. definicié. F skalarmezs masodik kontravaridns derivaltja [1, Eq. (8.25)]
OV, F 0*F OF
(V,F) = —T(V,F) = = Jr4e 41
S S S RS e (41)

ami az F' skalarmezd Hesse-méatrixanak felel meg altalanos koordinarendszerben.

| J

A miésodik derivalt segitségével megadhatjuk egy skalarmezd Laplace operatorat.
e N

6. definicioé (A A Laplace operator). Egy F skalarmezd Laplace-at igy definidljuk [1, Eq. (8.17)]:
0’F i OF >

0z'0zi Y oz* (42)

AF = Z9V,NV;F = V'V,F = 7" <
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2.8 Feladatok

A tovabbiakban hasznaljuk a [1]-et. Az ott leirtak alapjan valaszoljuk meg a kovetkezs kérdéseket.

8. feladat. Az 2. definici6 alapjan adjuk meg polarkoordindtakban, hengerkoordinatdkban majd gémbko-
ordinatakban (tovdbbiakban p.h.g.) egy F(p,9) skalarfiiggvény gradiensének kovarians, majd kontravar-
ians komponenseit. Részletesebb leiras itt talalhato [1, Eq. (6.49)]. A gradienst altalanos F'(o,v), F(o,9, 2),
F(p,9, p) fiiggvényekre adjuk meg, lasd pl. (40).

9. feladat. Adjuk meg p.h.g-ben egy V' vectormezs kontravarians derivéltjat és divergencidjat.
10. feladat. Adjuk meg p.h.g.-ben egy F skalarmezd Laplace-at [1, Eq. (8.17, 8.25)].

11. feladat. Az 5. és 6. definiciok alapjan Matlabban szamoljuk ki egy konrét skalarfiiggvény pl. F =
masodik kovarians derivaltjat és Laplace-at p.h.g-ben, vagy akar ciklois koordinatakban, tetszéleges ko-
ordinatakban.
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