|. tétel - Adatszerkezetek és tipusok

Az adattipus absztrakcids szintjei — a tipusspecifikacio és tipus fogalma, absztrakt adattipus
€s megadasi madjai, verem ADT axiomatikus és funkcionalis leirasa, absztrakt adatszerkezet
megadasa, reprezentacio, aritmetikai és lancolt abrazolas, az adatszerkezetek osztalyozasa
(tobb szempont szerint), statikus és dinamikus szerkezetek

Az adattipus absztrakcids szintjei — a tipusspecifikacio és tipus fogalma

A tipus egy adat altal felvehet6 lehetséges értékek halmazan kivil megadja az adaton
értelmezett miveleteket is. A tipus-reprezentacio, tehat a tipusértékek abrazolasahoz
szlkséges
e Abréazolandé elemek egy H, illetve az abrazolashoz szilkséges T halmaz tovabba
e egy az abrazolando elemek és tipusertékek kapcsolatat leird leképezés
poH->T,pSHXT
e és azun. tipus-invarians, mely kivalasztja a hasznos abrazolé elemeket.

A tipus-specifikacié egy adat kulsé jellemzésére szolgal, megadja a
o tipus érték halmazt - azaz, hogy az adat milyen értékeket vehet fel, tovabba a
o tipus miiveleteket, vagyis a T-n értelmezett feladatokat.

az F mivelet specifikiciéja

specifikacié
szintje
reprezentacio
szintje Domaing

az F miivelet implementacidja
az S program

Absztrakt adattipus és megadasi mddjai

Az absztrakt adattipus (abstract datatype - ADT) a tipus-specifikacié kdzvetett megadasara
szolgal. Ebben az esetben semmilyen feltételezéssel nem élink a tipus szerkezetérdl,
megvalositasardl, igy a specifikaciéban kizardlag matematikai fogalmakat hasznalunk.
Jellemzi még az enkapszulacio (egységbe zaras).

Verem ADT axiomatikus és funkcionalis leirasa

Az ADT megadhat6 axiomatikusan (algebrai) és funkcionalisan is, mas kritériumokkal.
e Axiomatikus:
o Részei: tipusértékhalmaz, miveletek, megszoritasok, axiomak
o Kérdések: helyesség, teljesség, redundancia
¢ Funkcionalis:



o Részei: tipusérték halmaz, miveletek, allapottér, paramétertér, eldfeltétel,
utofeltétel

Ezekre példaként tekintslik a Verem adatszerkezetet, melynek az ADT axiomatikus leirasa:

Miiveletek e empty Ures verem létrehozésa
e isempty Ures a verem?
e push Elem betétele a verembe
. Elem kivétele a verembdl
pop
e to Felsé elem lekérdezese
p
Megszoritasok Dioppop =V \ O lires vermen nincs értelmezve
Axiomak e isempty(empty)
e isempty(v) - v = empty
e —isempty(push(v,e))

° top(push(v, e)) =e
llletve az ADT funkcionalis leirasa

Matematikai o A verem rendezett parok halmaza
reprezentacié v ={(el,t1), ..., (ei, ti)|tj — k kiilonbozbek}
e A két komponens a veremben elhelyezett érték, illetve a
behelyezés idépontja

Megszoritasok e Azidd értékek kilonbozéek
Megjegyzés ¢ Valésagban nem hasznaljuk mert egy-egy figgvény leirasa is
borzalmasan hosszu lenne

Absztrakt adatszerkezet megadasa, reprezentacio, aritmetikai és lancolt abrazolas

Az absztrakt adatszerkezeteknél (abstract data structure - ADS) a tipus alapvet6 - absztrakt
- szerkezetét egy iranyitott graffal abrazoljuk, melyben a csucsok az adatelemeket, az élek
pedig egy rakovetkeztetési relaciot jeldlnek.

A

Az absztrakt adatszerkezetet abrazolhatjuk pointerekkel (lancolt abrazolas), vagy cim-
/indexfuggvénnyel (aritmetikai reprezentacio), illetve természetesen vegyes abrazolas is
lehetséges.

A lancolt abrazolas soran az éleket pointerekkel abrazolhatjuk. A miveletek algoritmusait meg
kell adni. Index- és cimfuggvényeknél az adatokat folytonosan helyezzik el az absztrakt
memoriaban / egy vektorban. Az elemek kozotti rakdvetkeztést egy ilyen fliggvénnyel adhatjuk
meg. A miveletek algoritmusait ebben az esetben is meg kell adni.
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Az adatszerkezetek osztalyozasa (tobb szempont szerint), statikus és dinamikus
szerkezetek

Az adatszerkezet egy (4, R) rendezett par, ahol A az adatelemek véges halmaza, R az A
halmazon értelmezett valamilyen relécio. R € A x A

Az adatszerkezeteket osztalyozhatjuk az aldbbiak szerint
¢ Adatelemek tipusa
o homogén: Az adatszerkezet valamennyi eleme azonos tipusu
o heterogén Az adatszerkezet elemei kulonb6zd tipusuak lehetnek
e Az R relaci6 szerint
o Struktura nélkuli: Az adatelemek kozt nincs kapcsolat (pl. halmaz)
o Asszociativ cimzés: Lényegi kapcsolat nincs, de tartalom alapjan cimezheték
o Szekvencialis: A szekvencidlis adatszerkezetnél az R relacid tranzitiv lezartja
(tranzitiv, tartalmazza R-t és minimalis elemszamu) teljes rendezési relacid. Az
egyes adatelemek egymas utan helyezkednek el, minden elem csak egy helyrdl
elérheto, a két kitintetett elem az els6 és az utolso.

l\.*.*.*“

o Hierarchikus: Van egy kitlntetett  elem, a gydkérelem, ugy, hogy ez nem lehet
végpont, minden mas csucs pedig max egyszer lehet végpont és elérhetd a
gyokerbél

o Halés: Ebben az esetben nincs megkdtés a relaciéra. Az adatelemekhez tébb
helyrdl is eljuthatunk, tébb irany is van (példaul graf).

e Adatelemek szama szerint
o Statikus: rogzitett szamu adatelem van, a memdariaban elfoglalt hely allando
o Dinamikus: adatelemek szama véges, de tetsz6legesen valtozhat

e Reprezentacioé szerint

o Folytonos: A kdzponti tarban az elemek egymas utan helyezkednek el

o Szétszort: Az elemek véletlenszerlien helyezkednek el, de minden elem tartalmaz
a tobbi elem elhelyezkedésére vonatkozoé informaciot.



Il. tétel -Objektumorientalt programozas

Osztalyok és objektumok, objektum létrehozasa, inicializalasa, példanyvaltozo,
példanymetddus, osztalyvaltozd, osztalymetddus, oroklédés, polimorfizmus, dinamikus
osszekapcsolas (példakkal), absztrakt osztaly, a tobbszoérés 06roklédés problémai,
lehetséges megoldasai

Osztalyok és objektum

Egy objektumnak belsé allapota van, melyben informacidkat tarol (adattagokkal valdsitjuk
meg), kérésre feladatokat hajt végre, melyekkel sajat allapotat is képes valtoztatni, mas
objektumokkal kommunikalhat. Minden objektum egyértelmlen azonosithatoé.

Az osztaly egy olyan objektumminta vagy tipus, mely alapjan példanyokat (objektumokat)
hozhatunk létre. Egy példany egy adott osztaly alapjan létrejott konkrét példany. Minden
objektum egy osztalyhoz tartozik.

Objektum létrehozasa, inicializalasa

Az objektumokat minden esetben létre kell hozni és inicializalni kell. Az objektum inicializalasat
az un. konstruktor végzi. Megadhatjuk az adatok kezd&értékét, illetve végrehajtjuk vele az
objektum mikddéséhez szikséges tevékenységeket.

Nem létezik objektum konstruktor nélkil, ha nem irunk ,automatikusan” jon létre egy. A
konstruktoroknak nincsen visszatérési értéke. A konstruktor parja a destruktor, mely az elem
torlésekor hivédik meg.

Példanyvaltozo, példanymetddus, osztalyvaltozd, osztalymetodus

Osztalydefinicio:

o Példanyvaltozé: példanyonként helyet foglalé valtozo.
Példanymetodus: példanyokon dolgozé metddus.
Osztalyvaltozo: osztalyonként helyet foglalo valtozo.
Osztalymetdédus: osztalyokon dolgozé metddus.

Osztélydefinicié Osztalymetodusok
a és b osztélya metédus, J—
metédus, omet,
Példanymetédusok
valtozé;: tipus,
omet
metddus, valtozd: tipus, J
: ovy: tip;
- viltozéM: tipusi S
metodusy
Példanyvaltozok Osztalyvaltozok
(objektumok (osztélyok
illapotleirdja) allapotleirdja)
a (példéany) b (példany)
ametédus, vahoz6 =afriék, vltozs, =brték,
. valtozo,=akrtek, véltozd,=bErtek,
(izenet) : ) :
valtozéM=akrték,, véltozd, =bErték,,




Oréklédés, polimorfizmus, dinamikus ésszekapcsolas (példakkal)

Az oroklédés alapgondolata, hogy a gyerekek 6rokolik 6seik metddusait és valtozoit. Az
6sosztaly minden metdédusa és adattagja a gyerekosztalynak is metédusa és adattagja lesz.

A leszarmazott bevezethet Uj miiveleteket és adattagokat, ezek egyszeriien hozzadaddédnak
az Oroklott adattagokhoz, vagy akar felll is irhatja ezeket.

Rovarok \
Os osztaly ﬁ

tulajdonsagok
Uizenetek

7

Bogarak
Uj_tulajdonsagok \
feltldeft_uizenetek Utéd osztélyﬁ

Uj_tizenetek

A polimorfizmus (tdbbalaklisag) az a jelenség, hogy egy valtozé nem csak egyfajta tipusu
objektumra hivatkozhat. Statikus tipusnak nevezzik azt a tipust, melyet a deklaracioé soran
kap, dinamikusnak azt, amilyen tipusra éppen hivatkozik az objektum (vagy a statikus tipus,
vagy annak valamiféle leszarmazottja).

Employee emp ("Kati","Fekete", 3);
Manager m ("Jozsef", "Kovacs", 3, 2);
emp = m;

Altipusos polimorfizmusnak nevezzik azt a jelenséget, ha B altipusa az A tipusnak, és B
objektumainak referenciai értékll adhatdk az A tipus referenciainak.

Az a jelenség, hogy a valtozé az éppen aktualis dinamikus tipusanak megfelelé metddus
implementacio hajtodik végre, az un. dinamikus 6sszekapcsolas.

Employee* empp=new Employee ("Istvan", "Nagy",5);
Manager* mp=new Manager("Laszlo", "Hajto",2,3);
empp = mp;

;mpp—>print();

Absztrakt osztaly

Egy felsd szinten fogja 6ssze a k6z0s tulajdonsagokat. A metddusok kdzott akar olyan is lehet,
melynek csak specifikacidja van, tdrzse nincs. Kézvetlenl nincs értelme példanyt Iétrehozni,
egy leszarmazott teszi konkrétta. (pl. Widget osztaly)



A t6bbszoros oroklédés problémai, lehetséges megoldasai

Egy adott osztalynak akar tobb kdzvetlen ése is lehet. llyenkor felmerulhet problémaként, hogy
egyes adattagok hanyszor szereplenek a leszarmazottban, és hogy melyik metédust hivia meg
utkozés esetén?

A legtdbb ilyen esetben a kddot nem lehet leforditani, a fordité vagy a futtatd hibat jelez.
Amennyiben ezen tovabbjutunk vagy az ésosztaly déntsén, hogy mi térténjen ilyen esetben,
vagy a szarmaztatott osztaly mondja meg, hogy melyiket akarja hasznalni.



tétel -Tombok

Definicié6 ADT és ADS szinten, reprezentacid, sorfolytonos és oszlopfolytonos abrazolas,
cim és index fliggvény, specialis matrixok -tridiagonalis, alsé haromszdg matrix stb., cim és
index fuggvényei, hézagos matrixok reprezentacioja

Definicio ADT és ADS szinten

(ADT) Az E alaptipusu k > 1 dimenzios T tombtipus

(ADS)

Legyen I =I; x I X ... X I, egy indexhalmaz, ahol vj € [1,k]:[; = [1,n]
Az A € T tombnek N = n, * ...x n, eleme van {aq, ..., ay}
Mindig van egy f:1 — {ay,a,, ..., ay} bijektiv leképezés.
Mdveletek
o Indexelés: az iy, ..., i, indexhez tartozo Aliy, i, ..., i ] elem kivalasztasa
o Elemmoddositas, értékadas: Aliy, ..., ix] = a
o Ertékadas: A =B
Elnevezés
o k =1 (vektor), k = 2 (matrix)

Itt nem sziikséges szerkezetet definialni az elemek kézott.
Elfogadott a kov; relacio bevezetése Vj € [1, k]
o hai; <ny, akkor kdv;(A[iy, ..., ij, ..., ik ]) = Ali1, o) ij41, -, ix], Maskilénben nem
értelmezzik
o egy belsé elemnek minden dimenziéban van rakévetkezdéje.
(megjegyzés) A legalabb 2 dimenzids tdombot ortogonalis adatszerkezetnek nevezik.
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Reprezentacio, sorfolytonos és oszlopfolytonos abrazolas, cim és index fliggvény

Az aritmetikai abrazolasa soran egy k dimenziés tdmboét szeretnénk elhelyezni egy alkalmas
méretl egydimenzios tdmbben, és megadjuk a leképezés cimfliggvényét. Az elhelyezés vagy
sorfolytonos, vagy oszlopfolytonos lehet.

(n4: sor, n,: 0szlop)

Indexfliggvény: Vi € [1,n
) =

1],Vj € [an]
SF: ind(A[i, j] (i—1)*xny, +j
OF:ind(A[i,j) =G —1) *ny +1i

Cimfliiggvény: Vi € [1,n,],Vj € [1,n,]

SF: cim(A[i,j]) = cim(A) + (i— 1) *ny,*h+ (—1) xh



e OF:cim(A[i,j]) =cim(A)+ (-1 *n; *h+({—1)*h

Specialis matrixok -tridiagonalis, als6 haromsz6g matrix stb.
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Hézagos matrixok reprezentacioja

Hézagosan kitdltott matrixok esetén a reprezentacié nehezebb, hiszen a 0-kat tarolni pazarlas
lenne. Eszszerlinek tlnik az un. Haromsoros reprezentacio, de ehelyett praktikusabb ha
lancolt abrazolast hasznalunk.
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V. tétel -Verem, sor és hasznalatuk

ADT axiomatikus és funkcionalis specifikacio, ADS, statikus és dinamikus reprezentacio,
miiveletek megvalésitasa (algoritmusok); Kifejezések lengyelformara alakitasanak és a

lengyelforma kiértékelésének algoritmusai

ADT axiomatikus és funkcionalis specifikacio

A Verem (LIFO) adatszerkezetet ADT axiomatikus leirasa:

Miiveletek e empty Ures verem létrehozésa

e isempty Ures a verem?

e push Elem betétele a verembe

e pop E/em” kivétele a vererpbé’l

o top Fels6 elem lekérdezése
Megszoritasok Dioppop =V \ O lires vermen nincs értelmezve
Axiomak e isempty(empty)

e isempty(v) = v = empty

e —isempty(push(v,e))

° top(push(v, e)) =e
llletve az ADT funkcionalis leirasa

Matematikai o A verem rendezett parok halmaza

reprezentacié v ={(el,t1), ..., (ei, ti)|tj — k kilonbozbek}
o A két komponens a veremben elhelyezett érték,

behelyezés id6pontja

Megszoritasok e Az ido értékek kilonbozéek
Megjegyzés

borzalmasan hosszu lenne
A Sor (FIFO) adatszerkezetet ADT axiomatikus leirasa:

Miiveletek e empty Ures sor létrehozasa

e isempty Ures a sor?

e in Elem betétele a sorba

e out Elem kivétele a sorbol

e first Els6 elem lekérdezése
Megszoritasok Dout,first =S\ @ ires soron nincs értelmezve
Axiomak e isempty(empty)

e isempty(s) = s = empty

e —isempty(in(s, e))

ADS, statikus és dinamikus reprezentacio elements

A statikus verem reprezentacional szukségunk van egy
e max hosszu vektorra (tdmbre)
o illetve a verem tetejének a mutatdjara (ha ennek az értéke O,
akkor a verem Ures.

Statikus sor esetén két mutatét, hasznalunk egy sor végét, illetve sor
elejét jelzd valtozot. Ezek a head és a tail. Kezdetben mindketten a
sor elejére mutatnak. Ekkor a sor Ures. Ugyanez sajnos fent all teli
sornal is, ezért egy valtozot tartunk arra is, hogy Ures e a sorunk. head =4

illetve a

Valésagban nem hasznaljuk mert egy-egy fuggvény leirasa is

max




head=1 tail=5

1 max

Dinamikus verem abrazolasnal lancolt moddszert hasznalunk. Ebben az esetben az
adatszerkezet ,egysegei” a sajat értékikon tul egy mutatét is tartalmaznak a kdvetkezd
elemre. Hasonl6an van egy head mutatd, ami a verem utolsé elemére mutat. Amennyiben ez
nullpointer a verem Ures.

[]
S s R s BT

Dinamikus sornal teljesen hasonléan mikddnek a dolgok, de a head mutatén kivil még egy
tail mutatét is fenntartunk.

Nem létezik objektum konstruktor nélkul, ha nem irunk ,automatikusan” jon létre egy. A
konstruktoroknak nincsen visszatérési értéke. A konstruktor parja a destruktor, mely az elem

torlésekor hivédik meg.
S S B LT

Kifejezések lengyelformara alakitasanak és a lengyelforma kiértékelésének
algoritmusai

Egy matematikai kifejezés az operandusok elhelyezkedésétdl figgéen lehet

o Infix: Amikor az operator az operandusok kézétt van: A + B
e Postfix: Amikor az operator az operandusok mogott van: AB +
e Prefix: Amikor az operator az operandusok el6tt van: +AB

A Lengyel format J. Lukasewitz lengyel matematikus talalta fel. A prefix alakot
lengyelformanak, a postfixet forditott lengyel formanak nevezzik. Hétk6znapi életben az infix
alakot hasznaljuk. Ennek egy atalakitasa

(A+B)*(C—D)—> AB + CD —=

A forditott lengyel forma elénye, hogy a muveleti jelek olyan sorrendben kdvetik egymast,
amilyen sorrendben végre kell hajtani azokat, illetve az operator kézvetlenul az operadnusai

utan all.
@O ®



Miveletek megvalésitasa (algoritmusok)

A statikus verem miiveletek megvalodsitasa pszeudonyelven:

v.empty v.head < 0
v.isempty return v.head = 0
v.isfull return v. head = max
v.push(e) if v.isfull
then error "tulcsordulas”
else

v.head <« v.head + 1
v.elements|[v.head] < e
end if
V.pop if v.isempty
then error "alulcsordulas”
else
v.head < v.head — 1
return v. elements[v. head + 1]
end if
v.top if v.isempty
then error "alulcsordulas”

else return v. elements|v. head]
end if

A statikus sor miiveletek megvaldsitasa pszeudonyelven:

s.empty s.head « 1

s.tail « 1

s.empt « true

s.isempty return s.empt
s.isfull return (!s.empt && s.head == s.tail)
s.in(e) if s.isfull
then error "tdlcsordulas”
else

s.empt <« false
s.elements(s. tail] « e
if s. s. tail = max
thens.tail « 1
then s.tail « s.tail + 1
end if
s.out if s.empt
then error "alulcsordulas”
else
e < s.elements[s.head]
if s.head = max
thens.head « 1
else s.head « s.head + 1
end if
if s.head = s.tail
then s.empt « true
end if
end if
s.First if s.isempty
then error "alulcsordulas”



else return s. elements[s. head]
end if

A lancolt abrazolas pszeudokddjai itt nem szerepelnek, de logikusan kitalalhatdak.



V. tétel -Listak

Szekvencialis adatszerkezetek definicidja, statikus és dinamikus reprezentacid, miveletek
€s megvalodsitasok algoritmusai (beszuras, torlés, ...); rendezés listaval

Szekvencialis adatszerkezetek definicidja

A szekvencialis adatszerkezet olyan (A4, R) rendezett par, amelynél az R € A X A relacio
tranzitiv lezartja teljes rendezési relacio.

Egy relacio tranzitiv lezartja az a relacio, amely tranzitiv, tartalmazza az R € A X A-t, és a
leheté legkevesebb elemet tartalmazza.

A szekvencialis adatszerkezetben az egyes elemek egymas utan helyezkednek el - van egy
logikai sorrendjuk. Minden adatelem csak egy helyrél érhet6 el, és az adott elemtdl csak egy
masik lathatd. Van két kituntetett elem: az elsé és az utolsé.

Kitin6 példa a szekvencialis adatszerkezetre a lancolt lista, melynek minden eleme egy vagy
tobb mutatot tartalmaz egy masik ugyanolyan tipusu elemre (kdvetkezd elem). Az elsé elem
cimét egy Jlistafejben” taroljuk. Ennek nincs informacios része.
A lanc utolsé eleme az az elem, amelynek a rakdvetkezbje nullpointer.

Statikus és dinamikus reprezentacio
A statikus reprezentacional szikségunk van
o egy tdmbre, melyben az értékeket taroljuk
o egy masik tdmbre, melyben a rakévetkez8k indexét.

L: 2 SZH: 5
ek 123 110 17 28

Kovetezs | 4 |7 |0 |0 |6 |8 |1 |9 10| 3

mdex 1[| 2| 3] 4| s| e|| 7|] 8]l 9| 10

Dinamikus reprezentacié esetén pointereket hasznalunk. Az els6é elemet mutatd pointeren
kivll szlkségunk van egy plusz mutatéra, mely az aktualis elemre mutat.

FEJ

Lehetséges két iranyu lancoltlista Iétrehozasa is, ekkor a megel6z6 elemre is tartalmaznak
mutatot.

rd
=




Muveletek és megvalositasok algoritmusai (beszuras, torlés, ...)

Az alapvetd miveletek implementacidja struktogrammail:

Create ‘ |5Empty |
| |
L<NIL return (L=NIL)
AkteNIL
First | Next ‘
| l
L=NIL Akt=NIL
AkteL | HIBA Akt—(Akt>Mutaté) | HIBA
| sEndOfList | \ IsLast |
| |
return (Akt=NIL) | ‘ return (Akt#=NIL A Akt—Mutaté=NIL) ‘
| Get\l/alue ‘ | SetValue(e) ‘
|
Akt=NIL Akt=NIL
return (Akt—Adat) l HIBA (Akt—>Adat)—e ‘ HIBA

Az beszuré miveletek implementacidja struktogrammal:

l Insert|First(e) | | InsertLast(e) |
( n:g(%) new(p); (p—Adat)«<e; (p—Mutatd)—NIL
p—Adat)e<e _
(p—Mutaté)«L L=NIL
Lep ue—L; ve(L—=Mutatd)
AkteL Lep v=NIL
Akte—L | uev; ve—(v—Mutatd)
(u—=Mutatd)e«p; Akt—p
| InsertAfter(e) ‘ | InsertBefore(e) ‘
Akt#NIL Akt#NIL
new(p) new(p); (p—Adat)—e
(p—Adat)«<e ueL; ve(L—=Mutatd)
(p—)Mu';(até)(—(Aktj—)Mutaté) HIBA vEAkt HIBA
(A t_:\hlj:iato)(_p | uev; ve—(v—Mutatod)
P (u—Mutatd)—p; (p—Mutatd)—Akt; Akt—p




Az torlés mivelet implementacioja struktogrammal:

Akt—(p—Mutaté)

RemoveAkt
Akt=NIL
Akt=L
peL
peLl p—>Mutato#=Akt
L—(L—mut) | p—(p—~Mutatd) HIBA
dg':{:(';)) (p—Mutatd)«(Akt—Mutatd)
delete(Akt)




VI. tétel -Hierarchikus adatszerkezetek és
binaris fak
Definiciok, altalanos és binaris fak reprezentacidi, bejarasai, miveletei
Definicidk
A hierarchikus adatszerkezet olyan (4, R) rendezett par, amelynél van egy kituntetett elem:
r , amit gyokérelemnek nevezink. Erre az alabbi tulajdonsagok teljesulnek:
¢ r nem lehet végpont

¢ minden mas elem egyszer és csak egyszer végpont
¢ minden mas elem elérhetd a gyokérbdl.

Egy elemnek akarhany rakovetkezdje lehet, de minden elemnek csak egyetlen megel6z6
eleme van. (egy-sok kapcsolat)

A fa egy olyan hierarchikus adatszerkezet, mely véges szamu csucspontbdl all, és igazak a
kovetkez6k:

o Két csomodpont k6zott egyiranyu a kapcsolat (egyik kezdépont, masik végpont)

¢ Van a fanak egy kitlintetett csomépontja, amely nem lehet végpont (gyokér)

e Osszes tdbbi csomoépont pontosan egyszer végpont.

A fa rekurziv definicioja:
e Afavagy ures, vagy
e Van egy kitlintetett csomopontja (gyokeér)
e A gyokérhez 0 vagy tobb diszjunkt fa kapcsolédik.

_—O

|3 sint

Az adatszerkezetekben:
e Afa csucsai az adatelemeknek felelnek meg
o Az élek az adatelemek kodzotti kapcsolatot (sorrendet)
e A gyokérelemnek nincs megel6zéje
e Levél az az elem, melynek nincs rakévetkezdje
o Kobzbens6 elem, ami nem gyokér és nem levél.
¢ Minden kbzbens6 elem tekinthet6 egy részbensd fa gydkerének.



Elagazasszamnak nevezzik a kdzvetlen részfak szamat.
A fa szintje a gyokértél valé tavolsagot mutatja (élek szama)
A fa szintjeinek szama a fa magassaga.

Tovabbi definiciok:

Csomopont foka: a csomoéponthoz kapcsolt részfak szama.

Fa foka: a faban talalhato legnagyobb fokszam

Levél: 0 foki csomopont

Elagazas: > 0 foki csomépont

Sziild: kapcsolat kezd6pontja (csak a levelek nem sztildk)

Gyerek: kapcsolat végpontja (csak a gyokér nem gyerek)

Testvér: ugyanazon csomépont leszarmazottai.

Szintszam: gyokeértél mért tavolsag.

Utvonal: egymast kovetd élek sorozata

Ag: az az utvonal, mely levélben végzédik

Uresfa: az a fa, melynek nincs eleme

Fa magassag: leghosszabb gyokérbél indulé ag hossza.

Minimalis magassagu fa: az adott elemszam esetén a lehet6 legkisebb.
Kiegyensulyozott: ha csomépontjai azonos fokuak, és minden szintjén az egyes
részfak magassaga nem ingadozik tobbet egy szintnél.

Rendezett fa: ha az egy szll6hdz tartozé részfak sorrendje Iényeges, akkor rendezett.
Binaris fa: olyan fa, melyben minden csucsnak legfeljebb két gyermeke van.
Tokéletesen kiegyensulyozott: Minden elem bal és jobb részfajaban az elemek
szama legfeljebb eggyel tér el.

Teljes: Minden kdzbensd elemnek pontosan két leagazasa van.

Majdnem teljes: Ha csak a leveleknél van hiany.

Altalanos és binaris fak reprezentacioi

Altalanos fa esetén gy reprezentalhatjuk az adatszerkezetet, hogy minden csomépont
tartalmaz harom mutatot: bal-gyermek, jobb-gyermek, szulé.

Hasznalhaté tovabba multilista, melyben minden csomoéponthoz egy lista tartozik, melynek
elsé eleme az adat, a tdbbi a kapcsolatok listaja. Annyi kapcsolati elem, ahany foku a
csomopont.

Korlatos altalanos fa esetén lehetéség nyilik aritmetikai, illetve lancolt abrazolasra is.

Aritmetikai abrazolas esetén szintfolytonosan taroljuk a binaris fat egy tdmbben. Adott elem
bal és jobb gyermekének az indexe az alabbi 6sszefliggéssel kaphato:

° ind(bal(c)) = 2 x*ind(c)
e ind(jobb(c)) = 2 x ind(c)

:-»



Bejarasai, miveletei

A fak miveletei:

@)

Lekérdez6 miveletek

o Urese logikai értéket ad vissza
» vane_bal/ vane_jobb (binaris keresében)

o GyolOkérelem visszaadja a gybkér adatelemet

o Keres(e) adott e adatelemet keres, egy ilyen elem mutatéjat adja vissza

Maodosité miveletek

o Uures létrehoz egy lires fat

o beszur adott e adatelemet beszur
= beszur_bal / beszur_jobb (binaris keresében)

o ModGydk(e) adott e adatelem lesz a gybkér

o Tordl(e) torli az adatelemet (egy vagy dsszes eléfordulast)
= részfa torlése

o Torolfa Osszes elemet torli a faban

Részfa helyettesités

A fak bejarasa lehet:

O
O
O

Preorder (gyokérkezdd)

gyokérelem kiirasa
bal részfa preorder bejarasa
jobb részfa preorder bejarasa

Indorder (gyokérkdzep()

O
O
O

bal részfa inorder bejarasa
gyokérelem kiirasa
jobb részfa inorder bejarasa

Postorder (gyokérvégzd)

O
O
O

bal részfa postorder bejarasa
jobb részfa postorder bejarasa
gyokérelem kiirasa



VII. tétel -Binaris keres6fak

Definicié, mlveletek (algoritmusok) (beszuras, torlés, rakovetkezd, megel6z6 stb.)
Definiciok

A binaris kereséfa olyan binaris fa, melynek kialakitasa a kulénb6z6 adatelemek kozott
meglévé rendezési relaciot koveti.

6
o’e
ey

A fa felépitése olyan, hogy minden csucsra igaz az, hogy

e acsucs értéke nagyobb, mint tetszbleges csucseé a téle balra lévd leszallé agon és
e acsucs értéke kisebb minden téle jobbra lévé leszalld agon talalhatd csucs értékénél.

A rendezési fa az 6t tartalmazd elemek beviteli sorrendjét is visszatukrozi. Ugyanazon
elemekbdl kildonbozé rendezési fak is felépitheték.

A tulajdonsagokbdl koévetkezik, hogy inorder fabejaras esetén rendezetten kapjuk az
elemeket. A fa bejaras pontosan a(n) ideig tart.

Miveletek (algoritmusok) (beszuras, torlés, rakovetkez6, megel6z6 stb.)

A keresés algoritmust megadhatjuk rekurziv és iterativ megoldasban is, de ez utébbi a legtobb
szamitogépen hatékonyabb.

Faban-keres(x, k) Faban-iterativan-keres(x, k)
if x = NIL or k = kulcs[x] while x # NIL and k =# kulcs[x] do
then return x if k < kulcs[x]
if k < kules[x] then x <« bal[x]
then return Faban-keres(bal[x], k) else x <« jobb[x]
else return Faban-keres(jobb[x], k) return x

Minimum keresés esetén a fa legbaloldalibb, maximum esetén a legjobboldalibb elemét
keressuk.

Faban-minimum (T) Faban-maximum (T)
X « gyokér[T] X <« gyokér[T]
while bal[x] # NIL while jobb[x] # NIL
do x <« bal[x] do x <« jobb[x]
return x return x

Az x csucs rakdvetkezd elemét az alabbi algoritmussal kaphatjuk meg:



Faban-kovetkezd(T, x)
if jobb[x] # NIL
then return Faban-minimum (jobb[x])
y « szuld[x]
while y # NIL és x = jobb[y] do
X <y
y <« szulé[x]
return y

A h magassagu binaris keres6faban a keresés, a minimum, a maximum és a kovetkezd
miveletek o(h) id6 alatt végezhetdk el.

Beszuré mivelet esetén a keresés algoritmushoz hasonléan megkeressik a helyét a faban,
majd, ha megtalaltuk oda beillesztjiik az elemet. Ez minden esetben a fanak egy levele lesz.

Faba-beszar (T,p)
y <NIL; x <« gyokér[T]
while x # NIL
do y « X
if kulcs[p] < kulcs[x]
then x « bal[x]
else x « jobb[x]
szilg[p] <« vy
if y = NIL
then gydkér[T] « p
else if kulcs[p] < kulcs[y]
then bal[y] <p
else jobb[y] «p

Torlés esetén sajnos kilon kell tekintenlink az alabbi harom lehetdséget.

1. p-nek még nincs gyereke: sziléjének megfelelé mutatéjat nullpointerre allitjuk, majd p-
t toroljuk. Ez az egyszer torlés.

2. p-nek egy gyereke van: ebben az esetben egyszerlen atkotjuk a szulé és gyerek
kapcsolat, p gyereke lesz p sziiléjének a gyereke, p-t toroljik.

3. p-nek két gyereke van: megkeressik p jobbrészfajaban a legkisebb elemet (tehat a
legbalrabb lévét, majd megcseréljik a kettét. A csere utan térolhetjik az elemet az elsé
két szabaly alapjan.

if bal[p] = NIL vagy jobb[p] = NIL

then y «p -- 0, vagy 1 gyerek
else y « Faban-kdvetkezd(T, p) - 2 gyerek
if bal[y] # NIL

then x « bally]
else x < jobb[y]
if x # NIL
then szil6[x] « szulé[y]

—-xazy0,vagy 1
gyerekére mutat

-- ha volt gyereke, akkor
befiizi az uj sziil6hoz

if szulé[y] =NIL
then gyokér[T ] «x
else 1if y = bal[sziuld[y]]
then bal[szild[y]] « x
else jobb[szuld[y]] « x
if v =p
then kules[p] <« kules[y]
return y

-- ha a gyokeret toroltiik
akkor be kell allitani az ujat

-- kiilénben a szlilének megfelels
oldalhoz tartozé mutatét kell
az x-re allitani

-- amennyiben a ténylegesen
torlendd csucs nem azonos
azzal, amit kildncolunk at kell
irni az adatot is



VIll.tetel - AVL fak

Definicié, miiveletek (beszuras utani kiegyensulyozas, torlés utani kiegyensulyozas)
megfeleld esetszétvalasztassal

Definicio

Egy binaris kereséfa AVL-fa, ha minden x csucsara teljesil, hogy [m(bal[x]) — m(jobb[+]) <
1|, ahol m(x) jeldli egy x-gydkerl részfa magassagat.

Az AVL fa tulajdonsagai
e binaris kerestfa
e a bal és jobb részfak magassaga legfeljebb 1-gyel kiilénbézik egymastol
e arészfak is AVL fak

k=1 k=2 k=3 k=4
51:1 52:2 53:4‘ S4:7

PPN

Mekkora a k-szintli AVL-fa minimalis csucsszama? Vegyuk észre a rekurziot!

Miveletek (beszuras utani kiegyensulyozas, torlés utani kiegyensulyozas)
megfelel esetszétvalasztassal

A beszuras hasonléan torténik, mint egy binaris kereséfaban, azonban a beszuras utan
sérilhet az AVL tulajdonsag, tehat ki kell javitanunk azt. Ebben az esetben tobb eset is
eldallhat, melyet mind kildnb6z6 mddon, megfelel6 sorrendben végre hajtott jobbra, illetve
balra forgatasokkal hajthatunk végre.

Az egyes csucsokra felirogatjuk, hogy mennyiben tér el a jobb és bal részfa magassaga.
e -1: bal részfa magasabb
o 0: egyforma magasak
e +1: jobb részfa magasabb

A (++,+) szabaly szerint egy balra forgatast hajtunk végre, melynek tiikérképe a (--,-) szabaly,
melyben jobbra forgatast végzink.



A (++,-) szabalynal el6szor lent forgatunk jobbra, majd fent balra. Ennek megfeleléen a (--,+)-
nal alul forgatunk balra, majd feldl jobbra.

(++,4)

(++,-




Torlés esetén hasonléan jarunk el mint binaris keresénél, majd a kiegyensulyozas a fenti
szabalyok szerint torténik, azonban ebben az esetben felléphet (++,0) és (--,0) szabalyok is,
melyek egy-egy balra, illetve jobbra forgatassal megoldhatok.

(++,0)




IX. tétel - Piros-fekete fak

Definicié, miiveletek (besziras utani kiegyensulyozas, torlés utani kiegyensulyozas)
algoritmusai, példan keresztil is

Definicié

A piros-fekete fa olyan binaris keres6fa, melynek minden pontja egy extra informaciot
tartalmaz: a pont szine, mely lehet piros vagy fekete.

A piros fekete faban barmely, a gydkértél levélig vezetd ut hossza nem lehet nagyobb, mint a
legrovidebb ilyen Ut hosszéanak a kétszerese. Ebbdl kovetkezik is, hogy az ilyen fak
megkozelitdleg kiegyensulyozottak.

A szokdasos binaris keres6fa minden csucspontjat, aminek kevesebb mint egy gyereke van
kiegészitjuk egy levéllel. Igy a fa azon pontjai, melyek valddi értékeket tartalmaznak nem
lesznek gyerekek.

Minden csucs piros vagy fekete, de a gyokér és minden levél fekete, és ha egy csucs piros,
akkor mindkét gyereke fekete. (nincs egymast kdvet6 két piros csucs) Minden csucsbol
minden ut egy levélig ugyanannyi fekete tartalmaz.

Keresési id6 a faban o(log, n), ez mutatja a PF fak hatékonysagat.
Miveletek (beszuras utani kiegyensulyozas, torlés utani kiegyensulyozas)
algoritmusai, példan keresztul is

A beszuras nagyon hasonléan torténik, mint az AVL faknal (alapbdl: piros). Ebben az esetben
a forgatasokon kivil, atszinezést is kell alkalmazni a PF tulajdonsagok helyreéllitdsahoz.

1. Ha a nagybacsi szine piros, cseréljuk meg y, a nagyszul6 és a szul6 szinét.

X.parenyparent



2. Ha az x nagybacsija fekete, az x szll6je piros és a szul6 ellenkezé oldali gyereke a
nagyszulének, mint x a szllének, akkor forgassunk x és szul6je korll balra, legyen x
az eddigi x szul6je, majd forgassunk x és gyereke korul balra.

3. Ha az x nagybdacsija fekete, az x és szllje is piros, és a szUlé azonos oldali gyereke
a nagyszulének, mint x a szulének, akkor kicserélem a szineket a szll6 és a nagyszul6
kozott, és forgatunk a szulé és a nagyszulé mentén jobbra.

A forgatasokat nagyon hasonléan végezzik, mint AVL-fakon, azonban figyelnink kell arra,
hogy a fa szélén lévé levelek milyen értékeket tarolnak.

BALRA-FORGAT(T, x)
y «jobb[x]; jobb[x] <« ball[y]
if bal[y] = NIL
then sziilé[bal[y]] « x
szUlé[y] « szulo[x]
if szUl6[x]= NIL
then gyokér[T] « y
else if x=bal[sziild[x]]
then bal[szuld[x]] « vy
else jobb[szulo[x]] « vy
bal[y] « x
szUI16[X] « vy

Torlésnél konnyl dolgunk van, ebben az esetben ugyanis semmi dolgunk nincs, ha a csucs
piros volt, a PF tulajdonsagok megmaradnak.

Tulajdonsag és lefrasa lgaz?
1. Minden csics piros vagy fekete igen
2. A gyokér fekete igen
3. Minden levél (nil[T]) fekete igen
4. Ha egy csucs piros, mindkét gyerek fekete igen
5. Minden ut egy cstcstdl a leszarmazott igen

levelekig ugyanannyi fekete csticsot
tartalmaz



Ha a csucs fekete volt, nehezebb dolgunk van, mert a 2.,4. és 5. tulajdonsag sérilhet.
Torlésnél nem a nagybacsit, hanem a testvért vizsgaljuk.

1. Ha a testvér piros, akkor valtoztassuk feketére, majd a szulGjuk legyen piros, és
hajtsunk végre egy balra forgatast a szilé koéridl. Majd a w-t allitsuk a szilé jobb
gyerekére.

if szin[w]=PIROS

then szin[w]<«FEKETE
szin[szUlo[x]]«PIROS
BALRA-FORGAT (T, sziil6[x])
w<«—jobb[szlul6[x]]

2. Ha a testvér (w) fekete, akkor nézziuk a w gyerekeit: ha mindkettd fekete, akkor a w
szinét pirosra allitjuk, és az x-et atallitjuk x szllére.

if szin[bal[w]]=FEKETE and
szin[jobb[w]]=FEKETE
then szin[w]<«PIROS
X<—szuld[x]

3. Ha a w fekete, és bal fia piros, jobb fia fekete, akkor legyen a bal gyerek szine fekete,
a w piros, és forgassunk jobbra w kordl. Végul legyen a w a jobb sziiléje x-nek.



cszinl c szind

else if szin[jobb[w]]=FEKETE
then szin[bal[w]]<«FEKETE;
szin[w]«-PIROS,
JOBBRA-FORGAT(T,w);
w<—jobb[szuld[x]]

4. Haaw fekete, és jobb fia piros, akkor w szine, legyen a szlil6 szine, majd a szul6 szine
legyen fekete. A w jobb gyereke legyen fekete, majd forgassunk balra a szul§ korul.

Ekkor x lesz a gyokeér.
cszind - X ¢ szind

szin[w]<«-szin[szul6[x]]
szin[szUl6[x] ]« FEKETE;
szin[jobb[w] ]<«-FEKETE
BALRA-FORGAT (T, sziil6[x])
X <« gyoker|[T]



X. tetel - 2-3 fak

Fogalma, miveletek (keresés 2-3 faban, beszuras 2-3 faba, térlés 2-3 fabdl), miiveletek
koltsége; B fak: definicidja, miveletek (keresés B faban, beszuras B faba, torlés B fabdl)

Fogalma

A 2-3 fa egy olyan specialis fa, melyben minden csucsnak, ami nem levél pontosan ketté, vagy
3 gyereke van.

i S b
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Adatszerkezetek szempontjabdl a 2-3 fa egy lefelé iranyitott gyokeres fa, melyre:
o Arekordok a fa leveleiben helyezkednek el a kulcs érték szerint balrdl jobbra ndvekvo
sorrendben. Egy levél egy rekordot tartalmaz.
e Minden belsé csucsbdl 2 vagy 3 él megy lefelé, ennek megfeleléen a belsd csucsok

egy, illetve két kulcsot tartalmaznak.
e A belsd pontokban a fizikai szerkezet ilyen

Egy belsé csucs logikailag lehet:
e 3 gyerekes:
o my,m,, mg mutatdk a csucs részfai, és k; < k, kulcsok.
o m, altal mutatott részfaban minden kulcs kisebb mint k,
o m, altal mutatott részfaban minden k kulcs a k; és k, k6zé esik.
o mg altal mutatott részfaban minden kulcs nagyobb vagy egyenlé mint k,
o 2 gyerekes:
o my,m, mutatdk a csucs részfai, és k; a kulcs.
o m, altal mutatott részfaban minden kulcs kisebb mint k,
o mg altal mutatott részfaban k; a legkisebb kulcs.



Mdiveletek (keresés 2-3 faban, beszuras 2-3 faba, torlés 2-3 fabdl), miveletek kdltsége

A beszuras esetében a PF és az AVL fahoz hasonldéan tobb esetet kulonboztetink meg.
Megkeressuk el6szor a logikus helyet a faban, és odatesszik. Ha a csucs ettél 4-csucs lesz,
akkor a kozéps6 elemet szulévé tesszuk, melynek két gyereke lesz a masik ketté elem. A
kllénbdz6 eseteket az alabbi abra kitlinéen prezentalja.

Insertin a 2-node :

() &)
O DR
Insertin a 3-node (2 node parent) :

O, ()
o D @ e O ®

initial Temp 4 node Move middle to parent and split

Inserti n a 3-node (3 node parent) : @
> e 2D ONNO

EO® @O ® 000 ® 000 ®

initial Temp 4 node Move middle to parent and split Move middle to parent and split

Torlés esetén két esetet kulonboztetliink meg. Az egyik, ha a kulcs szuléjének 3 gyereke van,
a masik, ha 2. Amennyiben 3 gyereke van toréljiik a gyereket EZT NEM TOM HIANY

A miveletek koéltsége minden esetben o(log, n).

B fak: definicioja

A B fa tulajdonképpen a 2-3 fa altalanositasa. Nagy méretli adatbazisok, kulsé taron lévé
adatok feldolgozasara hasznaljak. Nem az dsszehasonlitas idéigényes, hanem az adatok

kiolvasasa. Tegyuk fel, hogy egy adott kulcshoz tartoz6 minden ,kisérd informacié”
ugyanabban a csucsban van, mint a kulcs. Minden kisird informacié a gyerekekben van.

A B-fa definicigja:

1. minden x csucsnyak a kovetkez6 mez4i vannak:

e n[x] - az x csucsban tarolt kulcsok darabszama

e Akulcsokat monoton ndvekvé sorrendben taroljuk (x. kulcs, < -+ < x. kulcsyy)

e x.level, mely igaz, ha x levél, és hamis, ha belsé csucs
2. Ha x egy belsé csucs, akkor tartalmazza az x. cy, ..., x. cy[5]+1 Mutatdkat x gyerekeire.
3. A kulcsértékek meghatarozzak azon kulcsérték tartomanyokat, melybe a részfak
kulcsai esnek.

ki < x.kulcs; < ky < x.kulcs, < -+ < x.kulcsyy) < Kn[x]+1

Minden levélnek azonos a mélysége (a fa magassaga)
A csucsokban talalhaté kulcsok darabszamara adott egy also és fels6 korlat. Ezeket a
korlatokat egy t 2-nél nagyobb egész szammal lehet kifejezni, ez a B-fa minimalis
fokszama.

ok



6. Minden nem gyokér csucsnak, legalabb t —1 a kulcsa, minden belsé csucsnak
legalabb t gyereke van, és ha a fa nem ures, akkor a gyokérnek legalabb egy kulcsa

van.
7. Minden csucsnak 2t — 1 kulcsa van tehat maximum 2t gyerek lehet, és akkor telitett,

ha van 2t — 1 kulcsa.

A bels6 csucsok logikailag igy abrazolhatok:

Miveletek (keresés B faban, beszuras B faba, torlés B fabadl)

A hattértar miveletek modellezéséhez az alabbi definiciokat vezetjuk be:

o Legyen x egy objektumra mutaté pointer.

o Ha az objektum pillanatnyilag a kzponti memadriaban van, akkor a mezéire a szokasos
maodon hivatkozunk (x. kulcs)

e Ha a magneslemezen van, akkor el6szér a LEMEZROL_OLVAS(x) miveletet
hasznaljuk, amely beolvassa az x -et a memoridba.

e Hasonléan a LEMEZROL_IR(x) menti el a megvaltozott mezéji x objektumot a
magneslemezre.

A faban keresés algoritmusa:

B-FABAN-KERES(x, k)
i1
while i<n[x] és k>x.kulcs; do
ic-i+l
if i=n[x] és k=x.kulcs;
then return (x,1i)
if x.levél
then return NIL
else LEMEZROL-OLVAS(x.c;)
return B-FABAN-KERES(X.c;,k)

A PONTOT — ELHELYEZ(x) eljarast hasznaljuk fel:

B-FAT-LETREHOZ(T)
X< PONTOT-ELHELYEZ()
X.levél«IGAZ
n[x]<«®©
LEMEZRE-IR(x)
gyokér[T]«x



Hasonléan a 2-3 fahoz tudunk hasznalni csucs vagas miveletet. Ekkor a csucs kdzéps6 elem
lesz a szuilé melynek gyerekei a téle balra esé, és a t6le jobbra esé elemek lesznek. Megadunk
tovabba egy i intervallumot, hogy mekkora legyen a kdzépsé elem.

B-FA-VAGAS-GYEREK(x, i, y)
Z<PONTOT-ELHELYEZ()
* O(1)idé alatt lefoglalja az 1j csicsnak a lemez egy lapjit
z.levéle y.level
nfz]«t-1
for j«1 to t-1 do
. Atmésoljuk bele az y végét"
z.kulcs ey . kulcss,,
if not y.ievél
then for j«1 to t do

Z. Cj'(—y. Cj+t

n[y]et-1

for j<n[x]+1 downto i+l do a csiicsokra mutatékat arrébb
X. €5 X%.C4 tesszlik x-ben

X.Ci 42 z kozépre

for jen[x] downto i do a kulcsokat arrébb tessziik
X.kules,, =X . kulcs;

x.kulcs,; «Yy.kulcs, az y kozépsd kulcsa a helyére

n[x]en[x]+1 x elemszdma nétr

LEMEZRE-IR(y)
LEMEZRE-IR(z)
LEMEZRE-IR(x)

A faba beszuras miveletét két részletben valdsitjuk meg:

B-FABA-BESZUR(T, k)
r<gyokér[T]
if n[r]=2t-1
+ hatelitett a gyokércsics, vig

then s«PONTOT-ELHELYEZ()

gyokér[T] « s

s.levél« HAMIS

nis] « @

s.cl «r

B-FA-VAGAS-GYEREK(s,1,r)

NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(s,k)
else MEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(r,k)



NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(x, k) hatulrdl kezdjik
ien[x]
if x.level
then
while i=1 és k<x.kulcs; do
x.kulcs,,,«x.kulcs;

iei-1 '
x.kulcs;,«k ﬂtakhebi
nix]<n[x]+1 X merete no
LEMEZRE-TR(x)
else ha nem levél,
while i1 és k<x.kulcs; do megkeressilk a helyét
iei-1
1ei+l
LEMEZROL -OLVAS(x.c;)
if nlx.ci]=2t-1 Telitett?

then B-FA-VAGAS-GYEREK(x,i,x.c;)
if k>x.kulcs;

then i<«i+l
NEM—TELITETT—B—FABA—BESZUR(X.ci,k}

Torlés esetén a kulcsot nem csak a levélbdl, hanem tetszéleges csucsbdl lehet térdlni. Ugyelni
kell arra, hogy a csucs ne valjon tul kicsivé. A kilénb6z6é lehetéségek:
1. Ak kulcs az x csucsban van, x egy levél, akkor k kulcsot torlom x-bél.




2. Ak kulcs az x csucsban van, x a fa egy bels6 csucsa
a. Ha x-ben a k-t megel6zd gyereknek (y) legalabb t kulcsa van, akkor
megkeressik az y részfaban a k-t kdzvetlenll megel6zé k' kulcsot. Rekurzivan

toroljuk és helyettesitsik k-t k'-vel a az x-ben.

« 2.a:Mtorlése

b. Szimmetrikusan, ha a z gyerek kovetkezik az x-beli k utan, és z-nek legalabb t
kulcsa van, akkor keressiik meg a z gydkércsucsu részfaban a k-t kézvetlenul
koveto k' cslcsot. Rekurzivan toroljik és helyettesitsik k-t k'-vel a az x-ben.

c. Hamind y-nak és z-nek csak t — 1 kulcsa van, akkor egyesitsuk k-t és z kulcsait
y-ba ugy, hogy x-bél toréljuk a k-t és a z-re mutatd pointert. Ekkor az y-nak
2t — 1 kulcsa lesz. Ezuran szabaditsuk fel z-t és rekurzivan toroljuk k-t az y-
bol.

« 2. Gtorlése

d AR~

3. Ha a k kulcs nincs benne az x belsd csucsban, akkor hatarozzuk meg annak a
részfanak az x. c; gydkércsucsat, amelyikben benne lehet a k, ha egyaltalan szerepel.
Ha x.c;-nek csak t — 1 csucsa van, akkor a 3a, vagy 3b szerint jarunk el. Ezutan
rekurzivan megyunk tovabb.

a. Ha x.c; -nek t —1 csucsa van, de van egy kozvetlen testvére, amelynek
legalabb t csucsa van, akkor vigylnk le x.c;-be egy kulcsot x-bdl, és az x.c;
koézvetlen bal vagy jobb testvérétdl vigylink fel egy kulcsot x-be, és vigylk at a

megfeleld gyerek mutatéjat a testvérétél x. c;-be.



b. Ha x.c;-nek és mindkét kozvetlen testvérének t—1 kulcsa van, akkor
egyesitsik x. ¢;-t az egyik testvérével, majd vigylnk le egy kulcsot az x-bdl ebbe
az egyesitett csucsba, kézépre.

* 3.a: B torlése




Xl. tétel - Hasito tablak

Fogalma, kozvetlen hozzaférésli tablak, hash fliggvények (egyszerii egyenletestdl
univerzalisig), kulcsutkdzések feloldasa, lancolt hashelés, tulcsordulasi terulet, nyilt cimzés

Fogalma kozvetlen hozzaférési tablak, hash fuggvények (egyszerl egyenletestdl
univerzalisig)

A hash tabla egy olyan adatszerkezet, amely egy hash fuggvény segitségével allapitja meg,
hogy melyik kulcshoz milyen érték tartozik. A hash figgvény segitségével a kulcsot leképezzuk
az adatokat tarolo tdmb egy adott indexére, ahol a keresett érték fellelhetd.

o Adott K kulcsok halmaza. A K elemeivel azonositott rekordok szama, azonban
varhatdan kisebb, mint a K szamossaga.

e Ekkor K-t egy alkalmas h flggvénnyel leképezzik az abrazolas alapjat képzdé
tartomanyra. Ezt hash figgvénynek nevezzik. A figgvény egyenletes, ha minden elem
egyforma valoszinlséggel képzédik barmelyik értékre.

e Mivel h nem injektiv ezért szikségszerlen fellép kulcsutkdzeés, tehat van két olyan
kllénbdz6 kulcs, amire ugyanaz lesz a hash értéke.

o A feladat ennek a megoldasa.

hash
keys function buckets
00
, 01 | 521-8976
John Smith
02 | 521-1234
03
Lisa Smith
13
Sandra Dee
 T—— 14| 521-9655
15

Azonban a kulcsok viselkedését vizsgalva néhany megszoritast kell tennink:
o Kulcsok egészek kell legyenek
o Kulcsok egyediek kell legyenek
e Kulcsok kis intervallumbél kerllhetnek ki
e Kulcsok siiriin legyenek az intervallumban

Kulcsutkdzések feloldasa, lancolt hashelés, tulcsordulasi terilet, nyilt cimzés

A kulcsitkdzések kézenfekvé megoldasa a lancolt T
hashelés. Ekkor minden tablaelemhez egy lancolt listat g
rendellnk. 1
Ebben az esetben a keresés és a beszuras értelemszeriien :
torténik, ugy ahogy a lancolt listak esetén. 4

A tablank hatékonysaganak mérése érdekében bevezetjik
a betoltési tényezbt, mely
n _ elemek a tablaban

%=~ hely a tablaban




A lancolt hasitas mivelet igénye legrosszabb esetben a(n) lesz, hiszen ekkor minden egy
listdba kerll meg és abbdl linearisan ki keresem az adott elemet.

A masik megoldas a tulcsordulasi teriilet bevezetése. Ekkor a listat a tabla egy specialis
tertletén hozzuk létre, amely az un. tulcsordulasi terllet. Ekkor ha két ugyanolyan hashi elem
kerll a tablaba, akkor megkeressik az elsé szabad helyet a tulcsordulasi terileten, és
beallitjuk az el6z6 elem pointerét, hogy erre mutasson (elég index is).

T

h(k)

Elsédleges teriilet

h(D

Tulcsordulasi teriilet

A nyilt cimzésii hash tablakban a lancolassal ellentétben egy indexen kizarélag egy értéket
tarolunk. Beszuraskor a megadott mdédszerrel kapott hashtél elindulva megkeressik az els6
szabad indexet, ahova az elem bekerul. Kereséskor ugyanigy jarjuk be az egyes indexeket,
ekkor O(n) 1épésben megallapithatjuk, hogy egy adott kulcs szerepel e a tablaban.

Kereséskor végig jarjuk a tablazatot, amig meg nem talaljuk az elemet, vagy egyértelmien
meg nem tudjuk, hogy nincsen benne a tablaban. Elem beszurasanal kiprobaljuk az dsszes
helyet, amig Ureset nem talalunk (valamilyen stratégia szerint).

Torlésnél ilyenkor nem elég csak NIL-t irni, ekkor nem talalna meg keresésnél az utana jovo
elemeket a keres6. Ezért bevezetiink egy Uj szimbdlumot a TOROLT-et.

Hasité_tordl(T, k) Hasité beszur(T,k)
1«0 ) . i<0
repgag[qj—i(k,l) repeat j<«h(k,1i)

1 Ji= . X . ’ . .

then T[j]< TOROLT if T[j]=N¥L vagy T[j]=TOROLT
return then T[j]<k

iei+l return

until T[j]=NIL vagy i=m else i«i+l
until i=m

error ,hasité tablazat tulcsordulas”
Az univerzalis hashelés azt jelenti, hogy a hash-fuggvényt véletlenll, az aktualisan tarolando
kulcstoktdl figgetlendl valasztjuk meg, ez jobb atlagos teljesitményhez vezet (mert gonoszan

pakolnak elemeket). ekkor a hash fliggvényt egy gondosan megtervezett figgvényosztalybdl
futas kézben valasztjuk ki.



Legyen H: K — [0,m) hasito fuggvények egy véges halmaza. A H-t univerzalisnak hivjuk, ha
|H|
—

Vx # y € K-ra azon hash fuggvényeknek a szama, melyekre h(x) = h(y) pontosan



XIl. tétel - Kupacok és prioritasos sor

Definicio, reprezentacié, miiveletek (algoritmusok!) (beszuras, torlés, ...); Prioritasos sor:
ADT axiomatikus specifikacio, ADS, reprezentacio

Definicio

A majdnem teljes binaris fa heap tulajdonsagu, ha Ures, vagy a gydkérben lévé kulcs
nagyobb, mint mindkét gyerekében, és mindkét részfaja is heap tulajdonsagu.

Egy binaris fa teljes, ha magassaga h és 2" — 1 csomodpontja van. Egy h magassgu binaris fa
majdnem teljes, ha ures, vagy
e A magassaga h és bal részfaja h — 1 magas és majdnem teljes, a jobb részfaja pedig
h — 2 magas és teljes, vagy
o A magassaga h és bal részfaja h — 1 magas és teljes, a jobb részfaja pedig szintén
h — 1 magas és majdnem teljes.

A majdnem teljes fakat ,balrdl toltjik fel”.

A kupacokat hasznaljuk prioritdsos sorok megvalositasara, mivel a gyokérben lévé elem
mindig maximalis lesz. A torlések utan csak helyre allitjuk a heap tulajdonsagot. Ehhez a torolt
gyokeret megcseréljuk a kupac utolsé elemével, majd levélként tordljuk. Ezutan addig nyomjuk
lefelé a gyokérbdl, amig a helyére nem talal.

A kupacokat reprezentalhatjuk csomépontokkal és mutatokkal, ahogy eddig az 6sszes fat, de
inkabb a toémbos reprezentaciot preferaljuk. Ekkor kihasznaljuk a majdnem teljes
tulajdonsagat:

e ak csomoépont gyerekei a 2k, 2k + 1-nél vannak

e a k szulbje a k/2-nél van

e hak > n, akkor nincs ilyen csomopont

-
-
—_—

Miveletek (algoritmusok!) (beszuras, torlés, ...)

A kupachoz ugy adunk elemet, hogy el6szor betesszuk
a kovetkezd Ures helyre a jobb szélen, majd addig
visszuk folfelé, amig nagyobb nem lesz, mint a szulei.

Aktmeret=Maxmeret

Aktmeret « Aktmeret + 1
T[Aktmeret] < ujelem
Szulo « Aktmeret / 2
Gyerek « Aktmeret

(Szulo = 1)A(T[Szulo] < T[Gyerek])
Csere(T[Szulo], T|Gyerek])

Gyerek « Szulo
Szulo « Szulo/2

Tele!




A legnagyobb elem tdrlését egyszerien implementalhatjuk:

Aktmeret= 0

Maxeleme T[1]
T[1] « T[Aktmeret]
Aktmeret « Aktmeret — 1 Ures!
Sullyeszt

return Maxelem

Az ehhez hasznalatos sullyeszt6 fuggveénynél feltételezzik, hogy a kupacban két jo rész fa
van, de T[1]-t megfelel6en le kell stllyeszteni:

ai < 1//Aktualis index
((ai * 2 + 1) < Aktmeret) A (T[ai] < Max(T[ai * 2], T[ai * 2 + 1]))
Tlai 2+ 1] < T[ai = 2]

Csere(T[ai], T[ai = 2]) Csere(T[ai], T[ai =2 + 1])
ai & ai * 2 ai < ai 2 +1
(ai *2 = Aktmeret) A (T[ai] < T[ai = 2])
Csere(T[ai], T[ai * 2]) | SKIP

Prioritasos sor: ADT axiomatikus specifikacio, ADS, reprezentacio

A prioritasos sor egy olyan sor, amelyben meghatarozott sorrend szerint helyezkednek el az
elemek (rendezett). Az alabbi fliggvények implementalasa szikséges.

* Empty (az Ures prioritasos sor konstruktor — 1étrehozas)
* Empty  (ures kupac)

* isempty (lres a prioritdsos sor?)
* IsEmpty (iires a kupac?)

* insert (elem betétele a prioritasos sorba)
* Insert (elem betétele a kupacha)

* delmax (maximalis elem kivétele a prioritasos sorbdl)
* DelMax (maximélis elem kivétele a kupacbdl)

* max (maximalis elem lekérdezése a prioritdsos sorbdl)
* Max (maximalis elem lekérdezése a kupacbdl)

Lathato, hogy a kupacokat konnyen hasznalhatjuk rendezésre. Beleszurjuk az 0sszes elemet
a kupacba, majd addig pakolunk ki bel6le, mig ki nem Urdl, és a ki vett elemeket egy listaba
tesszuk.

Az igy kapott rendezd elég hatékony, 6sszesen o (nlog(n)) sebességu.

Az ADT axiomatikus leirasa a prioritasos sor adatszerkezetének (E alaptipus feletti P
els6bbségi sor)

Miiveletek e empty Ures priorsor létrehozésa
e isempty Ures a priorsor?
e insert Elem betétele a priorsorba
e delmax Maximalis elem kivétele a priorsorbdl
e  max Maximlis elem lekérdezese

Megszoritasok Daeimaxmax = P\ ® {res priorsoron nincs értelmezve



Axiomak isempty(empty)
isempty(p) - p = empty
—isempty(insert(p, n))
insert(delmax(p)) = p

llletve az ADS leirasa:
o Rndezetlen témb, beérkezési idd szerint
o miveletigény egy maxker, vagyis a(n)
o Rendezett tdombbel
o insert mlveletigénye (keresés: a(log, n) jobbra I1épés: a(n), dsszesen a(n).
¢ Kupaccal
o fentiek szerint.



Xlll.tétel - A rendezés feladata

Definicidja; rendezék osztalyozasa; Négyzetes rendezés algoritmusa és idéigénye (buborék
rendezés, beszurd rendezés, maximum kivalasztasos rendezes)

Definicidja, rendez6k osztalyzasa

A rendezés soran bemenetként egy n szamot tartalmazé (a4, ..., a,,) sorozatot kapunk, és
kimenetkén egy olyan sorozatot adunk vissza, mely ezen elemek permutacidja és a; < -+ <

a,’.

Adott U halmazon egy < kétvaltozds relacio. Ha a < b € U akkor azt mondjuk, hogy a kisebb,
mint b. Ez a relacié egy rendezés, ha

o irreflexiv: -ma < a

o tranzitivia<b Ab<c—-a<c

o tellessa#beseténa<bvagyb<a

Egy ilyen (U; <) part rendezett halmaznak nevezunk. (Pl. egész szamokon a <)

Altalanosan egy ,elem” tobb rekordbdl all. Legyen K egy teljesen rendezett halmaz, a kulcosk
halmaza, és T; a tetszéleges tipusok halmaza.

E egy eleme: \

kales | £, | ... |t

rekordmezdék
Ezt a kulcs szerint rendezzik: S;. kulcs < S;,q1.kulcs Vi

Tekintsunk egy altalanos példat! Ekkor barmelyik mezét tekinthetjuk kulcsnak, mindegyiken
tudjuk értelmezni a rendezést. Példaul, ha az év a kulcs:

Abigél Janka Zsuzsi David Dorka Abigél Janka David Zsuzsi Dorka

167 164 158 160 162 167 164 160 158 162
1996 1998 2001 2000 2002 1996 1998 2000 2001 2002

A rendezdket osztalyozhatjuk szamos aspektus szerint. A legfontosabbak:

e Skalarrendez6: m =0
Rekordrendezd: m > 1

o Bels6 rendezbk: kdzponti memdria + indexelés
Kulsé rendezék: hattértarolon

e Osszehasonlitasos rendezék: kulcsok értékét hasonlitjuk
Edényrendez6k: kulcsok értéke szerint szétrakjuk

e Helyben rendezék: segéd memoria konstans
Nem helyben rendezdk

e Stabil rendezdk: azonos kulcsu rekordok sorrendje nemvaltozik)
Nem stabil rendezdk



(Hasznalt médszer szerint)

Linearis adatszerkezet
Fa

(Médszer szerint)

Max kivalasztd

Csere rendez6k

Egy elemet helyre vivék

Osszefuttatasos rendezdk

Hatékonysaguk vizsgalatakor leginkabb a Iépésszam szamit.

Négyzetes rendezés algoritmusa és iddigénye (buborék rendezés, beszurd
rendezés, maximum kivalasztasos rendezés)

A buborék rendezés esetén az egymas mellet 1évé elemeket hasonlitom 6sszes sorban,
majd, ha a baloldali a nagyobb, megcserélem &ket. igy egy ciklus végén a legnagyobb elem
a helyére keril. Az algoritmus a nevét a buborékokrél kapta, ami az elemekhez hasonléan
Jfelszall” a pohar tetejére. Mivel egyaltalan nem hatékony szinte sehol se hasznaljak.

11
12

14
15
lé
17

21

Bubble sort example

niitial | 5] 3 | 8 | 4 [ 6 |
¥ %

stepl [ 5] 3| 8| a | 6|

¥4
step2 | 3| 5| 8| a6 |
¥ ¥

step3 [ 3] 5 | 8] 4] 6 |

¥ %

steps | 3| 5 [ a8 [ 6 |

steps | 3| 5 | a| & | 8|

Initial Unsorted array

Compare 1 and 2™

(Swap)

Compare 2™ and 37
(Do not Swap)
Compare 3™ and 4™

[Swap)
Compare 4" and 5™

(Swap)

Repeat Step 1-5 until
no more swaps required

CIKLUS i = n TOL 2 IG {

CIKLUS j =

1 6L i-1 IG {

HA TOMB[j] > TOMB[j+1] AKKOR {
CSERELD FEL OKET: TOMB[j], TOMB[j+1]

}

/// ======——=—= BUBUREEKRENDEZES ——==——=—===—=
Hvoid bubbleSort (int* A, int n) {
= for (int j=n - 1; 3 >= 1; ——3) {
=] for (int 1 = 0; 1 <=3 - 1; ++1i) {

if (A[i] <= A[i + 11) {

//skip
} else {

swap (A[1],
}

AL + 11);

//Végigiarija eldrdl hatra a
//Ha az aktuilis elem
// akkor nem térténik
//Ha az aktuilis elem
// akkor megcserélijik a

semmi

kisebb, mint

nagyobb, mint
két elemet



A maximum kivalasztasos rendezésnél hatulrél indulunk és mindig megkeressuk a hatralévé
tombben 1év6 legnagyobb elemet, majd beillesztjik a helyére egy cserével.

I ¥
26 54 93 17 77 k) 44 55 20 93 is largest
| ¥
26 54 20 17 77 3 44 55 93 77 15 largest
| I
26 54 20 17 55 3 44 77 93 55 is largest
[ LJ
26 54 20 17 44 3 55 77 93 54 is largest
¥
26 3 20 17 44 54 55 77 a3 44 is largest
stays in place
(¥
26 31 20 17 44 54 55 77 a3 31is largest
26 17 20 Ell 44 54 55 77 93 26 is largest
20 17 26 Ell 44 54 55 77 93 20 is largest
17 20 26 a1 44 54 55 77 93 17 ok
list is sorted
26 /// ========== MAXIMUM KIVALASZTASOS RENDEZES =====—====—
27 // A rendezd Segédfuggvénye: megkeresi a maximidlis értékii elemet a megadott tartomanyban (j-ig)
28 Hint MaxSel({const int* A, int j) {
EI int ind = 0; //B maximidlis értékil elem indexe
31 i for (int i = 0; 1 < j; ++1i) {
32 o if (A[1 + 11 > A[indl) {
33 ind =1 + 1;
34 }
35 1
36 return ind; //Visszatér a maximdlis értékil elem indexével
37
38 )
_él-i- iv-jid maxSort (int* A, int n) {
41
42 O for (int j =n - 1; j >= 1; --3) { //végigjarja hatulrél elérefelé a tombot
43
a4 int ind = MaxSel(a, J); //Megkeresi a maximumot az elejétdl j-ig
45 swap (A[indl, AL[j1); //A megtaldlt maximidlis elemet kicseréljik az aktudlis hatsd elemmel
46 1

A beszuré rendezés az, amit példaul kartyaknal csinalunk mikor hizunk egy Uj lapot és
berakjuk a kezlinkbe. Megkeressik a szamara a megfelel6 helyet és oda beillesztjuk. Ehhez
a tomb elejétdl indulunk majd mindig visszafele. Megkeressik az adott elem utan j6v6 elsé
elemet, aminél 6 nagyobb, majd azt betesszik mogeé.



Assume 54 is a sorted
list of 1 item

inserted 26

inserted 93

inserted 17

inserted 77

inserted 31

inserted 44

inserted 55

GADBDD DD
BDABODIDD

inserted 20

/// ========== BESZURO RENDEZES ==========
volid insertionSort(int* A, int n) {

for (int j =0; j <= n - 2; ++j) { //Rz 0. index{i elem mar rendezett,

int w = A[j + 11; //az 1. indexii (j+1) elemtdl indulunk, amit eltarolur
int 1 = j;

while (i >= 0 && A[i] > w) //Megkeressik a 'w' helyét a rendezett szakaszban

{

! Ali + 11 = A[il; //Jobbra toljuk a 'w'-nél nagyobb elemeket
i=1-1;

}

Al + 1] = w; //Besziirjuk a helyére az elmentett értéket




XIV.tétel - Quicksort

Algoritmusa, miveletigénye, pivot valasztasi stratégia jelentésége
Algoritmusa

A gyorsrendezés egy rendkivldl hatékony rendezési algoritmus. Alapja, hogy a rendezend
elemek sorozatat két részre osztom, majd kildn-kilén gyorsrendezem Oket. Az algoritmus
soran valasztunk egy pivotot (strazsa), majd olyan poziciéra hozzuk, hogy a téle jobbra 1évd
elemek nala nagyobbak, a tble balra 1év6k kisebbek legyenek. Maga a keresés
implementacidja rendkivul egyszer(.

quicksort( void *a, int also, int felso )
{

int pivot;

/* Termindlasi feltétel! */

if ( felso > also )

Oszd meg! pivot = feloszt( a, also, felso );

Uralkod! quicksort( a, also, pivot-1 );

Uralkod! quicksort( a, pivot+l, Telso ),

}

Ezt kbvetben a feloszto fliggvényt kell implementalni. Ennek I1ényege az lesz, hogy a tomb két
szélérél meginditunk egy indexelést ez lesz a jobb és a bal. A két indexet elinditjuk egymassal
szemben. A bal jelzét addig visszik jobbra, mig nem lesz igaz, hogy az altala hivatkozott elem
nagyobb vagy egyenld, mint a pivot, mig a jobb jelz6t addig visszik balra, mig az altala
mutatott elem kisebb vagy egyenlé a pivottal.

il

23 | 12 | 15 el 42 | 18 | 36 | 29 | 27

i e

Amikor a két index nem talalkozik, akkor meg kell cserélni a két elemet, mivel a strazsa rossz
oldalain allnak. Ezutan folytatjuk a balra jobbra lépkedést, majd mikor szembe talalkoznak
leallitjuk, majd ebben a Iépésben megcseréljik a pivotot az aktualis ,jobb” elemmel.

amn

18 | 12 | 15 | 23 | 42 | 38| 36 | 29 | 27

= .

Ezutan a feloszt6 eljaras visszatér a jobb indexével, és meghivjuk a quicksortot a strazsatél
jobbra, illetve a balra 1év6 elemekre is.




//B gyorsrendezd felosztd flggveénye
—]int Divide (int* A, int down, int uap}) {

int pivot = A[down]:

//fpivot valasztéas

int left = down;
int right = up’r

while (left < right) {

}

while (&[left] <= pivot && left < up) {

}

while (R[right] >= pivot && right > down) { //Rddig lépegetek hatra a jokboldalon,
ffamig a pivotnal nagyobb elemeket talalok

}

left = left + 1;

right = right - 1;

if (left < right) {

}

swapint (A[left], Alrightl]):

A[down] = Afright]:
A[right] = pivot;
retorn right;

leftmark ——»

26<54 move to right
93>54 stop

leftmark rightmark

now rightmark
20<54 stop

leftmark rightmark

93 | exchange 20 and 93

leftmark rightmark

now continue moving leftmark and rightmark

77>54 stop
44<54 stop
exchange 77 and 44

leftmark  rightmark

77>54 stop
31<54 stop
rightmark<leftmark
split point found
exchange 54 and 31

rightmark leftmark
-

o TR
until they cross

J/hddig lépegetek eldre a baloldalon,
//amig a pivotnal kisebb elemeket talalok

leftmark and rightmark
will converge on split point



Mdivelet igénye, pivot valasztasi stratégia jelentésége

A felosztas minden elemet egyszer vizsgal, tehat a(n) komplexitasu, az ,uralkodas” pedig
o(log, n) id6 alatt torténik, tehat 6sszesen a(n logn) idével szamolhatunk. A baj az, hogy ha
az elemek rendezettek, akkor minden particionalas soran létrejon egy 0 és egy n-1 méreti
feladat.

.........................................................

..................................................

Ekkor n iddigénye o(n), tehat az egészé o(n)*n = o(n?), magyarul nem gyorsabb a
négyzetes rendezéknél, példaul a buborék algoritmusnal.

Erre megoldas lehet, hogy okosabban valasztunk strazsat, mert ha a particiok egyformak,
akkor o(n * logn) a rendezés ideje. Ha a k6zépsét valasztjuk pivotnak, ez rendezett elemeken
j6 valasztas lehet.

-
[\]
w
S
";J.:.
jamsssgd,
o))
~
o]
O

Masik remek megoldas, ha harom strazsat valasztunk majd azok koézul az érték szerinti
k6zéps6t valasztjuk. Példaul vehetjik a két szélsé és a kozépsd indexet.

11213]|4]5]6]|7|8]°9

Mivel a rendezett és majdnem rendezett adatok igen gyakoriak, ezért ez egy gyakran hasznalt
stratégia.

Lehet a pivotot véletlenszerlien is valasztani, azonban azt mindig figyelembe kell vennunk,
hogy a pivot kivalasztasa (1) id6 kell legyen.

Sajnos a logaritmusos sebesség sohasem garantalhatd, azonban a pivot valasztasi stratégia
javithat ezen. A legtobb esetben a quicksort Iényegesen gyorsabb, mint a négyzetes tarsai,
azonban azok is hatékonyak lehetnek, ha az egyszeriibb kod a cél, és kevés adatunk van.
(rendszer flgg6).

egy j index-szel indulunk alulrol. Az i 0-t6l a j 1-t6l. Egészen addig megyunk a j-vel,mig nem
talalunk a strazsanal egy kisebb elemet, ekkor noveljik az i-t, és megcseréljuk az i-t és a j-t
mutato elemet, majd folytatjuk a j novelését. Ha elérkezett a j a sor végére, akkor a pivotot
megcserélem i+1-gyel.



XV. tétel - Kupac

Kupac definicio, reprezentacio, miveletek algoritmusai (beszuras, térlés, ...), és a rendezési
algoritmus a kupaccal, miveletigénye

Mar volt

A XII. tételben szerepel.



XVI.tétel - Osszefuttatasos rendezés

Algoritmusa, miveletigénye; az 6sszehasonlitadsos rendezés minimalis 6sszehasonlitas
szama a legrosszabb esetben (bizonyitas dontési faval); Batcher-féle paros-paratlan
Osszefésiléses rendezés - algoritmus szévegesen, helyességének belatasa

Algoritmusa

A feladatunk két rendezett sorozat Osszefuttatasa. Legyen ez A[1...k] és B[1..m], ekkor
tekinthetjik példanak, hogy

A

35| 9|21|23]42 A[1..k]

4 |11]16]29] < B[1..m]

<« C[1..k +m]

Ezt ugy csinalom, hogy egyesével elindulok mindkét tombon elemenként, mondjuk A-n i-vel,
B-n j-vel. Osszehasonlitom A[i]-t B[j]-vel, majd amelyik kisebb azt beteszem C-be, és azon a
tdombon névelem az indexet:

519 |21]23]42|< A[1..k]

4 |11[16|29 | < B[1..m]

3 <« C[1..k +m]
7 fff Oaszefesul ket rendezett sorozatot.

void mergelArrays (const int vecl[], =ize t nl, const int vecZ[], size_t nZ,

9 int resulc[]) {
10 E unsigned int itl = 0, it2 = 0, it3 =
11 — while (itl < nl && itZ2 < nl) {

12 if (wecl[itl] < wvecZ[itZ])

13 resulc[1it3++] = vecl[itcl++] !
14 else if (wvecl[itl] > wecZ[itZ])

1= resultc [1t3++] vecl[itZ++] !
16 = else {

1 result[it3++]
18 result[it3++]
19 " }

20 E }

vecl[itl++] ;s
vecZ[itZ4++] ;s

S5 Ittt meg valamelyik tombben lehetnek tagok.
22 while (itl < nl)

23 resultc [it3++] = vecl[icl++]:;

24 while (itZ < nZI)

25 result [it3++] = veclZ[itl++]:




A MergeSort lényege, hogy egy adott sorozatot rendezink az &sszeféslilés eljarasa
segitségével rekurzivan. Szétvagjuk fele felére, mindaddig amig 1 elemi részhalmazokat nem
kapunk. Ezeket a kis sorozatokat pedig parosaval 6sszefésuljik.

Length(S) > 1

Szétvag(s,S1,S2)

MergeSort(S5;)
MergeSort(S;)

Osszefuttat(Sy, S», )

SKIP

8123|1114 (59| 7|1] 6|10

2 8311|457 ]9]1]6]10

[2]3Tefuf4[s5[7[of1]6]10]

23] 4]5]|7]8]911]1]6]10

1 (2|3 |14|5]|6|7]8]9]/(10]11

Tomboknél masik hasznos stratégia, hogy végig megylnk rajta, egy egyre ndvekvd
1,2,2%, ..., 2108271 |épéskdzzel, és az ilyen hosszli szomszédos tdmbrészleteket fésiiljiik
Ossze, egy segédtdmbdt hasznalva.

Az 6sszehasonlitasos rendezés minimalis 0sszehasonlitas szama a legrosszabb
esetben (bizonyitas dontési faval)

Az dsszehasonlitasok szamat akarjuk megbecsllni a legrosszabb esetben. Azt tudjuk, hogy
o Az Osszefuttatdés a k és m hosszl sorozatok Osszefésllésekor k+m —1
0sszehasonlitast végez.

Moésszefuttat(k: m)=k+m-—1
o ha a két sorozat egyittes hossza n

Mobsszefuttat m)=n-1
o A MergeSort eljarasnal a kozel egyenlé széfvagast alapul véve: milyen hosszu
részekre vagja az eljaras a (rész)sorozatokat a rekurziv hivasok szintjein.



n=11-re
()-ben:dh-kszama MO=10+(G+4)+2+2+2+1D)+(1+1+1)=29

Az egyenld szétvagasok binaris szama majdnem teljes. A fa magassaga h = [log, n] =
[log, 11] = 4. A fa leveleihez nem tartozik Osszehasonlitds, igy éppen h szinten kell
O0sszegezni az 6sszehasonlitdsok szamat. Ezek dsszege szintenként csokken és mindenitt <
n — 1. igy:

MOums(n) = (n — 1) * [logz n] = o(n *log, n)

Muveletigénynél hasonldan jarhatunk el. Azt akarjuk kitalalni, hogy az elemek melyik sorrendje
az igazi sorrend. Kezdetben tehat n! lehetéséglink, van azonban ez midnen ésszehasonlitas
utan két részre oszthatd, mert ha példaul x < y, akkor azok a sorrendek mar nem johetnek
szbba, ahol az x hatrébb van, mint y. Ha a valasz mindig olyan, hogy minél tébb sorrend

maradjon meg, akkor k kérdés utdn még széba jové sorrendek szama %

Az oOsszehasonlitasok tekintheték dontési faknak, amik a rendezés soran tortént
Osszehasonlitasokat abrazoljak. A csucsokat egy a;: a; parral jelolhetjlk, ahol i,j € [1,n]. A
levelek egy-egy permutacionak feleltetheték meg.

Tétel: Barmely n elemet rendez6 dontési fa magassaga o(n * log, n).
Bizonyitas: Vegylk az n elemet rendezd dontési fat, jeldljik ennek magassagat h-val. A
fanak n! levele van - ezek a permutaciok.
A h mélységli binaris fa leveleinek szama < 2", ezért
n! < 2k
A logaritmikus monotonitas alapjan
log,n!<h
A Stirling-formula

nn
n! = V2mn * on
Ezzel alulrdl becslilhetjik n!-t, ugy hogy
n! > e—n

Ezt behelyettesitve az eredeti kifejezésbe meg is kapjuk a kivant eredményt.
n

n
h > log, (E) =n=+log,n —n=xlog,e = Q(n+*log,n)
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< /@ ~ @ < J =>
Batcher-féle paros-paratlan 0Osszeféslléses rendezés - algoritmus szdvegesen,
helyességének belatasa

A MergeSort olyan valtozata, amelyben a Iépések jelentés része parhuzamosan végezhet6 el.
El6szdr az A paratlan és a B paros indexi elemeit féslli 6ssze U-ba, majd az A paros és B
paratlan indexi elemeit fésuli 6ssze V-be.

- U=u1<u2<u3<u41_<“'
B=b2<b4<b6<'"

A=a2<a4<a6<"'
- V=v, <1, <3<, <
B=b1<b3<b5<'"

A=a, <az<ag<

Ekkor az U és V sorozatokat mar nem kell dsszeféstilni, elég, ha csak az egymas alatti parokat
tesszik sorrendbe: {u;, v;}, {u,, v,}, {us, v3} .... EbbéI kialakul a helyes sorrend.

u(1|3 |5 |10|11|14 | 15|17
Vvi2 |4 |6 |7 12|13 |16 20

!

1123 |4|5|6|7|10]11]12|13|14]|15]16]| 17|20

A 2-2 rdvidebb sorozat 6sszefésulését ugyanezzel az eljarassal végezzik. Ez rekurziv
hivassal valosul meg. Ehhez meg kell adni a legkisebb k és m értéket, amelyre az eljaras mar
nem hivja meg onmagat.
e Egy 2 hosszu tombot még szétvagunk 1 hosszu részre, és meghivjuk az 6sszefésulét,
ekkork=1m=1
o Egy 1 hosszu tdmbét mar nem fésiljik 6ssze, itt felismerjik, hogy mar rendezett, ekkor
k=1m=0.



Az eljaras helyességét, azonban ez még bizonyitasra szorul. Be kell latnunk hogy az eljaras a
helyes sorozatot eredményt adja meg.

Esetszétvalasztassal gondolkodunk, legyen

¢, = min{uy, v}, ¢, = max{uy, v}

Altalaban felirhatjuk, hogy

Cyi_1 = min{y;, v;}, coi = max{u;, v;}

Abban az esetben, ha a kimeneti tomb mérete k + m paratlan, még azt is be kell latni, hogy
az utolsé elem helyesen képz&dik, mert az nincs benne a képletben.

1.

El6szor lassuk be, hogy a C sorozatban barmely baros indexU tagig elmenve
ugyanannyi u; szerepel, mint v;, vagyis az U és V sorozat ,cipzar” -szer(ien épiti fel C-
t.
e A C arendezett A és B sorozatok 6sszeféslilésével addédik. Tegylk fel ,hogy
A —bdl ay, ..., a5, B-bél pedig by, ..., b,i_s kertlnek a C elsé 2k elemébe, azaz
{ci, o} =1{aq, ...,as} U{by, ..., bop_s}

* {Cl, CZk} = {al, ...aS} U {bl! bZk—S}

U-ba kerilnek a
paratlan indexti
elemek, ezek
szama:

[s/2]

V-be kertilnek a
paros indext
elemek, ezek
szama:

s/2]

U-ba kertilnek a
paros indexd
elemek, ezek
szama:

|(2k —5)/2]

V-be keriilnek a
paratlan indexi
elemek, ezek
szama:

[(2k —5)/2]

Ekkor az allitas egyenérték(i azzal, hogy

[i] n [2k—SJ _ IEJ n [Zk—Sl

2 2 1 12 2

Ez nyilvan igaz, ha s paros, mert akkor minden tag egész. Ha s paratlan, akkor a kérdés
az, hogy

s+1 2k—(s+1)_s—1+2k—(s—1)
2 2 ) 2

Ami szintén igaz, tehat az allitas helyes.

Eszerint
{ci,) i) = {uq, o, ui} U {vg, .o, vi}
{c1, ...,cz(i_l)} ={uy, .., U1} U {vy, ..., -1}
A két halmaz kivonasaval
, {c21) 2} = {upvi}
Igy mivel ¢,;_1 < ¢y, €zért az eredeti allitas is igaz.



XVIl.tétel - Edény- és radix rendezés

Algoritmusa, |épésszama, szokasos implementacioja; leszamlaldé rendezés algoritmusa,
lépésszama

Algoritmusa

TegyUk fel, hogy a bemend elemek egy m elemd U halmazbdél keriinek ki. Foglaljunk le egy U
elemeivel indexelt B tombot, el6szér mind Ures. El6szor végig olvassuk a tdmb elemeit és
beletessziik a megfelel§ edénybe. Ezutdan végig megyink a B-n, és a listak tartalmat
visszairjuk A-ba.

Példaul tegyuk fel, hogy a rendezendd A[1..7] tdmb elemei 0 és 9 kdzotti egészek.

Arls|3|1]5|6|9]6

Altalanosabban leirva legyen a K az S sorozat elmeinek tipusérték halmaza, és legyen ¢: K —
[0...M — 1] szigoruan monoton ndvé fuggvény. Legyenek E, ..., Ey_1, melyek éppen olyan
sorozatok, mint S. Az egyes edényekben megmarad az S-beli elemek ottani relativ sorrendje.

EgEy o Eyp € &8 08

S#¢
Out(S, x)
In(E px) x)

S « Osszeftizés(Eg, Ey, . Ex—1)

A radix rendez6t akkor hasznaljuk, ha az elemek kulcsai 6sszetettek, vagyis (ty, ..., t;) alaku
szavak, ahol a t; komponens az L; rendezett tipusbdl vald, és a rendezés lexikografikus. A
sorozatot mindig ugy rendezzuk, hogy hatulrdl az utols6 komponenssel kezdjuk a rendezést
és onnan haladunk elére. Az edényekkel valé rendezés azeért j6, mert az algoritmusa kdzben
az elemeket a lista végére tettik, azaz két azonos kulcsu elem sorrendje nem cserélédik fel
az eredetihez képest, tehat stabil rendezésrdl van.

Az edények szokasos implementacidja egy fejelemes és egy vége elemes lancolt listaval
torténik, mert igy nem kell kiolvasni az elemeket, csupan dssze kell 6ket [ancolni.

Példa:
1969, jan. 18. 1969. jan, 1. 1955. dec. 18. 1955 jan. 18.1918. dec. 18.
1. menet utanr
1969. jan. 1. 1969. jan. 18. 1955. dec. 18. 1955.jan. 18. 1918. dec. 18.
2. menet utan:
1969. jan. 1. 1969. jan. 18. 1955 jan. 18. 1955. dec. 18. 1918.de
3. menet utan:
1918. dec. 18. 1955 jan. 18. 1955. dec. 18. 1969, jan. 1. 1969 jan. 18.




Altalanosan

Aze = ezeq_q ...ezeq szamot jobbrdl balra, az alacsony
helyiértékek felél indulva poziciénként szétrakja edényekbe,
majd osszeflizi az edények tartalmat

Az i. pozicién a @; fuggvényt alkalmazzuk: @;(e) = e;

Az i. pozicién végrehajtott szétrakds és osszeflizés utdn S ,i-
rendezett” lesz.

Definicié
* § ,i-rendezett” (jelolés: x <; y), ha minden
* X =XgXg—1-wX2X1 €Y = YgVa—1 Y2 Y1 TaX <g )
* XS Yyox; <Yjvagyx; =Y ésx <;_,y (i >0)
* Ekkor a ,d-rendezés” a kozonséges rendezés

Hatékonysag:

* 2 * d-szer megylink végig az S sorozaton, igy
T(n) = 0(d *|S|)

radix(S)

1< ]

while 1<d
bucketsort (S,phi(i))
I <— 141

end while

Lépésszama

o B létrehozasa: a(m)
o els6 fazis: a(n)
e masodik fazis: o(n + m), 6sszesen o(m + n)

Ez gyorsabb, mint az altalanos alsoé korlat, ham < c *n

Leszamol6 rendezés algoritmusa, Iépésszama

A leszamolo6 rendezés alapétlete, hogy megszamoljuk egy adott elemre a nala kisebb elemek
szamat, igy tudni fogjuk a poziciét. Feltéve, hogy van bemeneti tombink n db. elem, melyek
mindegyike 1 és k kozotti egész. Legyen a bemenet A tomb, és a kimenet a B. Mindeketto
hossza n. Szukség van még egy C[1.. k] hosszu tdmbre is munkaterulethez.

1. Végig megyunk A-n és ha egy elem értéke i, akkor megnoveljuk CJi] értékét eggyel.



2 0 2 3 0 1

2. Mindegyik i-re meghatarozzuk, hogy hany olyan bemeneti elem van, amelyiknek az
értéke kisebb nala.

* A

3 6 4 1 3 4 1 4
* C

2 2 4 7 7 8

meg C-bél), majd cstkkentjik a C-beli értéket.

A

3]lelal1]3]4]1 N
- C

2 [ 2[4 M 7]
*B

4

* A

3 e ]a]1[3]4a]1]a4
* C

o[ 2[2]4]7]7
*B

1 [1]3]3[4a]a]4]e6s

Az algoritmus pszeudo kdédja:
for i«1 to k do
C[i]«®© —
for i1 to hOSSZ(A) do C-ben az i-nél kisebb, vagy
C[A[i]]FC[A[i]]"‘l D egyenlé elemek szdma
for i<2 to k do
C[i]«C[i]+C[i-1]
for i<-hossz(A) downto 1 do
B[C[A[i]]]«-A[1i]
C[A[i]]«C[A[i]]-1

Ennek futasi ideje sorban:

C-ben az i-vel egyenlé elemek
szama



Futasi idé:

* 1. for ciklus: O (k)

* 2. for ciklus: ©(n)

* 3. for ciklus: O (k)

* 4. for ciklus: ©(n)
[gy a teljes idSigény: O(k + n)

* Ha k = ©(n), akkor a rendezés futasi ideje O(n) !
Ez nem &sszehasonlité rendezés

* A helyigénye viszont nagyobb @



XVIlIl.tétel - Kuls6 rendezések

2 segédfijlos (4 fajlos), 3 fajlos stb.

Adattarolas sémaja (bevezetés)

Az adattarolas egy hattértaroldon nem bit/byte egységekbe van szervezve. llyen nagyobb
egység a lap (HDD: szektor, SSD: blokk). Ez lehet példaul 2048 byte, vagy 4096 byte. Ez az
atvitel egysége! Lényegében az atvitelek szama hatarozza meg a sebességet. A hattértarrol
egy lap olvasasa lassabb, mint a fSmemoaria olvasasa. Az eddigi rendezéseknél feltettik, hogy
az adatok a kozponti memodriaban vannak. Ennek megdfelelt, hogy a hatékonysagot az
0dsszehasonlitdsok szamaban mértik, ebben az esetben viszont un. 1/0 utasitasok teszik ki a

futasi id6 donto részét.

1. Beolvassuk az S rendezetlen blokkjait valamilyen belsé rendezével rendezziik, majd

felvaltva A-ba és B-be iratjuk.

* S: rendezetlen blokkok

by

b,

bs

Rendezés

(kézponti meméridban)

by | bs

bs

by

by

b,

by

bs

Onmagaban rendezett blokkokat tartalmaznak

2. Sorban beolvassuk az A és B 1-1 blokkjat. Ezek rendezettek. Osszefésiiljiik éket és a
rendezett két blokk hosszu adatot felvaltva C-be, illetve D-be irjuk. Az utolsé blokknak

nincs parja, azt beirjuk C-be.

A Rendezett: 1 blokk B

by | b3 | bs | by | by b, | by | bg | bg
Osszefuttatas

C (RAM) D

bi- | -by | bs- | -bg | bg bs- | -by | bs- | -bg

\Rendezett: 2 blokk/

3. C-bdl és D-bél olvasunk 2-2 rendezett blokkot, dsszefésliljik &ket és felvaltva A-ba és
B-be irjuk a rendezett 4 blokkot. Az utolsé maganyos blokk A végére kerul.




Rendezett: 4 blokk

-by | by

Osszefuttatds

(RAM)

-bg | by

4. C-be kerul A és B 4-4 rendezett blokkja 6sszefésulésének egy 8 hosszu rendezett az

bs- | be | by |-bg
D
bs- | -by | b7- | -bg

Rendezett: 2 blokk

eredménye, D-be pedig kerll a maradék 1.

A Rendezett: 4 blokk B
by- | by | by |-by | by bs- b; | -bg
C = D
/
bi- | by | b3 | by | bs | bg | by | -bg bq

5. C 8 blokkjat és a D 1 blokkjat dsszefésuljuk S-be. Egy k blokkbdl allé dsszefuggd

Rendezett: 8 blokk

rendezett részt k hosszu futamnak nevezink.

S — Rendezett
bi-| by | b3 | by | bs | bg | by | bg |-bg
Osszefuttatas
C (RAM) D
bi-| by | b3 | by | bs | bg | by | -bg bq

Nem térvényszerlen torténik az, hogy nem kerll kapcsolatban a maganyos darab mas
részekkel, pl 15-re mar nem igaz. Ha a kdzponti memaéria mérete korlatozott és nem képes
befogadni az egyre ndvekvé méretl rendezett részeket (futamokat), akkor ezek

Rendezett: 8 blokk

Osszefésulését lehet pufferelve, akar blokkonként végezni.




Altalaban

* 1. menet eredménye: 1 hosszu futamok
* 2. menet eredménye: 2 hosszu futamok
* 3. menet eredménye: 4 hosszu futamok

(k — 1). menet eredménye: 2572 hosszu futamok

k. (utolsé) menet eredménye: < 2771 hosszu egyetlen futam = S
* elStte maradék mindig lehet

Gyorsitasi lehetéség, hogy nagyobb kezd&éfutamokat hozunk létre. Ha a kézponti memoéria
lehetévé teszi, akkor az 1. menetben megtehetjiik, hogy S-bél m>1 blokkot olvasunk be és ezt
rendezzik, és az igy keletkezett m hosszu kezd6futamokat irjuk ki A-ba és B-be. Ezutan
el6szor két m hosszut fésillink 6ssze, majd két 2m hosszut stb.

1. menet eredménye: m hosszu futamok

2. menet eredménye: 2 * m hossza futamok
3. menet eredménye: 4 + m hosszu futamok
2k72

(k — 1). menet eredménye: + m hosszu futamok

k. (utolsé) menet eredménye: < 271 + m hosszd egyetlen futam =S
Innen 282 xm <n < 2K 1xm

Lehet azt is, hogy tébb mint kétfelé fésulink, példaul ha az S fajl mellet nem 2*2, hanem
altalaban 2*m f4jllal dolgozunk, akkor hatékonyabb eljaras végezhetd.

Harom fajlos kllsé rendezd is Iétezikm ekkor annyi a kiildnbség, hogy 2 fajlba olvasunk elészor
ugyan, a rendezett blokkokat 2 fajl tarolja, de az 6sszefésulést csak egy fajlba tudjuk megtenni,
mégpedig ugy, hogy amig ki nem Urul az egyik vagy masik feldolgozé fajl, addig irjuk a
harmadikba, amint kilrdlt, gy kezdjik elérél az dsszeféstilést a két nem dres fajllal. Ennek
futasi sebességét azonban jelentésen befolyasolja, hogy milyen kezdeti futamszamot allitunk
be, illetve az is, hogy az egyes menetekben, hogy alakitjuk a kimenti fajlok elrendezését.
Belathatd, hogy a 3 fajlos rendezd éppen akkor fut le a leggyorsabban, ha a szomszédos
Fibonacci szamokat feleltetink meg a menetekben az egyes fajlok futamszamanak, ugy hogy
az els6 lépésben elindulunk két szomszédostol és igy egyesével lépkedunk vissza a
sorozaton.



