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N Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Batcher-féle rendezés

* Batcher-féle paros-pdratlan Osszefésiiléses rendezés

* Jelent8sége: ez a MergeSort olyan valtozata, amelyben a
|épések jelentds része parhuzamosan végezhetd el.
* Ha parhuzamos processzorokon hajtanank végre, akkor azt

tapasztalnank, hogy @(log, n)?) idé alatt futna le, szemben a
MergeSort ©(n * log, n) idejével
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Osszefuttatdsos rendezés
* MergeSort(S)

Length(S) > 1

SZétVég(S, S]_, Sz)

MergeSort(S;)
MergeSort(S,)

Osszefuttat(Sy, S5, S)

SKIP
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Osszefuttatasos rendezés — tombre
* MergeSort(4, k, v)

k<v

k+v

2
Szétvag(s, S1,S,)

MergeSort(4, k, h)
MergeSort(4,h + 1,v)

Osszefuttat(A[k, h], A[h + 1,v], A[k, v])
* A kiilsé hivas

* MergeSort(4,1,n)
* Az Osszefuttatasndl szilkséges egy segédtomb haszndlata

h «

SKIP
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Mergesort

* Hatékonysagelemzés:

* Miveletigény:
* Han a két sorozat egyiittes hossza:

* MOésszefuttat(n) =n-—1
* MOys(n) < (n—1) xlog,n = 0(nlog, n)
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& 0
L’ h
Tes pr 10°

Mergesort

3|59 |21]23]42]< A[1.. k]
4 111(16|29| < B[1..m]
3|4 (5|9 |11]16[21|23]29]42 |« C[1..k+m]
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Mergesort

A=a1<a2<"'<ak

‘ C=C1<C2<”'<Cm+k
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Batcher-féle
* Ez lesz a PPMerge

* Egy tomb(részlet) két rendezett felébdl 6sszefésiiléssel elsallitja a
tomb(részlet) rendezett tartalmat

* Ezis rekurziv eljards, csak kicsit masképp
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Batcher-féle rendezés

* Az Uj Osszefésiilés:
1. A paratlan és B paros indext elemeit féstili 6ssze U-ba
2. A paros és B paratlan indext elemeit fésiili 6ssze VV-be

A=ag1<az3<ag<-
‘ U—U1<UZ<UB<U4<
B=b2<b4<b6<

A=a, <ay<ag<
- Vv, <1, <v3 <y, < -
B = b, < by < bs <

» Tegyik fel, hogy k = mvagyk =m + 1
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Batcher-féle rendezés

3. Az U ésV sorozatokat nem kell dsszefésiilni, hanem elég csak az
egymas alatti u;, v; parokat 1-1 6sszehasonlitassal a helyes
sorrendbe rakni

o gy {uq,v1}, {uy, v5}, {us, v}, ... -bdl kialakul a helyes sorrend (Ezt be
fogjuk latni.)
* Parhuzamositds: 1. és 2. parhuzamosan végezhetd.
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Batcher-féle rendezés — példa

Al 1|4 |5 |7 11|12 |14 ]| 20
B|2 |3 |6 |10|13 (15|16 17
* 1. menet: A paratlan és B paros indext elemei

Al 1|5 (11|14

B | 3 10|15 ]| 17

2017.12.05.
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Batcher-féle rendezés — példa

Al 1|4 |5 |7 11|12 |14 ]| 20
B|2 |3 |6 |10|13 (15|16 17
* 2. menet: A paros és B paratlan indext elemei

Al 4 |7 12|20

B| 2 |6 (13|16

2017.12.05.

Adatszerkezetek és algoritmusok - Rendezék I1I.




Pazmany Péter Katolikus Egyetem
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Batcher-féle rendezés

* {uy, v1}, {uy, vy}, {us, v3} pérositas

ul1]| 3|5 |10(11 |14 (15|17
Vi2 |14 )67 |12(13 |16 | 20
1|23 s | 6|7 [10]11]12[13]14]15]16]17]20

2017.12.05.
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Batcher-féle rendezés

e Rekurzid

* A 2-2 rovidebb sorozat 6sszefésiilését ugyanezzel az eljarassal
végezziik. Ez rekurziv hivassal valésul meg.

* Ehhez meg kell adni a legkisebb k és m értéket, amelyre mar nem
hivja az eljaras 6Gnmagat:
* Egy 2 hosszu tombot még szétvagunk két 1 hosszu részre és azokra
meghivjuk az osszefésiilét, ekkor

k=1ém=1.
* Egy 1 hosszt tombot azonban mar nem fésuliink 6ssze, hanem felismerijik,

hogy az mar rendezett, igy nulla (0) 6sszehasonlitast igényel, ekkor k = 1,
m = 0.

2017.12.05. Adatszerkezetek és algoritmusok - Rendezék |ll.




Pazmény Péter Katolikus Egyetem
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Batcher-féle rendezés
» Allftas: A PP_Merge eljaras helyes.

* Belatjuk, hogy a leirt eljaras azt a helyes rendezett sorozatot
eredményezi, amelyet
C =c; <cy <+ < Cpyr-valjeloltink

* Esetszétvdlasztassal gondoljuk meg:

¢; = min{uy, vy}, c; = max{uy, vy}
e Altaldban, hal <i < VHm
Cri—1 = mln{uu vl} Cri = maX{ui:vi}
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Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Batcher-féle rendezés

* Vegyiik figyelembe a kiegyensulyozott szétvigast is, azaz
k+m
azt, hogy k = mvagy k = m + 1 esetén { ‘ m

* Ha k + m paratlan, akkor még azt is be kell latni, hogy
Cr+m is helyesen képz&dik, hiszen erre akkor a képlet nem
vonatkozik.

* Bizonyitas:
1. Belatjuk, hogy a C sorozatban barmely paros indext tagig

elmenve ¢y, ... ¢, kozott ugyanannyi u; szerepel, mint v; vagyis
az U és a V sorozat szinte ,cipzar’-szerten épiti a C-t.
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L +0
% S
Tes pp ro®

Batcher-féle rendezés

* A C sorozat a rendezett A és B sorozatok dsszefésuilésével
addodik.
* Tegyiik fel, hogy
e A-bdlazay,...a, elemek,
* B-bélaby, ..., byi_s elemek jonnek 6sszefésiiléssel a
* ( sorozat elsé 2k elemébe
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Batcher-féle rendezés

¢ {Cl, CZk} — {al, ...as} U {bl' b2k—S}

/

U-ba keriilnek a
paratlan index{
elemek, ezek
szama:

s/2]

V-be kertilnek a
paros indext
elemek, ezek
szama:

ls/2]

2017.12.05.

U-ba kertilnek a
paros index(
elemek, ezek
szama:

|(2k —5)/2]

V-be kertilnek a
paratlan index{
elemek, ezek
szama:

|2k — 5)/2]
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Batcher-féle rendezés

* Az allitas ekkor egyenértéki azzal, hogy:

* [s/21 + 12k = s)/2] = |s/2] + [(2k — 5)/2]2
* Ez nyilvan igaz, ha s paros, hiszen ekkor minden tag egész,
* Ha s paratlan, akkor a kérdés a kovetkezé egyenlSség fenndll-e (igen)
s+1 n 2k—(s+1) _ (s—1) n 2k—(s—1)
2 2 2 2
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L +0
% S
Tes pp ro®

Batcher-féle rendezés

2. Eszerint:
* {c1,... ¢3i} ={uq, ... u;} U{vy,...1;}
* {c1 e u-n} = {ug U1} U {vg, w1}
* Akét halmaz kivonasaval:
0 a1 o} = U vid
* lgy, mivel c;;_1 < ¢y;, tehat az eredeti llitas fennall.

e Tehat

* U ésV mar egy parhuzamos lépésben Osszefésiilhetd.
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Batcher-féle rendezés

* Hatékonysagelemzés:

* Parhuzamos koltséget szamolunk, ez azt jelenti, hogy akdrhany
6sszehasonlitds is csak 1-nek szamit, ha parhuzamosan végezziik!

1. A PP_Merge rekurziv eljarast egy n méret, két (kozel) egyenld
méretd, rendezett két félbdl allé tombre hajtjuk végre.

Nn;

B
B 2
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Batcher-féle rendezés

* A két félbél parhuzamosan lehet képezniaz U és V
sorozatokat, itt tehat [n/2]-t vesszik alapul. Mivel
ugyanezt az eljarast haszndljuk az U és V elSallitasara is, ez
a koltségszamitas képletében is rekurziét ad.

* Tovabb4, az U és V tombokbdl egyetlen parhuzamos
6sszehasonlitassal kapjuk a € eredményt.

* Igy az egyenlet: MOppy (1)<MO5ppy, (ED +1

* Itt egyébként elegendé MO helyett O-t irni, mert ez az eljaras fix
6sszehasonlitds szammal dolgozik. Szokdsos jel6lés még:

e T()<T (ED +1,T(1) =0
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Batcher-féle rendezés

* Ennek megoldasa ugy torténik dltalanosan is, ahogy egy
konkrét értékre:
* példauln = 21-re:
TR S TAD+1<TO)+1+1<TBR)+1+1+1
<T2)+1+1+14+1<TD)+1+14+1+1+1 =
=0+1+1+1+1+1=5 = [log, 21]

. T(21) < [log, 21]

* Ha v olyan egész, amire 2 < n < , akkor a rekurziv
egyenletet éppen v + 1-szer alkalmazzuk, mire eljutunk

T(1)-ig
* lgy v + 1 db egyest adunk 6ssze, vagyis T(n) < [log, n]

* Ez tehat a parhuzamos 6sszefésiilés koltsége.

2v+1
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= 2
d, s
ex pr T8V

Batcher-féle rendezés

2. A parhuzamos rendezd eljaras szerkezete pontosan az, ami a
bevezetSben felidézett MergeSort-é, csak mas Osszefuttatdst
alkalmaz.
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Batcher-féle rendezés - tombokre
* BatcherSort(S, p, 9)

p<(q

relp+q)/2

BatcherSort(S, p, 1)
BatcherSort(S,7 + 1, q)

PP_Merge(S[p ...7],S[r + 1, ...q],S[p, ...q])

SKIP

o Kiilsé hivasa
* BatcherSort(S,1,n)
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Batcher-féle rendezés

2. A parhuzamos dsszehasonlitds szamra az egyenlet:

* OBatcher(Tl) = OBatcher([n/Z]) + [logz TL]
* Egyszer(lbb jeloléssel:
* T(n) < T(In/2]) + [logz n]
* Ha ezt is kifejtjiik, akkor az el6z6h6z hasonldan azt kapjuk, hogy
[log, n| szamu tag lesz; ezek a tagok azonban csokkennek:

e TM)<T (ED + [log, n] <

(2] + o (2] o = -
<T(D)+1+2+:- ([log,n] — 12 + [log, n] =

(Tlog, n] + 21> * [loga ] _ (log; ") _ o(log, n)?
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Batcher-féle rendezés

* Az el6z6ekben felhaszndltuk, hogy

* [log,(In/2])] = [log, n] — 1, ezt be is latjuk:
* Han = 2p , akkor igaz.
* Ha2p <n < 2p + 1, akkor

* 2p—1<2<2p,

n
e 2p—1<|} < 2p
+p—1<log, 2| < p,igy

Jogs ()] = Togant
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N Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Leszamldlé rendezés
* Tegyiik fel, hogy van n db bemeneti elem, s ezek mindegyike 1 és k
kozotti egész szdm

* Az alapotlet: meghatdrozzuk minden egyes x bemeneti elemre
azoknak az elemeknek a szamat, amelyek kisebbek, mint az x

* Ezutdn x-et kozvetleniil a sajat pozicidjara tudom helyezni

* Legyen a bemenet az A[1..n] tomb, a kimeneta B[1..n] témb
* Mindketté hossza: hossz[A] = hossz[B] =n

* Sziikség van még egy C[1.. k] tombre dtmeneti munkateriletként

2017.12.05. Adatszerkezetek és algoritmusok - Rendezék |ll.




2.

Leszdmlald rendezés
1.

Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Informacids Technoldgiai és Bionikai Kar

Végigme%yijnk az A-n, és ha egy elem értéke i, akkor
megnoveljik C[i] értékét eggyel.
Minden i-re 1.. k kozott meghatdrozzuk, hogy hany

olyan bemeneti elem van, amelyiknek az értéke <1
(6sszegzés C-n)

Minden i-re n.. 1 kozott Ahi]-t betesszikk B megfelels
pozicidjdba — ezt a C-bdl allapitjuk meg

Ha betettik, akkor a C[A[i]] értékét csokkentjlik, igy a
Ovetkezd vele egyenld elem maér elé kertil, vagyis igy stabil
esz a rendezés, az egyenld elemeknél megtartja az eredeti
sorrendet
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Leszdmlald rendezés

* Az A tomb elemeit leszamléljuk a C tombbe
* A C-benazi helyen az i-vel egyenl6 elemek szama szerepel

* Végigmegyiink az A-n és ha egy elem értéke i, akkor a C[i]
értéket megnoveljlik

3 6 4 1 3 4 1 4
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re 1 ... k k6zott meghatdrozzuk, hogy hany olyan
bemeneti elem van, amelyiknek az értéke < i (6sszegzés C-

n)
« A

3 6 4 1 3 4 1 4
« C
2 2 4 7 7 8
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A

36|41 ]3]4]1 N

s C
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A
3 6 4 1 3
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A
3 6 4 1
« C
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A
3 1 4
s C
1
*B
1 3 4 4
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:V Informacids Technoldgiai és Bionikai Kar

Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A
3 6

4 1 4
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A

3 4 1 4
s C

0 8
*B

1 1 3 4 4 4
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:V Informacids Technoldgiai és Bionikai Kar

Leszamlalé rendezés
* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld

pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

1

3

4

2017.12.05.
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A

411|134 |1]| 4

s C
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Leszdmlald rendezés

* Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfeleld
pozicidjdba - ezt a C-bdl allapitjuk meg.

* A
3 6 4 1 3 4 1 4
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Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Leszamlald rendezés

Az algoritmus pszeudokddja:
for 1«1 to k do

C[i]«© <
for i<1 to hossz(A) do

C[A[i]]«C[A[1]]+1 °
for 1«2 to k do
C[i]«C[1]+C[1i-1]
for i<-hossz(A) downto 1 do
B[C[A[1]]]«-A[1]
C[A[1]]<«C[A[1]]-1

C-ben az i-vel egyenlé elemek
szama

C-ben az i-nél kisebb, vagy

egyenlé elemek szama
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Leszamlald rendezés

e Futasi idé:

* 1. for ciklus: O (k)

o 2. for ciklus: @(n)

o 3. for ciklus: O (k)

* 4. for ciklus: @(n)
* lgy a teljes id&igény: O(k + n)

* Ha k = O(n), akkor a rendezés futasi ideje ©(n) !
* Ez nem 6sszehasonlité rendezés

* A helyigénye viszont nagyobb ®
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Edényrendezések

* Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy a bemené elemek
(A[1..n] elemei) egy m elem(i U halmazbdl keriilnek ki

* Példaul ¥V A[i]-re igaz, hogy A[i] € [1..m].

* Lefoglalunk egy U elemeivel indexelt B témbot (m db
[adat), el&szér mind Ures

* B segédtomb elemei lehetnek lancolt listak példaul
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* Els6 fazis: végigolvassuk az A-t, és az
s = Ali] elemet a B[s] lista végére flizziik.

* Példaul tegyiik fel, hogy a rendezendé A[1..7] tomb
elemei 0 és 9 kozotti egészek

Edényrendezések

Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

*Als5|3|1]5|6|9]6
* B: 1 3 5|6
516

2017.12.05.
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Edényrendezések

* Mésodik fazis: elejétdl a végéig névé sorrendben
végigmegyiink B-n, és a B[] listak tartalmat visszairjuk A-
ba.

* B: 1 3 5

@)
O
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Edényrendezések

* Lépésszam:
* B létrehozasa: O(m),
o elsé fazis O(n),
* masodik fazis O(n + m), 6sszesen O(n + m).
* Ez gyorsabb, mint az 4ltalanos alsé korlat, ha:
*m<s<c*n
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Edényrendezések

o Altaldnosabban:

* Legyen K az S sorozat elemeinek tipusértékhalmaza, ¢: K —
[0...M — 1] olyan fliiggvény, amire igaz, hogy ha ¢ (k1) < ¢(k3),
akkor kl < kz.

* Legyenek Ey, Eq, ... Eyy—1 edények, melyek éppen olyan
sorozatok, mint S.

* Az egyes edényekben megmarad az S-beli elemek ottani relativ
sorrendje.
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f;a,c

Edényrendezések
* Edenyrendezo(S)

Eo,Eq, ..., Epy_1 < &, ..., &

S #e¢

Out(S, x)
In(E<p(x), x)

S « Osszefiizés(Ey, Eq, ... Epy—1)
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Edényrendezések

* Ahhoz, hogy Edenyrendezo(S) egyszeri szétrakassal
rendezzen, elégséges, ha:
* minden edényben legfeljebb egy elem van,
(Vie[0,M —1]: |E;] < 1) vagy:
* az egyes edényekben csak azonos elemek vannak, vagy:
* az egyes edények rendezettek.

* Ha az el6z6 feltételek valamelyike teljestil, akkor tokéletes
az edényrendezés.
* Ennek miveletigénye: ©®(n), ahol n = |§|.
* Példa: nagyon sok embert kell magassag szerint sorba rakni
* megéri minden egyes testmagassag szamara egy edényt [étrehozni
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Radix rendezés

* Tegyiik fel, hogy a kulcsok dsszetettek, tobb
componensbdl dlinak, (¢4, ... tg) alaku szavak, ahol a t;
componens az L; rendezett tipusbdl vald, a rendezés
exikografikus

* Példa: Legyen (U; <) a huszadik szazadi datumok
Osszessége az idérendnek megfeleld rendezéssel:

« L, ={1900;1901;...; 1999} ny = 100
L, = {januar, februar, ..., december} n, =12
e L; =1{1;2;...;31} ns = 31

* A datumok rendezése éppen az L; tipusokbdl szdrmazé
lexikografikus rendezés lesz
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Radix rendezés

1. Rendezziik a sorozatot az utolsd, a k-adik komponensek
szerint edényrendezéssel!

2. Akapott eredményt rendezziik a k — 1-edik
komponensek szerint edényrendezéssel, stb.

* Fontos, hogy az edényrendezésnél az elemeket a lddaban
mindig a lista végére tettik.

* Igy, ha két azonos kulcsu elem kéziil az egyik megel8zi a mésikat,
akkor a rendezés utan sem valtozik a sorrendjiik = stabil

rendezés.
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Radix rendezés

* Miért miikodik a radix jol?
* HaX <Y azelsé i — 1tag megegyezik, de
x; < y;, akkor az i-edik komponens rendezésekor X elére kertil.
* Stabil rendezés = késébb mar nem valtozik a sorrendjiik
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Radix rendezés

* Példa:
1969.jan. 18.1969.jan. 1. 1955. dec. 18. 1955.jan. 18. 1918. dec. 18.
1. menet utaer:
1969.jan. 1. 1969.jan. 18. 1955. dec. 18. 1955. jan. 18. 1918. dec. 18.
2. menet utan:
1969.jan. 1. 1969.jan. 18. 1955.jan. 18. 1955. dec. 18. 1918. dec, 18.
3. menet utan:
1918. dec. 18. 1955.jan. 18. 1955. dec. 18. 1969.jan. 1. 1969. jan. 18.

2017.12.05. Adatszerkezetek és algoritmusok - Rendezék |ll.




W Pazmany Péter Katolikus Egyetem
\V Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Radix rendezés

* Példa - ha forditva lenne
1969.jan. 18. 1969.jan. 1. 1955. dec. 18. 1955.jan. 18. 1918. dec. 18.

1. menet utan:
1918. dec. 18. 1955. dec. 18. 1955.jan. 18. 1969.jan. 18. 1969.jan. 1.

2. menet utan:
1955.jan. 18. 1969.jan. 18. 1969.jan. 1. 1918. dec. 18. 1955. dec. 18.

3. menet utan:
1969 jan. 1. 1955.jan. 18. 1969.jan. 18. 1918. dec. 18. 1955. dec. 18.

* Helytelen a sorrend
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Radix rendezés

o Altaldnosan

* Aze = ezey_1 ... ;€1 szamot jobbrdl balra, az alacsony
helyiértékek felél indulva pozicionként szétrakja edényekbe,
majd Osszeflizi az edények tartalmat

* Az i. pozicién a @; figgvényt alkalmazzuk: ¢;(e) = ¢;

* Az i. pozicidén végrehajtott szétrakas és Osszeflizés utan § ,i-
rendezett” lesz.

2017.12.05. Adatszerkezetek és algoritmusok - Rendezék |ll.



W Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Radix rendezés
* Definicié
* S ,i-rendezett” (jelolés: x <; y), ha minden

* X = XgXg_1--X2X1 €5V = VaVi—1--YoVi-Tax <gy
* X S yox; <ypvagyx; =y ésx <;1y (i >0)

* Ekkor a ,d-rendezés” a kozonséges rendezés
* Hatékonysag:

* 2 * d-szer megylnk végig az S sorozaton, igy
T(n) =0(d*|S])
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L +0
% S
e a®

Radix rendezés
 Radix(S)

<1
1 <d
Edenyrendezo(S, ¢;)
l—i+1
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Radix rendezés

* Szokasos implementacié:
* S fejelemes lancolt lista
* Az edényeket egy ,fej" és egy ,vége” mutatd dbrazolja.
* A szétrakds és az Osszeflizés az elemek lancolasaval megoldhaté.

» Osszeftizéskor nem kell az egyes edények részlistait végigolvasni,
hanem egy darabban lehet éket lancolni.
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Kiilsé rendezék
2-3 fak, B fak

Kovetkezd alkalommal



