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Hasitd tablazatok

* A gyakorlatban sokszor csak a BESZUR, KERES, TOROL
mUveleteket megvaldsité dinamikus szerkezetre van
sziikséglink

* Hogyan lehetne ezt hatékonyan tenni?

* Az eddigi keresd szerkezeteink
* A kulcsok 6sszehasonlitasan alapultak
* Végrehajtasiidé O(n) vagy O(logn) volt

* Szeretnénk az el6z6nél jobbat elémi ...
* Ha vektorban indexeliink, az csak O(1) ...
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Hasitd tablazatok

* Vizsgaljuk meg, hogy a személyi szdm alkalmas-e kulcsnak?

Mezénév nem év hé nap azonositd
Példaértéek 2 72 08 15 2806
Ertékek szama 2 100 12 31 999 ~74M

* (Az utolsé 4 jegybdl csak 3 értékes jegy, 1 a tobbibdl képzédik.)
* Ha 6sszeszdmoljuk az dsszes kitoltési lehet&séget, akkor ~74 milliét kapunk

* A ~10 milli6 lakosra pedig elég egy ~12 millié rekordot tartalmazé fijl.
* A személyi szam tehat nem alkalmas kulcsnak.

* Kell egy olyan h fiiggyény, ami minden személyi szdmhoz rendel e
egészg%/a 0;12 * %6 _)’1] intervallumbdl! 4 8y
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Hasitd tablazatok

Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

* A hash-elés jelensége

Adott a K kulcsok halmaza. A K elemeivel azonositott rekordok szdma
azonban varhatdan joval kisebb, mint K szamossaga.

Ekkor K-t egy alkalmas h flggvénnyel leképezziik az abrazolas alapjat képezd
kisebb tartomanyra. Legyeneza [0 ..M — 1] intervallum.

A h:K — [0...M — 1] fliggvényt hash-fliggvénynek nevezziik.

Mivel M < |K|, s6t dltalaban M < |K|, ezért h nem lehet injektiv, hanem
sziikségképpen fellép a kulcslitkozés: van olyan k # k', amelyre h(k) = h(k").

A hasitasos technikdk feladata éppen az, hogy megoldast adjanak a
kulcstitkozésre.

* Fontos kérdés

2017.11.

Milyen hatékonysagot varhatok?
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Hasitd tablazatok

* A kozvetlen hozzaférési (cimzési)
tablak - a legegyszeriibb eset

. TerUk fel, hogy az elemek kulcsai
kii

7

onboz6 egész értékek a [0, m — 1]
intervallumbal, és m nem tul nagy

* Hasznaljuk magukat a kulcsértékeket,
hogy kivalasszunk egy helyeta T
kozvetlen hozzaféresi tablaban,
melyben az elemeket taroljuk

* Egy k kulcsu elem keresése: nézziik
meg a k indexti elemet
* havanitt egy érték, megtalaltuk,
* haajelzéitt pl. —1, akkor nincs benne.

* Konstansids, O(1)
Beszuras, torlés is O (1)
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Hasitd tablazatok

Kozvetlen cimzési keresés (T, k)
return T[k]

Kozvetlen cimzésil beszuras (T, x)
T[x.kulcs] « x

Kozvetlen cimzési torlés (T, Xx)
T[x.kulcs] « -1

* Mindegyik O(1) idejt
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Hasitd tdblazatok — megszoritasok

* Megszoritasok
* Kulcsok egészek kell legyenek
* Kulcsok egyediek kell legyenek
* Kulcsok kis intervallumbél keriilhetnek ki

* A tdrolds hatékonysaga miatt a kulcsok stirtin kell legyenek az
intervallumban

* Ha ritkdsan vannak — sok iires hely van az értékek kozott — tul sok
helyet hasznalunk el, hogy a sebességet megnyerijiik

* ,Hely a sebességért kereskedelem” ©

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Hasitd tablazatok

* A kozvetlen cimzés(i tablak: T-indexei a kulcsok, T-ben mutatdk, csak akkor
tarolom az egészet, ha kell:

Kulcs kisérd adatok

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Hasito tablazatok
T inicializalasa

minden elemét null-ra allitjuk
Kozvetlen cimzésl_keresés (T, k)

return ,,a T[k] altal mutatott objektum”
Kozvetlen cimzésili beszuras (T, x)

helyet foglalunk x-nek,
T[x.kulcs] mutatdjat erre allitjuk

Kozvetlen cimzésli_torlés (T, x)
felszabaditjuk a T[x.kulcs] altal mutatott objektumot
(T[x.kulcs] is null lesz!)

* Mindegyik O(1) idejt
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A megszoritasok gyengitése

* A kulcsok egészek legyenek
* Kell egy hash fliggvén
h(kulgc>sl) — egégs§ !
* Ezt a fliggvényt a kulcsra
alkalmazva egy indexet

kapunk

* Ha h minden kulcsot egy
egyedi egész értékre képez
lea0..m—1
intervallumban, akkor

a keresés 0 (1)

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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A megszoritasok gyengitése
* A kulcsoknak egyedieknek kell lennitik

* hozzuk létre a duplikatumok lancolt
listajat, és ezt kapcsoljuk a tablahoz

* haegy keresésnek elég akarmelyik k
kulcsu elem, a végrehajtas még mindig
0(1)

* De ha az elemnek még van valami més
megkiilonboztetd jegye is, ami meg kell
egyezzen, akkor O (Ngyp max)-t kapunk,
ahol 14y, max a duplikatumok
legnagyobb szama - vagyis a leghosszabb
lista hossza

T
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Lancolasos hasitas mtiveletei
T inicializalasa

minden elemét null-ra allitjuk
Lancolt hasito keresés (T, k)

a k kulcsu elem keresése a T[h(k)] listaban
Lancolt _hasité _beszuras (T, x)

helyet foglalunk x-nek,
beszurjuk a T[h(x.kulcs)] lista elejére

Lancolt hasito torlés (T, Xx)
X torlése a T[h(x.kulcs)] listabol
(T[x.kulcs] is null lesz!)

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Hash fliggvények

* A hash figgvény formaja

* Példa - egy n-karakteres kulcsot hasznélva
int hash(char *s, int n)

{
int sum = 9;
while(n--) sum=sum+ *s++;
return sum % 256;

}

ez a fuggvény a 0 ... 255 egy értékét adja vissza

* a xor fliggvényt is gyakran haszndljak
sum=sum”® *s++;

* De tetsz8leges fiiggvény, amia 0..m — 1-ben general értékeket egy
megfelel (nem tul nagy) m-re jé lesz!

* Amig a hash fliggvény maga 0(1)!
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Kulcstitkdzések
* Hash fliggvény

* Ezzel a hash fliggvénnyel:
« int hash(char *s, int n)

{
int sum = 9;
while(n--) sum=sum+*s++;
return sum % 256;

}

* hash("AB", 2) éshash("BA", 2)
ugyanazt az értéket adjak!

* Ezt hivjuk kulcsiitk6zésnek
» Szamos technikat hasznalnak a kulcstitkozés feloldasara
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Kulcstitkozés feloldasa

e Kulcstitkozés

* Akkor fordul el6, ha a hash fiiggvény
két killonbozé kulcshoz rendeli ugyanazt a cimet
* A tdblazat fel kell ismerje és fel kell oldja ezt

* Felismerés
* Taroljuk az aktualis kulcsot az elemmel a hash tablaban:
o Szamitsuk ki a cimét k = h( kulcs)
* Ellendrizziik a talalatot:

« if (table[k].key == kulcs) then talalat
else probald a kovetkezdt

* Javaslat
* Szamos technika — néhanyat megnéziink

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Lancolt listak

o Kulcsuitkozés - Javaslat

* minden tablaelemhez egy
[ancolt listdt rendelink

» Keressiink i kulcsu elemet:
* Lancolt_hasitd_keresés(T,i)

* kiszamitjuk h(i)-t

e keressuk az i kulcsu

elemet a T[h(i)]

* ha NULL-t taldlunk,
a kulcs nincs a tablaban

2017.11.14.
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Lancolt listak

o Kulcsuitkozés - Javaslat T

* minden tablaelemhez egy lancolt
listat rendeliink

* Beszurunk x-t:
* Lancolt_hasité_beszuras(T,x)
o kiszamitjuk h(x.kulcs)-t
* Beszurunk a T[h(x.kulcs)] lista
elejére
* Torlés — hasonldan a
T[h(x.kulcs)]
listabdl
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Hasité tablazatok — betoltési tényezd

* Az itkdzések nagyon valdszintek

* A tdbla betdltési tényezdjét alacsonyan kell tartani:
n
a=—
m
* n az elemek szama, m a helyek szama

* Az atlagos lanchosszusagok kiterjedt analizise ismert

* Kiilon l1ancolas
* Minden helyhez kiilon adjuk a lancolt listakat
* Jobb végrehajtast ad
* De tobb helyet foglal
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N Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Lancoldsos hasitas mveletigénye

* Milyen hatékonysaggal miikodik a lancolasos hasitas?

* Legyen T egy m rést tartalmazd hasitd tablazat, amelyben n elem
van.

* Az a kitoltési tényezé: % = az egy lancba flizott elemek atlagos

szama.
* «a lehet kisebb, egyenlé és nagyobb is mint 1.

* Alegrosszabb esetben: minden elem egy helyre képezddik le,
igy n hosszu lista keletezik

* Ez pedig ©(n) a keresés végrehajtasi ideje (plusz a h kiszamitasi ideje)

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Lancoldsos hasitas mveletigénye

* Feltételezziik el6szor, hogy a h hasité fliggvény
egyenletesen osztja szét az elemeket , minden elem
egyforma valészfm’jsé%gel képzddik le barmelyik értékre,
(ez az egyszer(l egyenletes hasitasi feltétel)

* Jeloljuk a T[j] lista hosszat n;-vel, ekkor
n = ny +n1 +n2 +"'+nm_1
* n; varhato értéke: E[n;] = % =«
* Feltéve, hogy a h(k) érték O(1) idé alatt szamithatd ki,
akkor a k kuK:su elem keresése linedrisan fiigg a T[h(k)]
ista hosszatdl.

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Lancoldsos hasitas mveletigénye

* Ha egy hasité tablazatban az titk6zések feloldasara
lancolast hasznalunk és a hasitas egyszer(i egyenletes, akkor
a sikeres és a sikertelen keresésekre is igaz, ﬁogy az atlagos
idejik O(1 + a).

* Bizonyitds: Cormen konyvében

e Mi kovetkezik ebbdél? Ha a hasitd tdblazat réseinek szama

aranyos a tablazatbeli elemek szamaval, akkor
n=0(m),igya==2=2"= (1)

m m
* Optimalis hash fliggvény esetén az az 6sszes mivelet
megvaldsithatd O(1) id6 alatt
* Tehdt a beszuras/torlés/keresés megvaldsul.

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Tulcsordulasi tertlet

e Tulcsordulasi terulet

* a lancolt” listit a tdbla egy specidlis teriiletén hozzuk létre — ez a
tulcsordulasi teriilet

2017.11.14.

Tfh. h(k) = h(j)
ésak lett el8szor tarolva
Beszurjuk a j-t a hash tablaba
* Kiszamitjuk h(j) értéket
* Megtalaljuk k-t, ami a tdblaban mar benne van
* Megkeressik az elsé szabad helyet a tilcsordulasi teriileten
» Oda betessziik j értéket
* k ,pointere” erre mutat (a mutaté itt a tablabeli index)
Tobbféle lehet8ség a - lista elejére, végére is szirhatunk be

Keresés — ugyanaz, mint a lancolt lista
Torlésnél - lehet a lista utolsé elemét idetenni, de lehet Uj allapotot bevezetni a tordltre, ez majd jon

Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Elsédleges teriilet

Tulcsordulasi teritilet
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Nyilt cimzés

* Az elemeket a tablidban taroljuk.

* Egy elem keresésénél végigmegyiink a tablazaton, amig meg nem taldljuk, vagy
el tudjuk donteni, hogy nincs benne a tdblaban.

* Elem beszurasanal kiprébaljuk az 6sszes helyet, amig tireset nem taldlunk —
valamilyen stratégia szerint — ez a besztrandoé kulcs fliggvénye, nema 0 ...m —
1 felsorolas!
* Kiterjesztjiik a hash fuggvény értelmezési tartomanyat az un. kiprdébalasi
szammal:
- :Kx{0,1,..,m—-1}-{0,1,....m — 1}
* Megkoveteljiik, hogy minden k kulcsra a
(h(k,0), h(k,1),h(k,2), ..., h(k,m — 1)) kiprébalasi sorozat a
{0,1, ..., m — 1} egy permutacidja legyen
* Igy el6bb-utébb minden hely széba jén

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Nyilt cimzés

* Tegyiik fel, hogy a T hasité tdblazatban csak kulcsok
vannak vagy NIL

e Beszuras:

Hasitd beszur(T,k)
1«0
repeat j<h(k,1i)
if T[F]=NIL
then T[j]<«k
return

else 1«1+l
until i=m
error ,hasitd tablazat tulcsordulas”

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Nyilt cimzés

* Keresésnél aszerint keressiik, ahogy a beszuras betehette

Hasito keres(T, k)
1<0
repeat j<«h(k,1i)

if T[3]=k

then return j
1e1i+1

until T[j]=NIL vagy i=m
return NIL

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Nyilt cimzés

* Torlés: bonyolultabb, ugyanis nem elég csak NIL-t irni,
hiszen akkor egy kovetkezd keresés nem taldlnd meg
azokat, amelyek késébb vannak a tablaba

* vezessiink be a NIL-en kiviil még egy szimbdlumot, a TOROLT-et
Hasitdo torol(T, k)
1<0
repeat j<h(k,1i)

if T[3]=k

then T[]j]<«TOROLT
return

1<1+1

until T[j]=NIL vagy i=m
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Nyilt cimzés

* A beszurast is médositani kell, hiszen most mar a TOROLT-
be is be lehet szurni:
Hasité beszur(T,k)
1«0
repeat j<«h(k,1i)
if T[j]=NIL vagy T[j]=TOROLT
then T[j]«k
return
else i«i+1
until i=m
error ,hasitd tablazat tulcsordulas”
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Re-hashing — kett&s hashelés

* Hasznaljunk egy masodik hash fiiggvényt — h'
* Sok variacié
» 4ltaldnos név: re-hashing — kettés hashelés

h(k) = h(j)

k lett el8szor tarolva

Beszurjuk j-t a hash tabldba
* Kiszamitjuk h(j) értéket
« Igy megtalaljuk k kulcsot, ami mér a tdbldban van
* Ismételjiik, mig talalunk res helyet:
 Kiszamitjuk h'(j)-t
 Betessziik j-t
Keresés — hasznald h(x)-t, aztan h'(x)-t

Egy mezének 3-féle statusza lehet
* {lres - foglalt — torolt (hogy a keresés folytatédhasson)
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Re-hash fliggvények
* A mésodik hash fiiggvény

* Sok varidcié
* Linearis kiprobalas
* h: K- {0,1,...,m — 1} hash fiiggvény,
e« W(ki)= (h(k)+ i) modm
* Prébald el&szor a T[h(k)]-t, aztan
* Vegyiik a kovetkezét ciklikusan, amig nem talalunk egy treset

* Rossz csomdsodasok lehetnek

* A Re-hash kulcsok kitoltik az tires helyet az egyéb kulcsok kozott és
sulyosbitjak a kulcstitkdzés problémait — elsédleges csomdsodas

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak
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Re-hash fliggvények

* A masodik hash fliggvény
* Sok variacié
. Negyzetes préba

h'(k,i) = (h(k) + c1i + ¢; i*) mod m az i. prébénal,
aholc;,c, #0,1=0,1,.. m—-1

* Elkertli az elsédleges csomésodést
* Ahhoz, hogy az egész tdblazatot lefedje, megkotések kellenek ¢4, ¢, és m-re
* Masodlagos csomésodas lehet:

* Minden kulcs, amelyik iitk6zik h-ban ugyanazon sorozat mentén

* El&szor

* a=nh()=h(k)
 Ezutanpla+c, a+4c, a+9c, ...
* Ez dltalaban kisebb probléma
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Re-hash fliggvények
* A médsodik hash fliggvény

* Sok variacié
* Dupla hasitas
* h'(k,i) = (hy(k) + ihy(k)) mod m az i. prébanal
i€{0,1,.. m—1}re
* A hy(k) relativ prim kell legyen a tablazat m méretéhez képest.

* Lehet példaul az m-t 2 hatvanynak vélasztani és h,-t Ugy vélasztani,
hogy mindig pératlan szamot éllitson el

* Lehet tgy is, hogy m prim és h, mindig m-nél kisebb pozitiv egészet ad
vissza
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Hasitd tablazatok

* Potencialis O(1) keresési idé
* Ha egy megfelelé h(kulcs) — integer fliggvényt taldlunk

* Hely a sebességért” kereskedelem
* "Teljes" hasité tablazatok nem miikodnek
* Az iitkozések elkeriilhetetlenek
* A hash fuggvény csokkenti a kulcs informdcidtartalmat

* Kiilonbo6z6 feloldasi stratégidk

* lancolt listak

* tulcsordulasi teriiletek

* Re-hash fliggvények
* Linearis prébédlas  h' a +1
« Négyzetes probalas h' a +ci?
 Barmilyen mas hash fliggvény!

* vagy akar fuggvények sorozata!
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A hash fliiggvény valasztisa

* “Majdnem minden fiiggvény jé lesz"
* De bizonyos fiiggvények egyértelmiien jobbak, mint masok!

* Kulcs kritérium
* (itkdzések minimalis szama
* roviden tartja a lancokat
* karbantartja az O(1) atlagot
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Hash fliggvény valasztasa

* Egyszer(i egyenletes hasitas
* Idedlis hash fliggvény

* P(k) = annak valészintisége, hogy a k kulcs el6fordul
* ha van m hely a hasité tablankban,
* egy egyenletes hash fliggvény, h(k), biztositani fogja

1
P(k) = z P(k) = - = z P(k) = —
k|h(k)=0 klh(k)=1 klh(k)=m-—1
* Olyan k értékekre torténik az 6sszegzés, ahola h(k) = 0

* a kulcsok szdma minden helyre azonos

2017.11.14. Adatszerkezetek és algoritmusok - Hash technikak



N Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Egyenletes hash figgvény

* Ha a kulcsok a [0, 7)-on egyenletesen szétszort egészek,

akkor

h(k) = mTk

egy egyenletes hash fliggvény (megmutathatd)
* A legtobb hash fliggvény megadhaté oly médon, hogy a

kulcsokat valamely r-re a [0, r)-ra képezze le.
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Csokkentstink a [0, m)-ra

* A kulcsokat egészek egy intervallumara képeztiik le:
O<k<r

* Most csokkentsiik ezt az intervallumot [0, m)-ra, ahol m a
hash tabla egy elfogadhaté mérete

* Stratégidk:
* Osztas — hasznaljuk a mod fliggvényt

e Szorzas
e Univerzalis hashelés
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Csokkentstink a [0, m)-ra

* Osztas — haszndljuk a mod fliggvényt
h(k) = k modm
* m valasztasa?

* A 2-hatvanyok altaldban nem jok!
h(k) = k mod 2™ a k utolsé n bitjét vélasztja

k mod 28 ezeket vilasztja

v
0110010111000011010

» Altaldban nem egyformén valészint minden kombin4cié
* Jobb olyan hasité fliggvényt valasztani, ami a kulcs 6sszes bitjétdl figg
* A 2"-hez kozeli primek jé valasztasnak tlinnek

o Példaul ~4000 méreti tabla kellene, valasszunk m = 4093-t
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Csokkentsiinka[ O, m) -re

* Szorzd mddszer
* Szorozzuk meg a kulcsot egy A konstanssal, 0 < A < 1
* Vegylk ki beldle a tort részt (kA — |kA])
* Szorozzuk meg m-mel h(k) = |m * (kA — [kA))]
* Most m nem kritikus, és 2 hatvany valaszthaté
* lgy ez a médszer gyors egy tipikus digitalis szamitégépen
* Legyen m = 2P
* Szorozzuk meg k-t (w bit) [A - 2w|-val €& 2w bit szorzat
vedd ki a p also felének a legszignifikansabb bitjeit

A= %(\/g — 1) j6 valasztasnak tiinik (lasd Knuth)
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Univerzalis hashelés

* Ha egy rosszakarénk vélogatja ki a hasité-tablaba keriils
kulcsokat, tud adni olyan sorozatot esetleg, hogy mind azn
elemre ugyanaz legyen a h(i) érték, s igy a keresés atlagos ideje
O(n) legyen.

* Univerzilis hasité technika: a hash-fiiggvényt véletleniil, az
aktudlisan tarolandé kulcsoktdl fliggetlentl vélasztjuk meg — ez
jé atlagos teljesitményhez vezet.

* Alapgondolat: a hasité fliggvényt egy gondosan megtervezett
figgvényosztalybdl futas kozben véletleniil valasztjuk ki

* Igy nem lehet olyan bemenet, ami biztosan a legrosszabb viselkedést
valtja ki.
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Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Univerzalis hashelés

* Legyen H hasito fliggvények egy véges halmaza, melyek egy adott K
kulcsuniverzumot a [0, m) tartomdanyba képeznek le.

* A H-t univerzdlisnak hivjuk, ha

Vx,y € K,x # y kulcsparra azoknak a h € H hasité fliiggvényeknek

a szama, amelyre h(x) = h(y) pontosan lm_l

* Ez azt is jelenti, hogy egy véletleniil valasztott
h € H hasité figgvényre Vx,y € K, x #+ y kulcsok kozotti
kulcstitkozés valészinlisége pontosan E ami ugyanaz, mint a

{0,1, ..., m — 1} halmazbdl véletleniil kivalasztott h(x) és h(y)
egyenl&ségének valdszintisége
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Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Univerzalis hashelés

* Meg tudjuk tervezni univerzdlis hash fliggvények egy halmazat?
* Elég kdnnyen:

* Valasszunk egy olyan p primszamot, amely elég nagy, hogy minden kulcs
bennelegyena[0..p — 1]-ben(p > m)

.+ Jelolés: Z, = (0,1, ..., p — 1}, Z; = {1,2, ...,p — 1}
* Definidljuk:Va € Z;, Vbe Z,,

* hgp(k) = ((a * k + b)mod p)mod m
* Azilyen figgvények osztlya:
* Hypm = {hap:a €Z5b € Z,)
« Tétel:

* A hasito fliggvények fenti egyenl&ségekkel definialt Hp,m osztalya univerzilis.
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Hasité tablazatok — Altalanos tervezés

* Vélasszuk meg a tdbla méretét

* A nagy tbla csokkenti az litkdzések valdszintiségét!
tabla méret: m
n elem

n

utkozések valdszinlisége a =

3

* Vélasszuk meg a tdbla szervezését
* novekedni fog a gyUjtemény?
* Léncolt listdk — Gondoljunk a fékra is!
* A méret relative statikus?

* Tulcsordulasi teriilet vagy
* Re-hash

* Vidlasszunk egy hash fliggvényt
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Hasitd tablazatok - Altalanos tervezés
* Vélasszunk egy hash fliggvényt

* Egy egyszerti (és gyors) j6 lenne ...
* Olvassunk irodalmat j6 otletekért!

* Vizsgdljuk a hash fliggvényt az adatainkkal
* Fix adatokkal

* Prébéljunk kiilonbozé h, m értékeket amig a maximalis Uitkozési lanc
elfogadhatd lesz

* Ismert hatékonysag
* Valtozd adatokkal
* Vilasszunk jellemzé adatokat

* Prébaljunk kiilonbozé h, m értékeket amig a maximalis Uitkozési lanc
elfogadhaté lesz

» Altaldban megjésolhaté hatékonység
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