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Piros-Fekete fak

* A piros-fekete fa olyan bindris kereséfa, melynek minden

pontja egy extra bit informdciét hordoz: ez a pont szine,
amelynek értékei: PIROS vagy FEKETE.

* A pontok szinezésének korlatozasaval biztosithaté:

* piros-fekete faban barmely, a gyokértél levélig vezets ut hossza
nem lehet nagyobb, mint a legrovidebb ilyen ut hosszanak
kétszerese.

* Tehat az ilyen fak megkozelitéleg kiegyensulyozottak.

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fa tulajdonsdgok

* A fa minden pontja tartalmazza a szin, kulcs, bal, jobb és sziilé
mezdket.

* A szokasos bindris keresési fa minden olyan cstcspontjat,
aminek kevesebb, mint két gyereke van kiegészitjiik tovabbi
gyerekekkel.

* Ezek lesznek a fa levelei.
* Specidlis, NIL értéket tartalmazé cstcsok lesznek.

* Igy a fa azon pontjai, amelyek valédi adatot tartalmaznak, azok nem
lesznek levelek.

* Erre a szerkezeti tulajdonsagra épit a definicid.
* Az implementdlas soran nem (feltétlen) taroljuk ezeket a csticsokat.

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak

* Egy Piros-Fekete fa
* Minden csucs PIROS vagy FEKETE
* A gyokér, és minden levél FEKETE

v -
e Alevelek FEKETE ,,Ijelzc’S" ‘ ‘ ‘ ‘

csucsok, nem tartalmaznak

adatot Jelz6 csucsok (feketék)

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak

* Egy Piros-Fekete fa
* Minden csucs PIROS vagy FEKETE

* A gyokér, és minden levél FEKETE
* Ha egy csucs PIROS, akkor mindkét gyereke FEKETE

* Ebbél kovetkezik, hogy egyik
uton sem lehet két egymast v
kovets PIROS csucs.

* De akarhany egﬁmést kovetd
FEKETE csucs lehet

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fa definicidja

* Egy Piros-Fekete fa
* Minden csuics PIROS vagy FEKETE
* A gyokér, és minden levél FEKETE

* Ha egy csucs PIROS, akkor mindkét gyereke FEKETE

* Minden csucsbdl minden ut egy levélig ugyanannyi
FEKETE csucsot tartalmaz

* A gyokértél minden uton
3 FEKETE cstcs van

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak

* Egy Piros-Fekete fa
* Minden csuics PIROS vagy FEKETE
* A gyokér, és minden levél FEKETE
* Ha egy csucs PIROS, akkor mindkét gyereke FEKETE

* Minden csucsbdl minden ut egy levélig ugyanannyi
FEKETE csucsot tartalmaz

* Az x pont fekete-magassaga

* fm(x) — az x pontbdl induld, levélig
vezetd uton taldlhatd, x-t nem
tartalmazo fekete pontok szama.

* A fafekete-magassaga:
fm(a fa gyokere)

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak

e Llemma

* Barmely n bels6 pontot tartalmazé piros-fekete fa magassaga <
2 log,(n+ 1)

* A bizonyitas alapja, hogy a magassag < 2 * fekete-magassag
* Arészletek a Cormen konyven megtalalhatok
* Keresési id6
* O(log,n)
* Lathaté ebbdl a PF fak hatékonyaga %

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

* Egy Uj csucs beszurasa
* Sziikség van a PF fa tulajdonsag helyreallitasara
* Szurjuk be a 4-et
* Keressiik meg a helyét a binaris kereséfaban

* Szinezziik pirosra — Miért?
11
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Piros-Fekete fak — beszuras
» Allitsuk helyre a PF tulajdonsagot

* Amig az x és sziil&je egyarant piros, vagy el nem értiik gyokeret
helyredllitasi [épéseket kell tenni

11
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Piros-Fekete fak — beszuras
» Allitsuk helyre a PF tulajdonsagot

* Jeloljiik meg a csticsokat

* A szill6 balra van a nagysziil6tél, és az x balra van a sziil6tél

* Itt a sziil6 azonos oldali gyereke a nagysziilének, de lehetne ellenkezé oldali
is

* AnagggllS jobbgyereke (nagybacsi) legyen az y

X.parenip arent

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 1. eset
* Ha a nagybdcsi szine piros, cseréljik meg y, a nagyszilé és a sziilé
szinet
11
2 14
X.paren qoarent
1 7 15
x.parent y
5 8
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 1. eset
* Ha a nagybdcsi szine piros, cseréljik meg y, a nagyszilé és a sziilé
szinet

X.parengparent

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

* Az el6z6t folytatva
* x jelolje az eddigi x nagysziil6jét
* Ebben a helyzetben az x sziil6je megint balgyerek

* Az y pedig jelolve tovabbra is az x nagybacsijat
* Ez most nem piros, hanem fekete, ami egy masik, Uj eset

11
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Piros-Fekete fak — beszuras

e ). eset

* Ha az x nagybdcsija fekete, az x és sziil6je is piros és a sziil6
ellenkezé oldali gyereke a nagysziilének, mint az x a sziilének ...

* Megjegyzés: ez az eset fliggetleniil is eléfordulhat az el6z6tdl

11
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 2. eset
* ... akkor forgassunk x és sziiléje koriil balra ...

11
Y
2 14
X
1 ‘[\ 7 15
5 8
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 2. eset
* ... jeloljik &t, legyen x az eddigi x sziil&je és
» forgassunk x és gyereke koriil balra ...

* Ezzel az x és sziilje, valamint a sziil& és nagysziilé kézotti oldalisagot
azonossa tettiik, mast még nem oldottunk meg.

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

e 3. eset

* Ha az x nagybdcsija fekete, az x és sziilGje is piros és a szlil6
azonos oldali gyereke a nagysziilének, mint az x a szlilének ...

* Megjegyzés: ez az eset fliggetleniil is eléfordulhat az el6z6tdl

11
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 3. eset
* ... akkor kicseréljiik a szineket a sziilé és a nagysziil§ kozott ...

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 3. eset
* ... akkor kicseréljiik a szineket a sziilé és a nagysziilé kozott
* ... és forgatunk a sziilé és a nagysziil6 mentén jobbra

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

* 3. eset
* ... akkor kicseréljiik a szineket a sziilé és a nagysziilé kozott
* ... és forgatunk a sziilé és a nagysziil6 mentén jobbra
* Ez most mar PF fa

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — beszuras

* Van egy ekvivalens esetszétvalasztas, amikor a szul6 a
nagyszild jobbjan van!
* Természetesen akkor az irdnyok megvaltoznak, megfordul

* Az azonos oldalisag vizsgalata megmarad

* Mindig addig megyiink felfelé, amig az x sziilSje is piros

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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* Forgatasok:
« BALRA-FORCAT, JOBBRA-FORCAT
* Mindketté megdrzi a kulcsok inorder sorrendjét
* A mivelet idéigénye O(1)
« A BALRA-FORGAT feltételezi, hogy jobb[x] # NIL

BALRA-FORGAT(T, x)
y «<jobb[x]; jobb[x] « bal[y]
if bal[y] =# NIL
then sziulé[bal[y]] « x
szUulo[y] « szuld[x]
if szul6[x]= NIL
then gyokér[T] « vy
else if x=bal[szuld[x]]
then bal[szulo[x]] « vy
else jobb[szulo[x]] « vy
bal[y] « X
szUul6[x] « vy

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — algoritmusok

* Lehetséges esetek annak megfeleléen, hogy az x, illetve x
szlil6je bal- vagy jobbgyerek-e, és hogy milyen szin( a
nagybadcsi, illetve a nagysziilé:

1. eset: sziil6 és nagybdcsi piros, nagysziilé fekete (oldaltél nem

fligg)
2. eset: sziil6 piros, nagybdcsi fekete, x jobbgyerek (ellenkezé
oldali gyerek) (balra forgatok, igy 3.eset)

3. eset: szill§ piros, nagybacsi fekete, x balgyerek (azonos oldali
gyerek)

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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PF-Faba-beszur(T,x)
Faba-beszur(T,x) -- beszurom a bindris kereséfaba
szin[x]«PIROS
while x # gyokér[T] and szin[szUl6[x]]=PIROS do
if szUlo[x] = bal[szuld[szulo[x]]] then
y <« jobb[sziulé6[szulo[x]]]
if szin[y] = PIROS then

szin[szUl6[x] ]« FEKETE --1.
szin[y] <« FEKETE --1.
szin[szul6[szulé[x]]]«PIROS --1.
X¢-sziul6[szulo[x]] --1.
else if x = jobb[szuld[x]] then

X¢—szUl6[x] --2.

BALRA-FORGAT(T, x) --2.
szin[szlUl6[x] ]« FEKETE --3.
szin[szul6[szul6[x]]]«PIROS --3.
JOBBRA-FORGAT(T, szUl6[sziilé[x]]) --3.

else

Piros-Fekete fak — algoritmusok

eset
eset
eset
eset

eset
eset
eset
eset
eset

-- Az el6zbeknek szerint, csak az oldalak forditva

szin[gyOkér[T]]« FEKETE

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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 Fiba-beszurral
betettuk x-et, és
pirosra szineztiik.

* Mivel a sziilgje is
piros, igy a 3.
tulajdonsag nem
teljesdil.

* y —a jobb nagybdcsi
is piros, tehat 1. eset
all fenn ...

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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* x feljebb kertil, x és
az apja szintén piros,
de most a jobb
nagybdcsi fekete, és x
jobb fia sziil&jének

* 2.eset, balraforgatés

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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* most mar x bal
fia sziil6jének

* ez a 3. eset, igy X
nagysziiléjének °
jobbraforgatasa
és a szinek
csereje jon ...

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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* ... éskész a piros-
fekete fa

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

Egy z csucs torlése egy binaris keres6fabdl:
1. eset: z-nek nincs nem-nil gyereke
 toroljik a cstucsot ( a sziilét a nil-elemmel kotjiik Ossze)
2. eset: z-nek egy nem-nil gyereke van
 toroljik a csticsot ( a sziil6t a gyerek-elemmel kétjiik 6ssze)
3. eset: z-nek két nem-nil gyereke van
* megkeressiik a kdzvetlen rakovetkezéjét

 atmasoljuk beldle az adatot z-be (z szine valtozatlan marad)
* toroljik a rakovetkezst (ennek csak 0 v. 1 gyereke lehet)

* Jeloljiik y-nal a ténylegesen kitorolt elemet.

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

Ha a kitorolt elem (y) piros volt

Tulajdonsdg és leirdsa lgaz?
1. Minden csucs piros vagy fekete igen
2. A gyokér fekete igen
3. Minden levél (nil[ T]) fekete igen
4. Ha egy csucs piros, mindkét gyerek fekete igen
5. Minden Ut egy cstcstdl a leszarmazott igen
levelekig ugyanannyi fekete cstcsot
tartalmaz

Ebben az esetben nincs tennivald.

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

Ha a kitorolt elem (y) fekete volt

Tulajdonsdg és leirdsa lgaz?
1. Minden csucs piros vagy fekete igen
2. A gyokér fekete 22?
3. Minden levél (nil[ T]) fekete igen
4. Ha egy csucs piros, mindkét gyerek fekete 2?7
5. Minden Ut egy cstcstdl a leszarmazott 2?7

Az elvesztett” fekete csucsot kell ,pdtolni”

2017.11.07.

levelekig ugyanannyi fekete cstcsot
tartalmaz

Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak



W Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Piros-Fekete fak — torlés

* Ahhoz, hogy helyredllitsuk a fekete csucsok szamat minden
uton, a gyerekének adjuk a kitordlt csucs fekete szinét

. Uiy képzeljik, hogy a gyerekének most van egy extra
feketéje
* Ha a gyerek szine fekete, akkor most dupla-fekete,

* Ha a gyerek szine piros, akkor most piros-fekete

* Ténylegesen nem viltoztatjuk a csucsot a kddban, csak ugy vessziik,
mintha...

* Ezzel alegnehezebb, 5. tulajdonsigot teljesitjlik
* Cserébe az 1., 2. tulajdonsigot nem
* A gyerek se nem piros, se nem fekete.

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak



N Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Piros-Fekete fak — torlés

* Az 1. tulajdonsag helyreidllitasara ezt az ,extra” feketét vissziik felfelé
a fdban, mig a kévetkez&k egyike igaz nem lesz:

* x egy piros-fekete csticsra mutat. Ekkor feketére szinezziik, és kész

* x a fa gyokerére mutat. Ha dupla-fekete, eltavolitjuk az egyik
feketéjét, és kész, mert ha a gyokérbdl visziink el egy extra feketét,
akkor egyforma marad a levelekhez vezet& utakon a feketék szama

* Olyan ponthoz ériink, ahol forgatasokkal és atszinezésekkel el tudjuk
tavolitani az extra feketét Uigy, hogy nem sértjiik meg a piros-fekete
tulajdonsdgokat tobbé

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

PF-FABOL-TOROL(T,z) -- t6rlés, mint bindris keres&fabdl,
majd p-f helyreallitas

if bal[z]=nil[T] or jobb[z]=nil[T] -— jelolo strazsa
then y<«z -- 0@ vagy 1 gyerek
else y«FABAN-KOVETKEZO(T,z) -- 2 gyerek

if bal[y]#nil[T]
then x<«bally] -- X az y 0 vagy 1 gyerekére mutat
else x<«jobb[y]

szUlé[x] «szuld[y] -- ha volt (egy) gyereke, beflizzik

if szuld[y]= nil[T]
then gyokér[T]«x
else if y = bal[szulo[y]]
then bal[szulo[y]]«x
else jobb[szulo[y]]«x
if y#z
then kulcs[z]«kulcs[y] -- ha két gyerek volt
(ha van egyéb mezd, azt is)

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

PF-FABOL-TOROL(T,z) -- folytatas

if szin[y]=FEKETE -- ha y PIROS, akkor PF
tulajdonsag OK
(fm nem valtozott sehol,
piros-piros szulo-gyerek
kapcsolat nem keletkezett.)
then PF-FABOL-TOROL-JAVIT(T,x)
-- az x ténylegesen a
torlenddnek a gyereke!

return y

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

* Mi séril?
* Ha az y fekete volt, akkor most minden ut, ami az y-n keresztiil
haladt, eggyel kevesebb fekete pontot fog tartalmazni

* y &seire nem teljesiil a 5. tulajdonség
* Amikor y-t eltavolitjuk, fekete értékét ,tovdbbadjuk” a
gyerekének

* Ha x is fekete volt, akkor most ,kétszeresen fekete” lesz
* Ez sértiaz 1. tulajdonsagot

2017.11.07. Adatszerkezetek és algoritmusok - Piros-fekete fak
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Piros-Fekete fak — torlés

* Lehetséges esetek:

* Csak azokat vessziik figyelembe, ahol x balgyerek, ahol jobb, az
szimmetrikusan adédik.

* wjeloli x testvérét (w <- jobb[szilS[x]] )

1. eset: x testvére w piros

2. eset: x testvére w fekete és w mindkét gyereke fekete

3. eset: x testvére w fekete, w balgyereke piros, jobbgyereke
fekete

4. eset: x testvére w fekete, w jobbgyereke piros
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1. eset

* x duplan fekete, és a testvére (w) piros
* w-nek van fekete fia

* igy w és szll6[x] szinét felcserélve és balra forgatva a sziil§[x]-t, az x Uj
testvére fekete lesz

e 2.,3.,vagy 4. eset
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Piros-Fekete fak - torlés

* 1. eset: x testvére w piros
* Pszeudokdd:
if szin[w]=PIROS
then szin[w]<«FEKETE
szin[szuld[x]]«PIROS
BALRA-FORGAT (T, sziild[x])
w<—jobb[szulo[x]]
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* Awis fekete, igy nézziik az § gyerekeinek a szinét

* ha mindkét fia fekete: elvehetiink egy feketét x-t&l és w-t6l igy x egyszer
fekete, w piros lesz, és szlil6[x] kap extra feketét,

* Ezutan folytatjuk a helyredllitasi ciklust a szUlS[x]-re

c szin( .
‘ c+fekete szin(
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Piros-Fekete fak - torlés

* 2. eset: x testvére w fekete és w mindkét gyereke fekete
* Pszeudokadd:
if szin[bal[w]]=FEKETE and
szin[jobb[w] ]=FEKETE
then szin[w]«PIROS
X<—SzUl6[ x]
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* w fekete, bal fia piros, jobb fia fekete
* w és bal[w] szinét cseréljiik, majd jobbforgatas w-re, az Uj w fekete, és jobb fia

piros c szinl
) -
(2)

* A4 esettel folytatjuk

c szinu
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Piros-Fekete fak - torlés

* 3. eset: x testvére w fekete, w balgyereke piros,
jobbgyereke fekete

* Pszeudokdd:

else if szin[jobb[w]]=FEKETE
then szin[bal[w] ]« FEKETE;
szin[w]<«PIROS,
JOBBRA-FORGAT (T,w);
w<—jobb[szuld[x]]
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* w fekete és jobb fia piros

* w, sziil6[x] és jobb[w] szinét valtjuk, majd szllS[x] koril balraforgatva ugy
torolhetjlik le az x extra feketéjét, hogy a PF tulajdonsag marad

* Ezutdn x legyen a részfa gyokere és kész

¢ szinU ‘ X c szinu
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Piros-

* 4. eset: x testvére w fekete, w jobbgyereke piros

Fekete fik - torlés

* Pszeudokdd:

szin
szin
szin

(W]<szin[szul6[x]]
[szUlO[x] ]«FEKETE;

jobb[w]]«FEKETE

BALRA-FORGAT(T, szuld[x])

X <
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Piros-Fekete fak — algoritmusok

PF-FABOL-TOROL-JAVIT(T,x)
while x # gyokér[T] and szin[x]= FEKETE
do if x = bal[szuld[x]]
then w<«jobb[sziuld[x]]
if szin[w]=PIROS
then szin[w]<«FEKETE; szin[szul6[x]]«PIROS
BALRA-FORGAT(T,szul6[x]); w«jobb[szil6[x]]
if szin[bal[w]] = FEKETE and szin[jobb[w]] = FEKETE
then szin[w]<« PIROS; x<«-szulé[x]
else if szin[jobb[w]]= FEKETE
then szin[bal[w]]<«FEKETE; szin[w]<«PIROS
JOBBRA-FORGAT(T,w); w«jobb[sziil6[x]]
szin[w]« szin[szuld6[x]]
szin[szul6[x] ]«FEKETE; szin[jobb[w]]<«FEKETE
BALRA-FORGAT(T, sziil6[x])
X<—gyokér[T]
else ua., mint a then, csak a bal és jobb felcserélve
szin[gyokér[T]]«FEKETE
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Piros-Fekete fdk — Elemzés

 Hozzaadas
* Beszuras

« Osszehasonlitasok O(log, n)
* PF-tulajdonsighoz O(log, n)
* Minden lépésnél x felfelé mozog a faban legaldbb egy szintet
« Osszesen O(log, n)
* Torlés
« Osszesen szintén O(log, n)

* Bonyolultabb, de O(log, n) viselkedést ad dinamikus
esetekben is!
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Dinamikus fak: PF vagy AVL?

e Beszuras
* AVL: két menet a fan keresztul

* lefelé a csucs beszurasdhoz
* felfelé az Gjrakiegyenstlyozashoz

* Piros-Fekete: két menet a fan keresztul
e lefelé a cstcs beszurasahoz
« felfelé az ujrakiegyensulyozashoz

* A Piros-Fekete népszertibb?
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Dinamikus fak: PF vagy AVL?

* Beszuras
* Ha a Cormen et al. kdnyvet olvassuk,
* nem indokolja, hogy miért részesiti elényben a Piros-Fekete fakat

» Weiss konyvében szerepel, hogy egy Piros-Fekete fat ki lehet
egyensulyozni egy menetben

* M A Weiss, Algorithms, Data Structures and Problem Solving with C++,
Addison-Wesley, 1996

* lgy a Piros-Fekete fak hatékonyabbak lesznek, mint az AVL fék!
* Fontos olvasni a szakirodalmat
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Dinamikus fak

* Beszuras egy menetben

* Ahogy megyiink lefelé a fan, ha talalunk egy csucsot
két piros gyerekkel, valtoztassuk a szinét pirosra és a gyerekekét
feketére

* Ez nem véltoztatja a fekete cstiicsok szamat egyetlen tton sem

* Ha ennek a csticsnak a sziiléje piros volt, akkor forgatas kell ...
* A forgatas lehet sima, vagy dupla
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Hash tablak

Kovetkezd alkalommal



