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Binaris kereséfak

* A sorrend megdrzése fontos
* ez a transzformdcié megdrzi a kereséfa tulajdonsagot
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Binaris kereséfak

* A sorrend megdrzése fontos
* ez a transzformdcié megdrzi a kereséfa tulajdonsagot

¢ b‘e’%

* Forgatast (jobbra) hajtottunk végre a 7 és 6 csucsok korill
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Binaris kereséfak
* A forgatdsok lehetnek bal- vagy jobb-forgatasok

* Mindkét fara az inorder bejaras
* AxByC

Jobbra-forgat
x o
:/ E ‘Balra-forgat

X
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Binaris kereséfak
* A forgatdsok lehetnek bal- vagy jobb-forgatasok

* Mindkét fara az inorder bejaras
* AxByC

Jobbra-forgat X
x oN
:/ E ‘Balra-forgat B :

* Az x-y viszony megvaltozasan tul a B részfa helyzete is valtozik
* Axjobbgyerekébdl dtkeriil az y balgyerekébe
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AVL fak

* Az elsé kiegyensulyozott fa algoritmus
« Kitalaléi: Adelson-Velskii és Landis (1962)

* Tulajdonsagok

* Binaris rendezéfa

* A bal és jobb részfak magassaga legfeljebb 1-gyel kiilonbozik egymastdl
« Arészfakis AVL fak
* AVLfa Nem AVL fa
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AVL fak

* Jelolje m(f) az f binaris fa magassagat (szintjeinek szamat),
ha x az f fa egy csucsa: ekkor m(x) jeldli az x-gyokert
részfa magassagat

* Definicié (AVL-tulajdonsag)

* Egy binaris kereséfa AVL-fa, ha minden x csticséra teljestil, hogy
Im(bal[x]) - m(jobb[x])| <1
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AVL fak

* Mekkora a k-szint(i AVL-fa minimdlis csicsszama?
k=1 k=2 k=3 k=4
Sl=1 Sz=2 53=4 S4_:7

PPN
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AVL fak
* Mekkora a k-szintli AVL-fa minimalis csiicsszama?
k=5
Se =12
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AVL fak

* Osszefliggés az AVL-fa pontszdma és magassaga kozott:

* n adattal felépithetd fa minimalis magassaga?
* Ez egy majdnem teljes binaris fa
* n adattal felépithetd fa maximalis magassaga?

* Ugyanez a kérdés: az adott h szintszamu AVL-fak koziil mennyi a minimalis
pontszam?

* Vilasz

* A h szintszamu minimdlis csicsszamu AVL-fa gyokerének
egyik részfaja h— 1, a masik h- 2 szintd

* Az eredeti fa minimalitasa miatt pedig mindkét részfa minimalis
csucsszamu
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AVL fa maximadlis magassaga

Rekurzié:
Sh — 1 + Sh—l + Sh—Z
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AVL fak — magassag

* Tétel
Egy h magassagu AVL fanak legalabb F;, 3 — 1 csiicsa van
* Bizonyitas
* Legyen S, alegkisebb h magassagu AVL fa mérete
* ezt jeloljik majd n-nel
* Ismert, hogy
* So=0ésS; =1,valamintS, =1+ S,_1 + Sy_»
* Indukciét hasznalva
* Sh = Fpyz —1
e Ez a,3-mal eltolt Fibonacci” szdm
c 1+ Fpyp—1+F—1=Fpy—1
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AVL fak — magassag

 Tétel: Ha F AVL fa, akkor h(F) < 1,44 * log,(n + 1) ahol n az F fa pontjainak
szamat jeloli.
* Bizonyitas: Legyen S; az i magassagu, legkevesebb pontot tartalmazé AVL fa
pontjainak szama, jeloljik B; = S; + 1
* Ekkor BO — 1, Bl = 2 és Bm = Bm_2+Bm_1 (ha m > 1)
* Lemma: ™ < By, ahol ® = 1+VS
« 1=0°<B,® <B,.

* Teljes indukciéval,a 2 ...m — 1-re igaz
B, =B,_3+B,,_4 = ®" 2+ dM™ 1 = d™2(1 + D)

* Ugyanakkor (1 + ®) = ®*?
* Tehatd™ < B,, =S, + 1 <n+1azazm xlog,® < log,(n + 1)

e Ekkor h(F) =m < (Iogl cb) *log,(n+ 1) = 1,44 xlog,(n + 1)
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Ujrakiegyensulyozas beszirasndl

* Amikor beszurunk egy elemet az AVL tulajdonsag
elromolhat

* A helyrehozdsnak négy kiilonb6zé esete van
* 1.és4. eset, valamint a 2. és 3. eset tiikorképei egymasnak
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Ujrakiegyensulyozas beszirasndl

* Egy Uj attributumot vezetiink be, a kiegyenstlyozasi
tényezst
* -1 :bal részfa magasabb 1-gyel
* 0: egyforma magasak a részfak
* +1: jobb részfa magasabb 1-gyel
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beszuras

Az Uj levél a y részfaba kertilt.
a<x<B<y<y A beszuras eltt a fa magassaga h+2 volt.
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Az Uj levél a y részfiba kerdiilt.
A beszuras el6tt a fa magassaga h+2 volt.
Forgatas:

Ennek a tiikérképe a A forgatas utan ismét h+2 a magassag. Ezért

(--,-) szabaly! (1. eset) feliebb, a befoglalé faban (ha van),
véltozatlanul érvényes az AVL tulajdonsag,
o <x<PB<y<y nem kell feliebb menni ellendrizni.
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ezt szurtuk be
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A beszuras el6tt a z csucs alatti fak egyformadk:

A (+ + ’_) SZ&b é]y: Az Uj levél a z alatti B vagy y részfaba kertlt.
+ ++

h h-1
A beszuras utan az egyik részfa magassiga h

a<x<PB<z<y<y<9 lett, a masik maradt h-1.
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A (++’_> Szabély Dupla forgatas kell: el&szor jobbra:
++

—)

++

£

h-1v.

h-1 h
h h-1

a<x<PB<z<y<y<>d
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A Szab aly Dupla forgatas kell: azutan balra:

2017.10.17. Adatszerkezetek és algoritmusok - AVL fa
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A (_|. + ’_) Szab é]y: A beszuras el6tt az x gyokerti fa magassaga h+2 volt.

A forgatas utan ismét h+2 a magassag. Ezért feljebb, a
Végeredmény befoglal6 faban (ha van), valtozatlanul érvényes az AVL
tulajdonség, nem kell feljebb menni ellenérizni.

- m/ N

AA AA

Tovébbra is igaz:
oy e 1 B i
A<X<B<z<YT<V<S Ennek a tiikérképe a (--,+) szabaly!
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A (++,-) szabaly

* Ennél az esetnél a két forgatdsi 1épés sszetartozik, a kettd
kozott nincsen feltétel vizsgalat.
* A két forgatas kozott el6fordulhat, hogy a részfak (a, 3,7y, ) a

kapcsolédé sziildkkel olyan részfa-magassagot eredményeznek,
amely elvben nem lehetséges (++,++)

* Ez azonban atmeneti allapot, lathatd, hogy a dupla forgatas
végeredménye mindenképpen jo lesz

* Az atmeneti pillanatban nincs is esetvizsgélat.
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Ujrakiegyensulyozas beszirasndl

» Osszefoglalva:

* A beszuras utan az Uj levéltdl felfelé haladva a gyokér felé ujra
szdmoljuk a csucsok cimkéit ezen az Utvonalon. Ha egy x csucs
cimkéje ++ vagy —- lesz, akkor az x gyokerti (rész)fa (esetleg
dupla) forgatasaval helyreallithaté az AVL tulajdonsag.

* A tényleges helyredllitasi [épés miiveletigénye: O (1)

2017.10.17. Adatszerkezetek és algoritmusok - AVL fa



- P4zmany Péter Katolikus Egyetem

Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Ujrakiegyensulyozas beszirasndl

* Tétel
* Legyen S egy n csucsbdl allé AVL-fa. BESZUR(s; S) utén
legfeliebb egy (esetleg dupla) forgatassal helyredllithaté az AVL-
tulajdonsag. A beszuras koltsége ezzel egyiitt is O (logn).
* Bizonyitas
* az el6z8ekbdl kovetkezik
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AVL tak - Ujrakiegyensﬂlyozés torlésnél

A torlés az a részfdban tortént. Ennek a

magassaga h+1 volt és h lett. Az x gyokerti fa
magassaga h+3 volt
h+1
+1

oa<x<PB<y<y
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_|_ _|_ _|_ _|_ _|_ O S 7 ab a] A torlés az o részfaban tortént.

Ennek a magassdga h+1 volt és h lett.

Az x gyoker(i fa magassaga h+3 volt.
Forgatas:

A forgatas utan h+2 a magassag. Ezért feljebb, a befoglal6 faban (ha
van), nem biztos, hogy valtozatlanul érvényes az AVL tulajdonsag,
a<x<PB<y<y feljebb kell menni ellen&rizni, amig a gyokérig nem jutunk.
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A (++,+) szabaly

Ha az eredeti faban példaul:

h+4

a<x<PB<K<y<y<z<o
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A <+ +,+) SZabély kkor az eredmény fa:

h+2 0
h
h+1
h
h+4

feliebb kell menni ellendrizni, és sziikség szerint
a<x<P<y<y<z<o helyredllitani, amig a gyokérig nem jutunk.

2017.10.17. Adatszerkezetek és algoritmusok - AVL fa



Pazmany Péter Katolikus Egyetem

Informaciés Technolégiai és Bionikai Kar

A (+ 4 ’_> Szab é])/ A torlés az a részfaban torténik. Ennek a magassaga
+

h+1 volt és h lett. Az x gyokerti fa magassaga h+3.

h+1

h-1w. -
h h-1

a<x<B<z<y<y<9d
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A (_|__|_ _) SZabély Dupla forgatas kell: el6szor jobbra:
: ++

\

h-1vw.
h h-1

a<x<P<z<y<y<od

A
A
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A (+ 4 ’—> Szab é])/ A forgatds utan h+2 a magassag. Ezért feljebb, a

befoglalé faban (ha van), nem biztos, hogy
Végeredmény véltozatlanul érvényes az AVL tulajdonsag,

feljebb kell menni ellendrizni, amig a
‘ / Yerlg nem jutunk.

Tovabbra is igaz:

a<x<B<z<y<y<9d
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Ujrakiegyensulyozas torlésnél

* Osszefoglalva:

* Mivel az x gyoker(i fa magassaga csokkent a forgatassal, ezért feljebb is, ha van
befoglalé fa, elromolhatott az AVL tulajdonsag

* A torlés utdn a torolt elem sziil6jétdl kezdve felfelé haladva a gyokér felé ujra
szamoljuk a csticsok cimkéit ezen az utvonalon

 Ha egy x csucs cimkéje ++ vagy — - lesz, akkor az x gyokerti (rész)fa (esetleg
dupla) forgatasaval helyreallitjuk annak AVL tulajdonsagat

* Hax nem a gyokér, akkor feljebb kell [épni és folytatni kell az ellen&rzést
 SzélsSséges esetben az adott Utvonal minden pontjaban forgatni kell
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Ujrakiegyensulyozas torlésnél

o Tétel
* Az n pontu AVL-fabdl valé torlés utan legfeljebb
1,44log,n (sima vagy dupla) forgatas helyredllitja az AVL-
tulajdonsagot.
* Bizonyitas
* az el6z6ekbél kovetkezik.
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Torlés vs. beszuras

 Torlési esetek eltérnek a beszurastdl a kovetkezékben:
* Lehetséges a (--,0) illetve (++,0) kiindulé allapot is
* A fa gyokeréig fel kell menni az ellenérzés soran
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Osszefoglalés
+ AVL fak

* Az elsé dinamikusan kiegyensulyozott fak
* A magassag az optimalis 44%-an beliil

» Ujrakiegyensulyozas forgatasokkal

* O(logn)
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