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Rendezési (keresd) fak

* A rendezési fa ( vagf/ kereséfa) olyan bindris fa
adatszerkezet, amelynek kialakitasa a kiilonb6zé
adatelemek kzott meglévd rendezési relacidt koveti

* A fa felépitése olyan, hogy minden csucsra igaz az, hogy

* a csucs értéke nagyobb, mint tetszéleges csicsé a téle balra lévs
lesz4llé agon és

* a csucs értéke kisebb minden, a téle jobbra 1évé leszallé agon
taldlhaté csucs értékénél

* AT fa barmely x csticsara és bal(x) barmely y cstcsara és
jobb(x) barmely z csucsara:

y<x<zZz
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Rendezési (keresd) fak

* A rendezési fa az 6t tartalmazé elemek beviteli sorrendjét
is visszatukrozi.

* Ugyanazokbdl az elemekbdl kiillonb6z6 rendezési fak
épithetdk fel.
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Elemek beszurasa példa
©6,3,1,9,7,5,10
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Elemek beszurasa példa
*9,7,6,5,10,3,
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Rendezési (keresd) fak

* Fontos tulajdonsag
* inorder bejarassal a kulcsok rendezett sorozatat kapjuk

* Az algoritmus pszeudokddija:
Inorder-fa-bejaras(x)
if x#NIL
then Inorder-fa-bejaras(bal[x])
print(kulcs[x])
Inorder-fa-bejaras(jobb[x])
* Egy T bindris kereséfa 6sszes értékének kiiratasahoz
Inorder-fa-bejaras(gyokér[T])
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Rendezési (keresd) fak

* Az algoritmus helyessége a binaris-keresé-fa
tulajdonsagbdl indukciéval adddik.

* Egy n csucsu binaris keresé fa bejarasa O(n) ideig tart
* A kezd&hivas utan a fa minden cstcspontja esetében pontosan
kétszer (rekurzivan) meghivja Gnmagat
* egyszer a baloldali részfara
* egyszer a jobboldali részfara
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Mveletek

» Keresés
* AT fdban keresstik a k kulcsu elemet (cstcsot)
* ha ez létezik, akkor visszaadja az elem cimét, egyébként NIL-t.

* Az algoritmust megadjuk rekurziv és iterativ megoldasban
is, ez utébbi a legtobb szdmitégépen hatékonyabb.
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Mveletek

* Keresés
* A rekurziv algoritmus pszeudokédja
Faban-keres(x, k)
if x = NIL or k = kulcs[x]
then return x
if k < kulcs[x]
then return Faban-keres(bal[x], k)
else return Faban-keres(jobb[x], k)
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Miveletek

e Keresés:

* Az iterativ algoritmus pszeudokddja
Faban-iterativan-keres(x, k)
while x # NIL and k =# kulcs[x] do
if k < kulcs[x]
then x « bal[x]

else x « jobb[x]
return x

2017.10. 09.
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Mveletek

e Minimum keresés

* Tegyiik fel, hogy T # NIL. Addig kévetjiik a baloldali mutatdkat,
amig NIL mutatét nem taldlunk

* Az iterativ algoritmus pszeudokédja:
Faban-minimum (T)

X <« gyokér[T]

while bal[x] # NIL

do x <« bal[x]

return x
* Helyessége a binaris-keresé-fa tulajdonsagbdl kovetkezik
* Lefut O(h) id6 alatt, ahol h a fa magassaga
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Mveletek

e Maximum keresés

* Tegyiik fel, hogy T # NIL. Addig kévetjiik a jobboldali mutatdkat,
amig NIL mutatét nem taldlunk

* Az iterativ algoritmus pszeudokédja:
Faban-maximum (T)

X <« gyokér[T]

while jobb[x] # NIL

do x <« jobb[x]

return X
* Helyessége a binaris-keresé-fa tulajdonsagbdl kovetkezik
* Lefut O(h) id6 alatt, ahol h a fa magassaga
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Miveletek

 Kovetkezd elem: x csuics rakdvetkezdjét adja vissza, ha van,
NIL kiilonben

 Tobb eset lehetséges
* Példaul a 10 rakovetkezéje a 14
* Algoritmusa

* Létezik a megfeleld jobb részfa
if jobb[x] # NIL

then return Faban-minimum (jobb[x])
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Mveletek

 Kovetkezd elem: x csuics rakdvetkezdjét adja vissza, ha van,

NIL kiilénben %
o

* A 14 rakoévetkezéje a 15
o

* Nem létezik a jobb részfa
* Felfelé kell keresni

* Algoritmusa
y <« szulo[x]
while y # NIL és x
X <y
y <« szulo[x]
return y

jobb[y] do
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Mveletek

* Kovetkezd elem: x csuics rakdvetkezjét adja vissza, ha van,
NIL kilonben
* A 16 rakovetkezéje a 21
* Nem biztos, hogy mindig a gyokér!
4 E N

* Algoritmusa 0 @

y <« szulo[x]
while y # NIL és x = jobb[y] do
X <y

y <« szulo[x]
return y
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Miveletek

» Kovetkezd elem: x csuics rakdvetkezéjét adja vissza, ha van,
NIL kulonben

* Teljes algoritmus

Faban-kovetkez6(T, Xx)
if jobb[x] # NIL
then return Faban-minimum (jobb[x])
y <« szuld[x]
while y # NIL és x = jobb[y] do
X <Y
y <« szuld[x]
return vy
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Miveletek

* Faban-kovetkezd(T, x) futasi ideje h magassagu fak esetén
O(h).

* Megel8z6 elem: x cstiics megel&z6jét adja vissza, ha van,
NIL kiilénben.
 Faban-megel6z6(T, X)
* Hazi feladat
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Miveletek

» Tétel: A dinamikus halmazokra vonatkozéKeres, Minimum,
Maximum, Kovetkezd és EI6z6 miiveletek h magassagu
binaris kereséfaban O (h) idé alatt végezhetdk el

* Bizonyitas: az el6z8ekbdl kdvetkezik
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Miveletek

* Beszuras
* AT binaris keres6faba a p csucsot szurjuk be.

» Kezdetben:
 kulcs[p]=k
 bal[p] = NIL
* jobb[p] = NIL
 szUl6[p] = NIL

* Feltételezziik, hogy a faban még nincs k kulcsu csucs!

* Otthoni feladat megnézni, hogyan valtozik az algoritmus, ha ez a
feltételezés nem igaz
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Mveletek

* Faba beszur: szurjuk be példaul a 36-t!
* 1. megkeressiik a helyét

(35 I8

%
o
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Mveletek

* Faba beszur: szurjuk be példaul a 36-t!
* 1. megkeressiik a helyét

o 60
7 2
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Mveletek

* Faba beszur: szurjuk be példaul a 36-t!
* 1. megkeressiik a helyét

/
©- 0
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Mveletek

* Faba beszur: szurjuk be példaul a 36-t!
* 1. megkeressiik a helyét
* 2. belancoljuk

%
o
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Mveletek

* Algoritmus

Faba-beszir (T,p)
y <NIL; X <« gyokér[T]
while x # NIL
doy « X
if kulcs[p] < kulcs[x]
then x <« bal[x]
else X « jobb[Xx]
szulé[p] « vy
if y = NIL
then gyokér[T] « p
else if kulcs[p] < kulcs[y]
then bal[y] «p
else jobb[y] <«p
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Mveletek

o Torlés:
* AT bindris kereséfabdl a p cstcsot tordljiik

* LehetSségek:
1. p-nek még nincs gyereke: sziiléjének mutatdjat NlL-re allitjuk

2. p-nek egy gyereke van: a sziiléje és a gyermeke kozott épitiink
ki kapcsolatot

3. p-nek két gyereke van: atszervezziik a fat: kivagjuk azt a
legkdzelebbi rakovetkezgjét, aminek nincs balgyereke igy 1.,
vagy 2. tipusu torlés, majd ennek tartalmat beirjuk p-be

2017.10. 09. Adatszerkezetek és algoritmusok - Binaris kereséfak, keresés



Pazmany Péter Katolikus Egyetem

Informaciés Technolégiai és Bionikai Kar

= 0
7 S
Tes pp ro®

Miveletek

* Torlés: toroljiik ki példaul a 14-t!
* Ez alegegyszerlbb eset, alkalmazzuk az 1. szabdly szerinti
teend&ket

¥
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Mveletek

* Torlés: toroljiik ki példaul a 15-t!
* Ebben az esetben egy gyereke van a torlendének, tehat a 2.
szabalyt alkalmazzuk

°%,
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Mveletek

e Torlés: toroljik ki példaul a 10-et!
* Ebben az esetben két gyereke van a torlenddnek, tehdt a 3.
szabalyt alkalmazzuk

* A megfeleld, rakovetkezé elem a 15.

* Ennek nincsen balgyereke
* Halenne nem az lenne a rdkovetkezé

* Eléfordulhat, hogy jobbgyereke sincs / \
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Mveletek

e Torlés: toroljik ki példaul a 10-et!
* Ebben az esetben két gyereke van a torlenddnek, tehdt a 3.

szabalyt alkalmazzuk
* A megfeleld, rakovetkezé elem a 15.
00

* Ennek nincsen balgyereke
* Halenne nem az lenne a rdkovetkezé

* Eléfordulhat, hogy jobbgyereke sincs
* Helyet cserél a torlendé és
a rakovetkezd
* Majd végrehajtjuk a torlést az
eddigiek szerint

6
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Mveletek

e Torlés: toroljik ki példaul a 10-et!
* Ugyanez komplikdltabb példan
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Mveletek

e Torlés: toroljik ki példaul a 10-et!
* Ugyanez komplikdltabb példan
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Mveletek

* Feltesszlik, hogy p a T-ben Iétezik

* Fabal-torol (T,p)
if bal[p] = NIL vagy jobb[p] = NIL

then y «<p ) B -- 0, vagy 1 gyerek
else y <« Faban-kovetkez6(T, p) -- 2 gyerek
if ball[y] = NIL
then x <« tgal[y] --xazy0,vagy 1
~else x « jobb[y] gyerekére mutat
if x # N%L” o -- ha volt gyereke, akkor
then szUlo[x] <« szulo[y] befizi az uj sziil6hoz
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Mveletek

e Fabdl-t6r6l (T,p)

if szilé[y] =NIL -- ha a gyokeret toroltik
then gyokér[T ] «x akkor be kell éllitani az Gjat
else if y = bal[szlld[y]] - killénben a sziilének megfelels
then bal[szUlS[y]] <« X oldalhoz tartozdé mutatét kell
" else Jjobb[sziuld[y]] « X a7 x-re 4llitani
i - . ,
th)én ku?cs[p] « kulcs[y] - arnennylperlatenylegesen
return y torlendd cstiics nem azonos

azzal, amit kildncolunk &t kell
irni az adatot is

2017.10. 09. Adatszerkezetek és algoritmusok - Binaris kereséfak, keresés




- P4zmany Péter Katolikus Egyetem

Informaciés Technolégiai és Bionikai Kar

Keresések



LW Pazmany Péter Katolikus Egyetem
N’f Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Keresések

* Sok adat esetén milyen adatszerkezetben lehet hatékonyan
* keresni,
* mddositani,
* beszurni és
* tordlni?

* A gyakorlat azt mutatja, hogy fakban és tablazatokban
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Keresések

» Szekvencidlis keresések
* a keresési idé n-nel aranyos: O(n)
* rendezetlen tombok
* lancolt listak

e Binaris keresés

* rendezett tombok
* a keresési idé log,n-nel aranyos: O(log,n)
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Keresések

* Rendezett tomb létrehozasa
* elem hozzaadasa megfeleld helyre

* megkeresem a pozicidjit: cilogon
* eltolom:

* Osszesen: cilogon + con
* vagyis: Con
* Minden elem hozziadasa a rendezett tombhoz: O(n)

* Nem lehetne-e arendezett tombot olcsébb besziurasokkal
karbantartani?

- dominans
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Keresések

* Szotar (dictionary) egy adatszerkezet, ha értelmezve
vannak a kovetkezé miveletek:
* Keres
* Beszur
* Torol

* (Tol-ig)
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Keresések

* Prioritdsos sor egy adatszerkezet, ha az el6z8eken kiviil
értelmezve vannak a kovetkezék is:
* Minimum
 Maximum
o El6z6
o Rakovetkezd

e Ezzel lehet rendezni
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Keresések

e Adatok a strukturaban
* kulcs + mezék (rekordok)

* LehetSségek

* Kulcsegyezdség
l.  minden kulcs kilonb6z6
ll. lehetnek azonos kulcsok
» Adatstruktura
A. rekordok: (k,m{,m,, ..., m,)
B. csak a kulcsokat nézziik: k
* Mimost az l. és B.-t valasztjuk.
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Binaris kereséfak

* Mennyire hatékony a binaris kereséfa?
* Minden mivelet egy Utvonal bejarasét jelenti a faban
* A h magassagu fakban O(h) id& alatt hajtédnak végre

* Ahogy elemeket beszurunk és torliink, valtozik a fa magassaga és
ezzel a muveletek ideje is

* Itt ugyanis nem tudom a fa atlagos magassagat

* Ha csak beszuirasok vessziik a felépités soran, akkor konnyebben
elemezhetd
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Binaris kereséfak

* Legyen adva n kiilonb6zé kulcs, ebbdl binaris kereséfat
épitiink. Ha itt minden sorrend egyforman valészin(, akkor
a kapott fat véletlen épitésti binaris kereséfanak nevezziik.

* Bizonyithatd, hogy egy n kulcsbdl véletlen médon épitett
binaris kereséfa atlagos magassaga O (log,n).
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Binaris kereséfak
* Tegyiik fel, hogy a véletlen sorrendt 1,2, ... n adatokbdl
épitjuk fel a t kereséfat.

* Mennyi az 4tlagos csticsmagassig?

* Ennek megvalaszoldsa megadja a kdvetkezd kérdésre is a
megoldast:

* Hany 6sszehasonlitassal lehet felépiteni a t kereséfat
tlagosan?

* A meghatdrozashoz vegylink egy kereséfat
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Binaris kereséfak
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Stak

Binaris k
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p = 5293,11,1,6,10,8,7,4

esetélj_

O(p) =
(1+1)+
24+24+2+2)+
(3+3+3)+4
= 23
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Binaris kereséfak
* Hatdrozzuk meg ennek az 4tlagit!
* El¢szor meghatdrozzuk a csiicsmagassag 6sszeget.
* Jelolés:
* f(n): n adatbdl hany dsszehasonlitassal lehet kereséfat épiteni

* f(nlk): el6szor a k érték jon (k az input sorozat elsé eleme)
* Tegyiik fel, hogy minden sorozat egyforma valészintségt

1 n
FO) == fnlk)
k=1
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» Osszehasonlitasok

k—1
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f(n)=%;(k—1+f(k—1)+(n—k)+f(n—k))

f(0)=0

n-—1

o) = (n—1)+= Z F(k)

Belathatd, hogy f(n) < 2n*1lnn = 1, 39n log,n
Tehat a fa csicsmagassag 6sszege = 1,39n log,n

2017.10. 09. Adatszerkezetek és algoritmusok - Binaris kereséfak, keresés



N Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Nvf Informacids Technolégiai és Bionikai Kar

Binaris kereséfak

* Tehat a fa csicsmagassag 6sszege =~ 1,39n log,n

!

* Ebbdl kovetkezik, hogy a véletlen kulcssorozatbdl
készitette binaris keresési fa varhaté csicsmagassag-atlaga
~ 1,39 log,n

* Ez j6 eredmény, mivel 1,39 log,n = O(log, n).
* Rosszabb, mint az optimélis h = log, n
* Jobb, minta h = n szélséséges eset

* Fontos, hogy ez csak akkor érvényes, ha a kulcsok véletlen
sorrendben érkeznek, ami a valésagban altaldban nem
teljestil.
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