Az n. egységgyokok csoportot
alkotnak a komplex szdmok szokasos
szorzasara nézve.

elmeélet

Zartsag: (gx)™ = (cos(k + 1) 27” + isin(k + 1) 27”)” =

= cos(k + l)n%ﬂ + isin(k + l)n%ﬂ =1

o1 = 1(cos® + isin®
Egység: 1 = 1(cos —+isin n)

0,..0 .
Inverz: gg&; = 1(605; + Lsm;) alapjan

Tehat g, inverze(g,) ™! = g,k

k+2m  jx2m n*2

+ = n, ahonnan j=n-k
n n

Az asszociativ és kommutativ tulajdonsag a valds szamok 0sszegének
asszociativ és kommutativ tulajdonsagabdl kovetkezik, hiszen két egységgyok
szorzatat ugy kapjuk, hogy argumentumaikat 6sszeadjuk

n-ik egységgyoknek nevezziik a z komplex
szamot, ha zn=1.

Az 6sszes n. egységgyok elball az elsé

(& = cos%ﬂ + isin 27”) egységgyok hatvanyaiként.

Azt az g, n. egységgyokot, amelynek
hatvanyai az 6sszes tobbi egységgyokot el6allitjak,
primitiv egységgyoknek nevezziik.

Az az egységgyok, amelynek n. hatvanya
1, és semelyik ennél kisebb hatvanya nem 1, primitiv
egységgyok.

Ha &, n. egységgyok, tovabba k és n
relativ primek (nincsen olyan szam, amely mindkett6t
maradék nélkiil osztanad), akkor & primitiv n.

egységgyok.

Legyen az n az a legkisebb szam, amire g;n.
egységgyok. Mivel az egységgyokok csoportot
alkotnak, mindegyik hatvany egységgyok. Mivel
pontosan n kiilonb6z6 egységgyok van, ha a
hatvanyok mind kilonbo6zd6k, akkor el§ is allitjak a
tobbi egységgyokot.

Ha &, n. primitiv egységgyok, akkor k és n
relativ primek(nincsen olyan egész szam, amely
mindkett6t maradék nélkiil osztana).

Ha n és k relativ primek, akkor & primitiv n.
egységgyok.

A z = re'%alakot, ahol r a z komplex szam
abszolut értéke, @ az argumentuma, a komplex szam
exponencialis alakjanak nevezziik.

Ha a z komplex szam gyoke egy polinomnak,
akkor konjugaltja is gyoke.

Az n-edfokd komplex egylitthatds polinomnak van gyoke a komplex szdmok korében.

(Multiplicitassal szamolva a gyokoket, pontosan n db komplex gyok van.

N

Miden polinom felirhatd gyoktényezG6s alakban zx€C a pilinom gyodke, a€C a legmagasabb foku tag

egyltthatdja

Anz™ + a1zt ay_ 2"+t a2zt tag = alz—z)™M(z — 2p)" ... (2 — )™



Az <.,.> VxXV—R fliggvényt, melynek
figgvényértékét s(x,y) = <x,y>-nal jeloljik,
skalarszorzatnak nevezzik, ha a kovetkez6
tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. pozitiv definit: YXEV esetén <x,x> =0 és
<x,x> = 0 pontosan akkor, hax=0
2. szimmetrikus: VX,yEV esetén <x,y> = <y,x>
3. homogén: Vx,yeV és YAER esetén
<AX,y> = A<x,y>
4. linedris: Vx,y,zEV esetén
<(x+y),z> = <x,2>+<y,z>

A skalarszorzattal ellatott tereket Euklideszi
tereknek nevezziik

Minden, véges dimenzids vektortérben
megadhatd skaldrszorzat.

Minden skalarszorzatos tér
normalt tér

||x|| = /< xx>

1. VxeV|lx|| = V<xx>=0
V< x,x > = 0 csak akkor, hax=0

2. VxeV,VAER ||Ax|| = /< Ax, Ax > =

\/A<x,/'lx> =\//1</1x,x> =

VA2 <x,x > =] ||x]]

A H halmazt metrikus térnek nevezzik, ha
van olyan metrikdnak nevezett d: HxH —=R*U{0}
fliiggvény, amelyre a kdvetkezdk teljestlnek:

1. pozitiv definit: Vx,yeH-ra d(x,y)=0,
d(x,y) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x=y

2. szimmetria: Vx,yEH-ra d(x,y)=d(y,x)

3. hdromszoég egyenl6tlenség: Vx,y,zEH-ra
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

A metrika tehat a 3 dimenzids geometriai tér tdvolsag
fogalmanak egyik altalanositdsa.

AV vektorteret normaltnak nevezziik, ha van
olyan n: V—=R*U{0} fliggvény, az Un. norma, amelyre a
kovetkezék teljestilnek: (n(x) = | |x]|)

1. pozitiv definit: YX€V esetén n(x) >0
n(x) = 0 pontosan akkor, ha x=0

2. homogén: VXEV, a€ER esetén
n(oax) = |a|n(x)

3. haromszog egyenldtlenség:
Vx,yEV esetén n(x+y) < n(x) + n(y)

3. WxyeV |lx+yl|=/<x+yx+y><

lIxl] + Iyl = V< xx >+ [<yy>

Minden normalt tér
metrikus tér

d(x,y) = |lx =yl
1. dx,y)=|lx—yl|=0

||x—y|| = 0 csak akkor, hax-y=0—x=y

2. dx,y) =|lx—yl|=|I-(v -2l =

=11 |ly — x| = d(y, %)
3. |Ix+yl|l={J/<x+yx+y><

[IxI| + |yl = V< x, x>+ J<yy >



|<a,b>|?<<aa><bb>
norma fliggvény bevezetése:

|<a,b>| <|lal| |Ibl|

Ortogonalis, nem nulla
vektorok linedrisan fliggetlenek.

Tekintsik az <a+Ab, a+Ab> skalarszorzatot.

A pozitiv definit tulajdonsag miatt:
0< <a+Ab, a+Ab> = <a,a> + <a,Ab> + <Ab,a>+<Ab,Ab> =
<a,a>+2<a,Ab>+<Ab,Ab>=A’<b,b>+2<a,b>\+<a,a>

Ez a A-ra nézve egy egyismeretlenes masodfoku
egyenl6tlenség:
A%<b,b>+2<a,b>A+<a,a>=AN>+BA+C

Mivel e fliggvénynek legfeljebb egy gyoke lehet, a
diszkrimindns nem pozitiv, azaz B>-4AC<0. A megfelel
értékeket behelyettesitve:

4(<a,b>)%-4<b,b> <a,a> < 0, amibél (<a,b>)? = <b,b><a,a>

Egy transzformaciot szimmetrikusnak
neveziink, ha van olyan bazis, amelyre nézve a
transzformacié matrixa szimmetrikus.

A fliggetlenség definiciéjabol indulunk ki: d

a1X1+00Xo+...+akXk = 0

Ha a leképezés A matrixa szimmetrikus

Azt kell bizonyitani, hogy mindegyik ai=0. és <x,y> := y'x, akkor <x,Ay> = <Ax,y>
Vegyiik rendre az xi, X2, .., Xk vektorokkal — —
valo skalarszorzatot:

QX1+0Xo+...+ouXk = 0 /x;j=1,2,...,k

Ezzel azt kapjuk, hogy a; <xi,xi> =0

skalarszorzat a pozitiv definit
tulajdonsaga miatt <x;,xi>=0, ezért
mindegyik ai = 0.

det(A B) =det(A)*det(B),ha A és B
nxn-es matrixok

Ortonormalt a vektorrendszer, ha

paronként ortogonalis, és minden elemének

normaja 1.

N

(konstruktiv,megmutatjuk, hogy lehet az ortonormalt
rendszert létrehozni)
Legyen a norma a skaldrszorzatbdl szarmaztatott:

Minden euklideszi térnek van

ortonormalt bazisa

lleil1? =< ¢ ¢ >

Tetsz6leges bazisbdl kiindulva, a Gram-Schmidt eljarassal kapott
ortogonalis bazis minden elemét szorozzuk ezen norma reciprokaval:

¢;* = —L ekkor valéban
[lcill
Ci C; 1 1 2
[lci*]]? =< > <chc>=——x||¢||*? =1
' lNedl Neill — Hell2 [lcil]? '



a vektor ortogonalis b vektorra,
ha <a,b>=0
Legyen |<a,b>| egy skalarszorzat V-ben és
1
valamely x vektor normdja ||x|| = < x, x >=.

<a,b>
llai] [|b]]

Ekkor: cosa =

Minden Euklideszi térben van ortogonalis
bazis.

Minden altérben van ortogonalis bazis.

Egy transzformacid ortogonalis, ha van
olyan bazis, melyben matrixa ortogonalis.

Az ortogonalis transzformacié megérzi a
<x,y> := y'x skalarszorzatot.

Szimmetrikus matrix kiilonb6z6 sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok ortogonalisok (3 dimenzidig
merdlegesek)

Ortogonalis transzformacio tavolsagtarto,
normatarto, szogtartod, ha e fliggvényeket a
skalarszorzatbol szarmaztatjuk.

Ortogonalis transzformacio sajatértékeinek
abszolutértéke 1.

Ortogonalis matrix determinansanak abszolut
értéke 1.

Az euklideszi tér valamely bazisa akkor és csak
akkor ortonormalt, ha egy vektor koordinatajat a
kovetkez6képpen kapjuk meg:
a=Y,ae; , u==<ae>



