A Gram-Schmidt-féle ortogonalizaciés eljaras

A Gram-Schmidt-féle ortogonalizdcids eljaras sordan célunk az R™ tér egy (fi,..., fn)
bazisabdl olyan (by, . ..,b,) bazist konstrudlni, mely

e ortonormdlt (azaz a bazisvektorok egységhosszisigiak, és paronként merdlegesek),

o teljesiti az L(by,...,bx) = L(f1,..., fx), minden k = 1,... n esetén (vagyis az 1j
bézis els6 k darab vektora ugyanazt az alteret generdlja, mint az eredeti bazis els6
k darab vektora).

A médszer 1épései:

1. A by vektor meghatarozasa: megadjuk az fi-gyel egyezo iranyba mutatd egységvektort.

o
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2. A by vektor meghatdrozdsa: két 1épésben torténik; eldszor megkeressiik a megfeleld
irdnyu by vektort, majd ezt normaljuk, azaz elosztjuk a hosszaval, hogy megkapjuk
bo-t. N
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(Ttt 52 kiszamolasanal valéjaban fo-bdl kivonjuk fo-nek a by vektorra esé meréleges
vetiiletét, igy a kapott vektor méar merdleges lesz by-re.)

3. A tobbi by vektor kiszamoldsa: hasonldéan torténik, mint by, az alabbi képletek
szerint:
- Ek
b = fr — ([ b1)b1r — (fi, b2)b2 — - -+ — (fis bp—1) b1, b, = m
k
(Itt Zk kiszamolasanal az f; vektorbdl kivonjuk f-nak az osszes addig megkonstrualt
by, ..., br_1 vektorra es6 merdleges vetiiletét, igy a kapott vektor ortogonalis lesz
az Osszes mar ,kész” bazisvektorra.)

Megjegyzés: a mddszer tetszoleges (-, -) skaldris szorzattal (és abbdl szarmazé ||-|| norméval)
mikodik.

A kanonikus bels§ szorzattal ellatott R™ euklideszi vektortér esetén, ha v = (vy,vs, ..., v,)
és w = (wy, wa, ..., w,) tetszéleges vektorok, akkor

e v és w belsd szorzata: (v, w) = viwy + Vawg + - -+ + VWY,

e v normaja/hossza: ||[v]| = \/{v,v) = \/v}+ v} + - +02.



1. feladat Konstrualjunk ortonormalt bazist a kovetkezo bazisbol:

fl = (1’ ]'7 ]')7 f2 = (27 _]-7 _]->7 f3 = <2a37 1)
Megoldas:

e b; meghatéarozasa:
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e by-hoz elOszor sziikségiink van a 32 = fo — (f2, b1)by vektorra. Mivel

—~

() ={ (21,1 S (1,11 ) = (1,1 (1, 1,1) =

w

1 1
=—2-1+(-1)-1+(-1)-1)=—=-0=0,
\/g( (=1)-1+(=1)-1) 7
(ami azt jelenti, hogy fy és by ortogondlisak), ezért
by =fo = (f2,b1) b1 = (2, -1, 1)
0
by (2,—1,-1) 1

T = —(2,-1,-1).
162 22+ (—1)2 + (—1)2 \/g< )

e b3 meghatarozdsa: el6szor ismét a 53 = f3 — (f3,01)b1 — (f3,ba)bs vektort kell
kiszamolnunk.

1 1 1
(fs,b1) :<(2,3,1),%(1,1,1)> :ﬁ(2-1+3'1+1~1):%~6
1 1 1
(f3,b9) = <(2,3, 1), %(2, -1, —1)> = %(2 243 (=) +1-(-1)) = % -0=0
Ezért
~ 1 1
bs =f3 — (f3,b1)b1 — <f3,052> =(2,3,1) - 7 \/5(1 11) =
=(2,3,1) — g(l, 1,1) =1(2,3,1) — (2,2,2) = (0,1, —1).
Innen

b 1.—1 1
by OL-D) = —(0,1,-1).
b3 VOP+ 124 (=1)2 V2

by =

A keresett bézis tehat

1 1
—(1,1,1), by=—(2,—1,-1), by=—(0,1,-1).
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2. feladat Konstrualjunk ortonormalt bazist a kovetkezo bazisbol:
fi=012), fo=(0211), fs=(1,-12).
Megoldds:
e b; meghatéarozasa:
ALy
Ve Ve

e by meghatédrozasa: elészor a gg = fo — (f2, b1)by vektort szamoljuk ki. Mivel

blz 1 2)

1 1 1
<f27bl>:<(271,1),%<1,1,2)>:—6(2'1+1~1+1'2):%-5,
ezért
by =fo — (fo,b1)by = (211)—% 5. \}_(1 1,2) =
5 71 —4
(6 66> ( "6’ )‘(6’6’?)
49 1 16 /66 by

boll =y/ oz 4 e+ 5n =~ = by =

_L(zzj)_;(“_@
36 36 36 6 b V66 \6°6" 6 /) 66 T

e b3 meghatdrozasa: elészor a 33 = f3 — (f3,b1)b1 — (f3, ba)by vektort szamoljuk ki.
1

1 1
(f3,01) =<(1,—1,2),%(1,1,2)> = %(1 A4 (=1)-1+2-2) = %.4

1 1 1
(forba) = <<1,—1,2>, ﬁ<7,1,—4>> — LT (D) L2 () = e (-2)
Ezért
by = fs — (fa, bi)by — (fs, by)by =
S (112 - A (112) — - (-2) - (7.1, —4) =
NGV N N

(66 —66 132 44 44 88 —14 -2 8\ (36 —108 36 _

-\ 66" 66 66 66 66’ 66 66 6666/ \66° 66 66/
6 —18 6 6

== — =) =_—=(1,-3.1).

(11’ 11 ’11) 11<’ 3.1)

Innen

IBsll = \/(%) (12 4 (=3)2 4 12) = O VIT

11
b, 11 1 6 1
_— = — ¢ — ]_7 371 = 1’ _3,1
bs| 6 VI i1l VTE )
A keresett bézis tehat
1 1 1
b= —=(1,1,2), by=——(7,1,—4), by=——(1,-3,1).
L= L1, b= (1), b= (13,1



